Remerciements

Je voudrais tout d’abord remercier mon directeur frangais Patrick Dehornoy pour
avoir accepté de diriger mes études, pour ses conseils et aides, et surtout pour sa patience
& corriger mes fautes de frangais et a rendre mes textes plus lisibles. Je voudrais aussi
remercier mon directeur tchéque Ales Drapal, pour avoir pu &tre son éléve et pour tous
ses conseils et remarques, pas seulement concernant cette thése.

Je suis extrémement reconnaissant envers Bruno Leclerc et Petr Némec qui ont accepté
de lire et rapporter sur ma thése Je voudrais aussi les remercier, de méme que Tom4&s
Kepka et Friedrich Wehrung pour avoir accepté de faire partie du jury de ma soutenance.

Je voudrais en méme temps remercier 'université de Caen et I'université Charles de
Prague qui étaient mes bases d’enseignement pendant les trois années passées, de méme
que les autres organisations qui m’ont permis de faire mes études en co-tutelle en France
et en Tchéquie.

Je voudrais aussi remercier tous les membres du LMNO & Caen, du département
d’algébre & Prague et des autres laboratoires qui m’ont invité & présenter mes résultats.
Parmi ceux-ci, je voudrais surtout remercier Eddy Godelle, Marian Kechlibar, Tomas
Kepka, Bernard Leclerc, Claude Le Conte de Poly-Barbut, Matthieu Picantin, Hervé
Sibert, David Stanovsky, Philippe Toffin et Friedrich Wehrung pour leurs consultations,
conseils et remarques pendant mes études doctorales.

Finalement, je voudrais remercier mon épouse Lucie qui m’a soutenu pendant toute
la période et qui m’a donné ’espoir et I’énergie pour continuer a travailler.

REMERCIEMENTS



Table des matieres

Introduction ({]
I Produits de treillis 16
1 Produits semi-directs de treillis 18
1.1 Produit semi-direct de treillis . . . . .. .. .. ... ... ... ... 18
1.2 Applications p et 9 . . . . . .. 36
1.3 Produit semi-direct de demi-treillis . . . . . . ... ... ... 42
1.4 Congruence arbitraire . . . . ... .. ... ... . 0oL, 46
1.5 Une classe de produits semi-directs . . . . . . .. . ... ... ....... 52
2 Construction de 1’ordre faible des groupes de Coxeter 66
2.1 L’ordre faible dans les groupes de Coxeter . . . . . .. .. ... ...... 66
2.2 Produits semi-directs dans les groupes de Coxeter. . . . . . . ... .. .. 74
2.3 Exemples de groupes de Coxeter . . . . . .. ... ... ... ....... 84
3 Treillis de divisibilité 106
3.1 Treillis de divisibilité dans les monoides d’Artin-Tits . . . . . . . . .. .. 106
3.2 Produits semi-directs dans les monoides de Garside . . . . . .. ... ... 118
II Systémes auto-distributifs idempotents 134
4 Identités LD, I, LI et leurs expansions 136
4.1 Confluence des expansions . . . . . . . . . . . . oo 136
4.2 Termes comme arbres . . . . . . . .. ... oL e 150

TABLE DES MATIERES 2



TABLE DES MATIERES

4.3 Coupuresdunterme . . . . . . . . . ..t e e e e e e 154
4.4 Laforme O-normale . . . .. . ... ... 168

5 Monoides de géomeétrie 184
5.1 LDI-opérateurs . . . . . . . . . o i i it e e e e e e e 184
5.2 Relations dans les monoides de géométrie . . . .. .. .. ... ... ... 194
5.3 Relations syntaxiques . . . . . . . . .. ... o oL 206
5.4 Monoide syntaxique . . . . . ... .o e 222

6 Construction de LDLI-systémes 238
6.1 Congruence idempotente sur des LDLI-systémes . . . .. ... ...... 238
6.2 Décomposition de LDLI-systémes . . . . . . . ... .. .. ... ...... 244
6.3 LDLI-systémes libres . . . . . . . . . . . . ... oL 248
Bibliographie 256
TABLE DES MATIERES 4



Introduction

Ce texte comporte deux parties, & savoir I’etude des produits semi-directs de treillis
avec des applications aux groupes de Coxeter et aux monoides de Garside, et celle des
systémes auto-distributifs idempotents libres (LDI-systémes libres), dont les éléments sont
des classes d’équivalence structurées comme des treillis. Le point commun reliant ces
parties assez indépendantes est la notion de treillis et de confluence et, plus généralement,
le type d’argument combinatoire et algébrique utilisé.

La premiére partie est centrée sur la notion de produit semi-direct de treillis, qui est
I’analogue, dans le monde des treillis, du produit semi-direct des groupes. Comme dans le
cas des groupes, il existe une version interne et une version externe du produit semi-direct
de treillis, et celui-ci se construit en utilisant une action d’un des treillis sur 'autre, le
produit direct correspondant au cas ou ’action est triviale. Comme un treillis posséde
deux opérations de base (inf et sup), la construction du produit semi-direct requiert a
priori deux applications du premier treillis dans les automorphismes du second. En fait,
une application est suffisante pour déterminer ’ordre du produit et, par conséquent, pour
déterminer la seconde application.

Le chapitre 1 de la thése décrit la construction du produit semi-direct de treillis, ainsi
que celle de produit semi-direct de demi-treillis (cas ol une seule opération de treillis
est définie). Plusieurs exemples sont analysés en détail. Le principal résultat en vue des
développements ultérieurs est la proposition 1.15 qui montre que, pour déterminer un
produit semi-direct de treillis discrets (donc en particulier de treillis finis), il suffit de
savoir énumérer un ensemble de triplets dits spéciaux, qui codent en un certain sens la
relation de successeur immédiat du produit. Un autre résultat est une caractérisation de
la plus petite classe de treillis close par produit semi-direct :

Proposition 1.25 Soit L un treillis fini. Alors, les conditions suivantes sont équivalentes :
(%) le treillis L appartient & la plus petite classe qui contient le treillis & deux éléments et
qui est close par sous-treillis, produit semi-direct et images isomorphes ;

(42) Ie treillis L ne contient aucun sous-treillis qui s’envoie sur un treillis simple;

(1) le treillis L appartient a la plus petite classe qui contient le treillis & deux éléments
et qui est close par sous-treillis, par suite exacte courte et par image isomorphe ;

(iv) le treillis L appartient & la plus grande classe de treillis close par sous-treillis et par
image homomorphe qui ne contient aucun treillis simple.

Le chapitre 2 décrit une application du produit semi-direct de treillis aux groupes de
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INTRODUCTION 8

Coxeter. Cette application est en fait le point de départ de tout le travail et la motiva-
tion principale pour laquelle le produit semi-direct général a été introduit. Les groupes de
Coxeter sont une classe de groupes contenant les groupes symétriques et, plus générale-
ment, les groupes de réflexions d’un espace affine, et ils ont fait I’objet de travaux multiples
[27], [4] ou [5]. Tout groupe de Coxeter W est équipé d’une relation d’ordre partiel appelé
lordre faible < [3], qui donne & W une structure de demi-treillis dans tous les cas, et de
treillis dans le cas ot W est fini. Notre but est de décrire une construction explicite de
cette structure de (demi)-treillis, et c’est 1a que le produit semi-direct intervient. Parmi
tous les sous-groupes d’un groupe de Coxeter, il existe des sous-groupes dits paraboliques
qui sont eux-mémes des groupes de Coxeter, et qui sont indexés par les parties de I’en-
semble des générateurs canoniques de W. Si W est un sous-groupe parabolique de W, il
existe une décomposition naturelle des éléments de W liée & Wy, et il se trouve que cette
décomposition donne une congruence du (demi)-treillis de I’ordre faible sur W. De plus,
les classes de cette congruence sont deux & deux isomorphes et elles ont elles-mémes une
structure de (demi)-treillis. Nous montrons le résultat général suivant :

Théoréme 2.10 Soit (W, S) un systéme de Coxeter et soit J une partie de S. On note Wy
le sous-groupe engendré par J et W une classe a gauche associée a Wj. Alors le demi-
treillis (W, <) est isomorphe & un produit semi-direct des demi-treillis (Wy, <) et (W7, X).

De plus, le résultat précédent est effectif dans la mesure ol nous pouvons, dans un
grand nombre d’exemples, décrire complétement les produits semi-directs mis en jeu, en
énumérant exhaustivement les triplets spéciaux. Nous traitons ainsi les cas des types Ay,
By, Dy, I, ainsi que celui de Ay : pour chacune des familles infinies, le treillis de ’ordre
faible est construit inductivement & partir de celui du groupe précédent de la famille.

D’autres résultats de décomposition existent dans la littérature [41], [23]. La spécificité
de notre résultat est de permettre une construction inductive (construire le gros treillis
en partant des petits treillis, ces derniers étant seuls connus) et pas seulement une dé-
composition (exprimer les éléments du gros treillis, supposés connus, en termes de ceux
des petits treillis). De plus, il semble que seul le cas des groupes de Coxeter finis avait été
considéré, alors que notre approche s’applique également au cas infini.

Le chapitre 3 est consacré & 1’étude du treillis de la divisibilité dans les groupes de
Garside. A tout groupe de Coxeter est associé un groupe dit d’Artin, ou d’Artin-Tits,
dont la présentation s’obtient & partir de la présentation standard du groupe de Coxeter
en retirant les relations de torsion s? = 1, et un monoide de méme présentation. Si W est
un groupe de Coxeter fini, et si M est le monoide d’Artin-Tits correspondant, il existe
par construction un homomorphisme surjectif de M sur W, et il existe aussi une section
ensembliste canonique de cet homomorphisme. L’image par cette section de 1’élément
maximal wy de W est un élément A de M dont les propriétés sont importantes, et, en
particulier, les diviseurs de A au sens du monoide M forment un treillis isomorphe au
treillis de 'ordre faible sur W. Nous étudions ici les treillis qui apparaissent comme les
treillis des diviseurs des éléments AF ainsi que le treillis de divisibilité du monoide M :

Prpoposition 3.11 Soit M un monoide d’Artin-Tits de type sphérique, irréductible, avec
au moins deux atomes. Alors le treillis de divisibilité de M est simple.

La notion de monoide d’Artin-Tits se généralise aux monoides de Garside définis
comme des monoides possédant un élément appelé élément de Garside dont les diviseurs
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forment un treillis [17]. On décrit des exemples de monoides de Garside M ou le treillis de
diviseurs de ’élément de Garside minimal A de M s’obtient comme produit semi-direct
du treillis des diviseurs de ’élément de Garside minimal § d’un sous-monoide de M et du
treillis de diviseurs de A qui sont premiers & §.

La seconde partie de la thése est consacrée a 1’étude de ’auto-distributivité en présence
de l'idempotence. L’auto-distributivité est l'identité algébrique LD: z(yz) = (zy)(zz2),
et 'idempotence est l'identité algébrique I: * = za. Les LD-systémes, c’est-a-dire les
systémes algébriques formés d’un ensemble muni d’une opération satisfaisant & l'identité
LD, ont été beaucoup étudiés dans les années récentes, par exemple par Dehornoy [13],
Drapal [19], Kepka [34] ou Laver [39]. Un LDI-systéme est un LD-systéme qui satisfait
en plus l’identité I. Le premier probléme, lorsqu’on considére une identité algébrique, ou
une famille d’identités algébriques, est le probléme de mots, défini comme le probléme
de décider algorithmiquement si deux expressions abstraites écrites avec des variables et
une opération (on dit simplement deux termes) sont ou non égales modulo les identités
considérées. Résoudre ce probléme revient & décrire explicitement les structures libres de
la variété équationnelle définie par les identités.

Dans le cas de I'identité LD, la question a été résolue positivement dans [12], et il existe
désormais plusieurs méthodes pour reconnaitre si deux termes sont ou non LD-équivalents.
Dans le cas de LDI, c’est-a-dire lorsqu’on ajoute ’idempotence & 1'auto-distributivité, la
question est ouverte — et elle le reste. Les résultats établis dans cette thése peuvent étre
vus comme des résultats partiels en direction d’une solution du probléme de mot de LDI,
qui reste a trouver.

Le chapitre 4 introduit des notions de base nécessaires a 1’étude de LDI, c’est-a-dire &
la description de la relation d’équivalence sur les termes induite par les identités LD et I.
L’idée directrice est de suivre les méthodes développées dans [12] pour le cas de LD, et de
chercher & les étendre au cas de LDI — ce qui n’est pas une tache immédiate. Il apparait
naturel d’introduire une variante de I'idempotence, a savoir 'identité LL: (z-z)-y = z -y,
et de mener parallélement 1’étude pour LDI et pour LDLI.

Un des résultats connus pour LD est que chaque classe de LD-équivalence a une struc-
ture de type treillis (qu’il s’agisse d’un véritable treillis reste une conjecture dans le cas
général) : on introduit une notion orientée de LD-ezpansion raffinant la LD-équivalence,
et un des résultats techniques principaux est le résultat de confluence qui affirme que deux
termes sont LD-équivalents si et seulement si ils ont une LD-expansion commune. Ce ré-
sultat a été montré également dans le cas de LDI par Larue dans [38]. Nous reprenons
cette preuve ici et nous montrons un résultat analogue pour LDLI :

Proposition 4.12 Deux termes sont LDLI-équivalents si et seulement si ils ont une
LDLI-expansion commune.

Le probléme pour résoudre le probléme de mots d’une famille d’identités, par exemple
LDI ou LDLI, est de savoir montrer que des termes ne sont pas équivalents : en effet, si
deux termes sont équivalents, on peut toujours I’établir en énumérant systématiquement
tous les termes équivalents au premier et regardant si le second apparait dans la liste.
Tl existe deux méthodes pour montrer que des termes t,t' ne sont pas équivalents : la
méthode sémantique consistant & construire un exemple d’un systéme S satisfaisant aux
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identités considérées et tel que t et ¢’ aient des évaluations différentes dans S, et la méthode
syntaxique, qui consiste & trouver des critéres purement formels montrant que ¢ et ¢’ ne
peuvent pas étre équivalents. Par exemple, dans le cas de LDI, les deux identités LD et I
conservent la variable la plus & droite et la variable la plus & gauche et, par conséquent,
si les variables de gauche ou les variables de droite dans ¢ et ¢’ ne coincident pas, il
est impossible que t et t' soient LDI-équivalents. Ce qu’on souhaiterait, c’est définir des
critéres suffisamment fins pour séparer tous les termes non équivalents, et cela serait
résoudre le probléme de mot. Dans le cas de LDI (et de LDLI), nous n’avons pas de tel
critére, mais nous démontrons un résultat partiel permettant de séparer syntaxiquement
des termes qu’on ne savait pas séparer jusqu’a présent. L’énoncé met en jeu une certaine
notion de coupure d’un terme.

Théoréme 4.29 Si deux termes t,t' sont LDI-équivalents, toute coupure de t' appartient
a Pensemble Cut(t).

Nous donnons des exemples non-triviaux d’application de ce critére mettant en jeu
une notion de poids sur les variables d’un terme.

Dans le chapitre 5, nous étudions le monoide de géométrie des identités LDI et LDLI.
Pour chaque famille d’identités algébriques, il existe un monoide qui décrit la relation
d’équivalence associée sur les termes comme des orbites sous l'action d’un certain monoide
d’opérateurs [15]. Dans le cas de lassociativté, on obtient (essentiellement) le groupe F
de R. Thompson [10], et dans celui de I’associativité et de la commutativité, on obtient
(essentiellement) le groupe V' de R. Thompson [7]. Dans le cas de I’auto-distributivité LD,
le monoide de géométrie est une extension du groupe d’Artin B, et c’est 1’étude de
ce monoide qui a permis de résoudre le probléme de mots de LD et plusieurs questions
connexes [12]. Il est donc naturel d’étudier de méme les monoides de géométrie des familles
d’identités LDI et LDLI, en particulier dans ’espoir de résoudre les problémes de mots.
Dans le cas de LD, la solution comporte quatre étapes, a savoir I'introduction du monoide
syntaxique — un monoide qui vérifie les principales relations du monoide géométrie; la
démonstration de la confluence dans ce monoide syntaxique, ce qui revient & montrer que
tout élément du groupe de fractions du monoide syntaxique s’écrit sous la forme uv—!
oll u et v appartiennent au monoide; la résolution du probléme de mots du monoide
syntaxique; et la construction d’une application injective des classes de LD-équivalence
dans le groupe syntaxique. On réussit a compléter le deux premiéres étapes de cette
approche pour le cas de LDI et les trois premiéres étapes pour le cas de LDLI. Le résultats
principaux de ce chapitre sont

Proposition 5.41 Chaque élément du groupe de fraction du monoide syntaxique de
LDI (respectivement de LDLI) s’écrit comme uv~! oui u et v appartiennent au monoide
syntaxique positif de LDI (respectivement LDLI).

Proposition 5.46 Le monoide syntaxique de LDLI est simplifiable, chaque couple d’élé-
ment admet un plus petit multiple commun & droite et un plus petit grand diviseur
commun & gauche et le probléme de mots de ce monoide est résoluble par retournement
de mots.

Le chapitre 6 contient des résultats sur les LDLI-systémes, c’est-a-dire les systémes
algébriques satisfaisant a la fois LD et LI. On décrit une décomposition des LDLI-systémes
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qui permet de reconstruire les LDLI-systémes & partir des LDI-systémes et des systémes
constants & droite, c’est-a-dire, des systémes qui satisfont 1’identité x - z = y - z. On utilise
cette construction pour construire les LDLI-systémes libres a partir des LDI-systémes
libres et on en déduit les résultat équivalents au résultat disant que deux termes sont
LDLI-équivalents si et seulement si ils sont LDI-équivalents et ont la méme hauteur droite,
celle-ci référant & la longueur de la branche la plus a droite lorsque les termes sont vus
comme des arbres binaires.

Si le résultat précedent est vrai, alors une solution au probléme de mots de LDLI
donnerait une solution au probléme de mots pour LDI, et inversement. Une autre appli-
cation est est que la variété équationnelle engendrée par LDLI serait la plus petite variété
incluant a la fois la variété engendrée par LDI et celle engendrée par 'identité z-z =y - 2.

Certains résultats présentés dans cette thése ont été déja publiés séparément. La défini-
tion du produit semi-direct de treillis fait une partie du mémoire de DEA de lauteur [28].
L’article [29] contient, & peu prés, tout le chapitre 1 de la thése. L’article [31] décrit la
construction de ’ordre faible des groupes de Coxeter en utilisant le produit semi-direct
de demi-treillis. Et larticle [30] reprend, & peu prés, tout le chapitre 6.

INTRODUCTION 14
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Chapitre 1

Produits semi-directs de treillis

Le produit semi-direct de treillis est une construction inspirée par le produit semi-
direct de groupes. Dans un sens, un treillis, obtenu comme produit semi-direct de deux
treillis plus petits, posséde une congruence canonique qui permet de retrouver les deux
treillis de départ, 'un comme quotient et I’autre comme classe d’équivalence. Dans ’autre
direction, presque tous les treillis possédant une congruence dont les classes sont deux a
deux isomorphes se construisent comme produits semi-directs du quotient et d’une classe
par rapport & la congruence.

Ce chapitre contient cinq sections. Dans la section 1, on définit le produit semi-direct de
treillis utilisant deux fonctions pour coder les opérations de sup et d’inf. Dans la section 2,
on étudie ces deux fonctions pour montrer que 1'une est définie par ’autre et donc une
seule suffit pour construire le produit semi-direct. Dans la section 3, on définit le produit
semi-direct des demi-treillis. Dans la section 4, on montre qu’un treillis quelconque avec
une congruence arbitraire 6 se plonge dans un produit semi-direct dont la congruence
canonique est une extension de la congruence 6. Enfin, dans la section 5, on étudie une
classe de treillis finis close par produit semi-direct.

1.1 Produit semi-direct de treillis

Dans cette section on décrit la construction du produit semi-direct de treillis. Com-
mengons par rappeler le cas du produit semi-direct des groupes : soit G un groupe avec K
un sous-groupe et H un sous-groupe distingué qui satisfont KH = G et KN H = (. On
définit une application ¢ de K vers Aut(H), telle que ’ensemble K x H avec I'opération -,
définie comme

(k1, ha) « (k2, ha) = (k1 - k2, by - o(k1)(h2)), (1.1)
est isomorphe au groupe G.

On voudrait faire une construction analogue pour le cas des treillis. Malheureusement,
des treillis ont des propriétés différentes des groupes; il n’existe pas, par exemple, de
« sous-treillis distingué », on doit parler de congruence.

CHAPITRE 1 PRODUITS SEMI-DIRECTS DE TREILLIS 18



SECTION 1 PRODUIT SEMI-DIRECT DE TREILLIS 20

Définition : Soit L un treillis et soit § une relation d’équivalence sur L. On dit que 6
est une congruence si 6 est compatible avec les opérations de sup et d’inf, c’est-a-dire, si
on a, pour chaque a,b,c,d dans L,

(a,b) € 6 et (c,d) € 0 entraine (aV c,bVd) €6, (1.2)
(a,b) € 6 et (c,d) € 0 entraine (a Ac,bAd) € 6.

Le quotient L/y est ensemble des classes de la congrence [a]g, pour a dans L, muni des
opérations de treillis V et A, définies comme [a]g V [b]g = [a V bg et [a]o A [b]g = [a A blo.

Chaque congruence d’un groupe G est liée & un sous-groupe distingué K — le sous-
groupe K est une des classes de congruence et les autres classes sont des copies de K
par des translations. Par contre, les classes d’une congruence d’un treillis L sont toujours
des sous-treillis et elles n’ont rien en commun en général. Donc, le premier pas de la
généralisation est ’introduction d’une congruence dont les classes sont semblables.

Définition [26] : Soit L un treillis et soit # une congruence sur L. On dit que la
congruence 6 sur L est isoforme si les classes de 6 sont des sous-treillis deux & deux
isomorphes.

Définition : Le diagramme de Hasse d’un treillis (L, <) est un graphe dont les sommets
sont les éléments du treillis L et les arétes représentent 1’ordre sur L : on a une aréte qui
monte de a vers b si on a a < b et s’il n’existe aucun élément c avec a < ¢ < b.

Exemple 1.1 On voit dans la figure 1.1 deux diagrammes de Hasse de treillis. Sur chacun
de ces treillis on a représenté une congruence. La congruence sur le treillis C'(4) a quatre
classes qui ne sont pas isomorphes puisqu’elles ont des nombres différents d’éléments.
Donc cette congruence n’est pas isoforme. Par contre, la congruence sur le treillis P(3)

Ax KX

F1G. 1.1 — Treillis C(4) et P(3), avec une congruence sur chaque treillis : les
éléments qui appartiennent & la méme classe d’équivalence sont liés par des
arétes noires.

Supposons que L est un treillis avec une congruence isoforme 6. Notons K le quo-
tient L/p et H une classe quelconque de la congruence §. Pour un élément a de L, on

CHAPITRE 1 PRODUITS SEMI-DIRECTS DE TREILLIS 20
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note @ la classe d’équivalence de a. On note 7; I’isomorphisme @ — H. Alors, ’applica-
tion a — (@, nz(a)) est une bijection entre I’ensemble L et ensemble K x H. Gréce a cette
bijection, dans toute la suite du texte on identifie ’ensemble L avec I’ensemble K x H.

Notre but est de munir ’ensemble K x H de deux opérations binaires, disons LI et T,
pour que (K x H,L,M) soit isomorphe au treillis (L,V,A). Dans le cas des groupes,
I’opération - est codée par une application . Dans le cas des treillis, on a deux opérations
et il nous faut deux applications, ¢ et 1, pour coder les opérations.

Supposons qu’il existe Oy, le plus petit élément de H et 1y, le plus grand élément
de H. On définit les applications ¢ et ¢ de K x K & H¥ par les équations suivantes (on
rappelle que 'ensemble K x H est identifié avec ’ensemble L et alors les opérations V, A
sont ces du treillis L) :

(ky,h)V (kV K ,0m) = (kVE, o(k k") (h)), (1.4)
(ks h) N (R AK 1) = (kA K, $(k, k') (R)). (1.5)
La situation est schématisée dans la figure 1.2. En fait, on écrit ¢y i/ (h) et ¥y k- (R) plutot

que @(k,k")(h) et ¥(k,k')(h) en pensant que @i i et Y s sont des applications de H
vers H.

7
O ) (kVE", 151)

(kVE',0) (k, 1m)

(kaoH)

F1G. 1.2 — Cette figure est un extrait du diagramme de Hasse du treillis L.
Les lignes presque horisontales représentent des classes de la congruence 6.
L’élément (kV k', o(k,k")(h)) est le plus petit élément de la classe k V k' qui
est plus grand que I’élément (k, k). On ne sait pas, en général, s’il existe un
autre élément entre les éléments (k, h) et (kV &', o(k,k')(h)) et c’est pourquoi
la ligne vers (k V k', ¢(k, k')(h)) ne commence pas a (k, h)

On montre ici certaines propriétés des applications ¢ et ¥ dans le cas considéré, c’est-
d-dire dans le cas ou H posséde un plus petit et un plus grand élément. Ensuite, dans la
proposition 1.9, on va considérer des conditions plus générales.

Lemme 1.2 Les applications ¢ et v, définies dans (1.4) et (1.5), son bien définies et elles
satisfont, pour tous k, k', k" dans K et h,h' dans H, les conditions suivantes :

Ok = Yrk = idm,
Pk,k'Vk!" = PEVE! k" © Pk K,
Vi k' Ak = YkAk! k' © Yk ke,
h < Yk eak © rakrk (h),

,\,\,.\,\
—_ = = =
© 00 3 O
~— T ~—
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h > ¢k v © Yevier ks (h), (1.10)
Ok (hVA') = oprr(h) V or i (R'), (1.11)
Vi (h AR') = i (B) A e (). (1.12)

DEMONSTRATION : On montre d’abord que ’élément (k, h)V(kVE', 0g) est de la forme (kV
k', h'0), pour un certain h’ de H. Puisque k V k' est plus grand que k dans K, il existe un
élément h” dans H satisfaisant (kV k',0g) > (k,h"). Chaque classe de congruence forme
un sous-treillis donc on a (k,h”) > (k,0g) et donc (kV k',0g) > (k,0m). Maintenant,
puisque (k, h) appartient a la méme classe de congruence que (k,0g), l’élément (k, h) V
(kV K',0p) appartient a la méme classe que (k V k',0q).

Maintenant on commence & montrer les conditions. La condition (1.6) résulte de la
définition. On remarque que, si ’hypothése (1.6) est vraie, la condition (1.7) est vraie si
et seulement si les deux conditions suivantes sont satisfaites :

Ph k! = Pl kv (1.13)
Sak,k” = wk’,k” o Sak,k' fOI' k < k, < k”. (114)
L’implication (1.7) = (1.13) et (1.14) est facile & voir. Ensuite on démontre la direction
opposée. Considérons k, k', k" arbitraires dans K. La relation k > kVEk' > kVk' VK" avec

la condition (1.14) donnent @k kvirvkr = Prvks kvk/vkr © @k kvir. Ensuite, (1.7) résulte
de (1.13).

Maintenant il suffit de montrer (1.13) et (1.14) pour en déduire (1.7). La condi-
tion (1.13) résulte de la définition. Montrons donc (1.14) (voir la figure 1.3). On a déja vu
que, pour k < k' < k" dans K, on a (k,0g) < (k',0g) < (K”,0p). Alors on peut écrire

(K", orpr(h)) = (k,h) V (K", 05) = (k,h) V (K',05) V (K", 05) =
= (K, orpr(R)) V (K", 0m) = (K", orr,k7 © 9,10 (h)),

pour chaque h dans H.

(K", 9ot (1)) (k" 1a)

(klilH)
(k”, OH)
7‘Pk,k’(h))
(k’,OH) (k,lH)

(k70H)

F1G. 1.3 — La condition (1.14) exprime que 1’on obtien le méme résultat quand
on monte de la classe k vers la classe k" directement et quand on monte de &
vers k' par la classe k'.
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Considérons (1.9) (voir la figure 1.4). Sans perte de généralité, on suppose k¥’ < k. On

a
(', ¥k © rr i (R)) = (k, orr 6 (R)) A (K, 1) (1.5)
= ((K',h) V (k,0m)) A (K, 11) (1.4)
> ((K',h) A (K',15)) V ((k,0m) A (K, 15)) (dist.)
> (K ,h) A (K1) = (K',h)
(ky 0,1 () (s L)
(k,05) (k' 1m)
(kly'l/’k,kfo‘ﬂk',k(h))
(k’7OH)
Fic. 1.4 - La condition (1.9) : Pélément (k',vrx © @i k(h)) est le plus
grand élément de la classe k' qui est plus petit que I’élément (k, pr k(h)).
L’élément (k',h) est aussi plus petit que P’élément (k,¢rr/(h)) et donc on
ah < Ypp o or i (h).
Enfin on montre (1.11) :
(kVE, ppr(hVh))=(k,hVH)V (EVE,0g)
= ((k,h)V (VK ,05))V ((k,h)V (kVE,0g))
= (k VK, orp(R)V (kVE, or i (h')
= (k VK, orp(h)V @rp (R)).
Le reste de la démonstration résulte de la dualité entre I'inf et le sup. [

En plus de la démonstration, il est utile de noter que, sous ’hypothése (1.6), la condi-
tion (1.8) est équivalente aux deux conditions

Y,k = Yk kAk’ (1.15)
wk,k” = wk’,k” (¢] /l/)k,k' fOI‘ k 2 kl 2 k”. (116)

Exemple 1.3 La condition (1.11) exprime que I’application ¢ est compatible avec ’opé-
ration du sup. La compatibilité avec ’inf n’est pas remplie en général : on voit un exemple
sur la figure 1.5 — on a g, 1, (@) = @ox,1.(b) = 1g tandis que o, 1, (a AD) est Op.

Lemme 1.2 décrit certaines propriétés des applications ¢ et 1. Ces propriétés sont
suffisantes pour la construction de produit semi-direct externe.
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) / et
¢ b (1x,0m)

(O, 1)

OK OH

K H (0x,0m)
F1G. 1.5 — L’application ¢ n’est pas nécessairement compatible avec A

Proposition 1.4 Soient K, H deux treillis et soient ¢, : K x K — HY deux appli-
cations satisfaisant les conditions (1.6)—(1.12). Alors I'ensemble K x H avec les deux
opérations LI, M, définies par
(K1, ha) U (K2, ha) = (k1 V k2, @ky ks (h1) V ks ky (h2)), (1.17)
(K1, ha) N (k2, h2) = (k1 A k2, Yky ks (h1) A Yy b, (h2)), (1.18)

forme un treillis.

DEMONSTRATION : On remarque d’abord les deux propriétés suivantes, pour tous k, k'
dans K et h,h’ dans H :

h < K = <Pk,k’(h) < on,kl(h’), (1.19)

Ok (B AR) < rpr (h) A rr (B). (1.20)

La premiére propriété résulte de (1.11) et la deuxiéme de (1.19). On voit aussi de méme

h <k = Y p (k) < Yrp(R'), (1.21)
’l/)k’kl(h V h’) > ’l/)k’kl(h) \ ’lﬁk’kl(hl). (1.22)

Un ensemble muni de deux opérations est un treillis si les opérations satisfont les
lois d’idempotence, de symétrie, d’associativité et d’absorption. L’idempotence des opé-
rations L et M résulte de (1.6), la symétrie résulte des définitions. Maintenant on montre
I’associativité :

((kl,hl) LI (ke, hg)) LI (ks, h3)
= (k1 V k2, Pka ks (h1) V @y iy (h2)) U (K3, h3) (1.17)
= (kl VkaV ks, Pk1Vka,ks (‘pk1,k2 (hl) V Qs ks (h2)) V Pk k1 Vs (h3)) (1'17)
= (k1 V k2 V k3, Okyvks ks © Pks ke (B1) V Ohyvia kg © Pha ks (h2)

V @k kyvis (h3)) (1.11)
= (k1 V k2 V k3, @k kavis (B1) V kg kyviks (h2) V Qg ki vis (h3)) (1.7)
= (k1 V k2 V k3, 0y kavis (B1) V Gkovig ks © Phaks (h2)

V Qg Vka,ky © Pha ks (B3)) (1.7)

= (k1 V k2 VK3, Ok kovis (B1) V Ohovig ks (Pko ks (h2) V Pks ks (h3))) (1.11)
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= (k1, k1) U (k2 V k3, @roks (h2) V @y k, (B3)) (1.17)
= (k1, h1) U ((k2, ho) LI (ks, h3)). (1.17)

Pour la loi d’absorption on doit montrer d’abord

Pler Akea k1 (Y bz (R1) A Yy g (h2)) < ha. (*)
On l'obtient par

Pky Ak kr (Vka a (B1) A Py ey (h2))

< Phynkakr © Yk ko (B1) A Oy Ak by © ko iy (h2) (1.20)
< Py Ak ks © Yy ko (R1)

= PkyAka,kr © Yhy ki Aks (1) (1.15)
< ha. (1.10)

L’absorption se montre maintenant :

(k1,ha) U (K1, k1) 1 (K2, ho))

= (k1,h1) U (kl A ko, Vi, ke (R1) A Uiy ey (hg)) (1.18)
= (K1, ks ks nka (P1) V ki Aka ks (Vs ko (B1) A Vg y (R2))) (1.17)
= (K1, Ok ks (h1) V OhyAka by (ks by (h1) A Yk iy (h2))) (1.13)
= (k1, B1V @k Ak ks (Vky ko (B1) A Yoy iy (R2))) (1.6)
= (k1,h1) (*)

Les démonstrations de ’associativité et de ’absorption pour I'inf sont semblables. =

Définition : Le treillis construit dans la proposition 1.4 est appelé un produit semi-direct
des treillis K et H, et noté K xj H.

Exemple 1.5 Soient K, H des treillis quel-

conques et soit ¢ x» = Yg k7 = idg, pour tous

k, k' dans K. Alors on voit immédiatement des

définitions (1.17) et (1.18) que le produit semi- X =
direct K x H est le produit direct K x H.

Exemple 1.6 Soient K, H des treillis quel-

conques et, pour chaque k < k' et h dans H,

soient (pk’k/(h) = 0g, ’(ﬂkl,k(h) = 1g. Alors on

a(k,h) < (k',h') siet seulement sionak < k' X| =
dans K ou k = k' e¢ h < k' dans H. Par

conséquent, le produit semi-direct de K et H

consiste en |K| copies du treillis H arrangées

dans la forme du treillis K.
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Exemple 1.7 Soient K, H des treillis arbi-

traires et, pour chaque k < k', soient ¢y, 1 (h)

= 1y, pour h > Oy, et ¢ k(h) = On, pour

h < 1. Dans ce cas 13, si K posséde au moins X =
2 éléments et H posséde au moins 3 éléments,

le treillis K xz H est non modulaire.

Comme on peut attendre, les treillis K et H peuvent étre retrouvés dans son produit
semi-direct.

Proposition 1.8 Supposons L égal a K IX;‘Z H. Alors il existe une congruence 0 sur L
dont K est le quotient et telle que chaque classe d’équivalence de 6 est isomorphe a H.

DEMONSTRATION : Soit # I’équivalence définie par ((k, k), (k',h’)) € & k = k'. C’est une
congruence & cause des définitions (1.17) et (1.18). Le fait que le quotient de K xJ; H par 6
est isomorphe a K, est trivial. Il existe une bijection entre les classes de 6 et ’ensemble H.
En plus, d’aprés Condition (1.6), les opérations de treillis sur H et sur chaque classe de
congruence sont égales. ]

On va maintenant étudier le produit semi-direct du point de vue interne. Un certain
travail & été déja fait dans le lemme 1.2 sous ’hypothése que chaque classe de congruence
posséde un élément minimal et un élément maximal. Bien que ces conditions ne soient
pas trés restrictives, on peut les affaiblir. Rappelons de nouveau, qu’un treillis L avec
une congruence isoforme 6 est identifié avec le produit cartésien de L/y et d’une classe
d’équivalence.

Proposition 1.9 Soit L un treillis possédant une congruence isoforme 0. Soit K le quo-
tient L/p et soit H une des classes de congruence. Supposons que les deux conditions
suivantes sont remplies :

I'ensemble {h' € H; 3k,k' € K : (k,h) < (k',h')}, noté Ej,
est minoré pour chaque h dans H,

Pensemble {h' € H; 3k, k' € K : (k,h) > (k', 1)}, noté E",
est majoré pour chaque h dans H.

(1.23)

(1.24)

Alors il existe des applications ¢ et v satisfaisantes aux conditions de la proposition 1.4
et telles que L est isomorphe au treillis K D(:Z H.

DEMONSTRATION : D’abord on fixe, pour chaque h dans H, un minorant h de l'en-
semble Ej et on fixe un majorant & de I’ensemble E”. La démonstration est semblable
a celle du lemme 1.2. On définit les applications ¢ et 1 de la fagon similaire aux défini-
tions (1.4) et (1.5).
(k,h) \Y (k\/k’,h) = (kvk’,(pk’kl(h)), (125)
(k,R) A (KAK  R) = (EAK 10 (R)). (1.26)
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Cependant on doit s’assurer que les définitions ne dépendent pas du choix des bornes. Ce
qui est le cas, car on a ¢, k() = min{h'; (kVE',h') > (k,h)} et i (h) = max{h'; (kA
k', h') < (k, h)}, quel que soit le choix de h et h.

Maintenant on montre les conditions de la proposition 1.4. On montre seulement une
moitié des conditions, les autres sont duales. On a vu que les définitions (1.4) et (1.5) ne
dépendent pas du choix des bornes et donc on peut utiliser n’importe quelles bornes, pas
forcement h et h. Par exemple, ¢j x(h) = h donne h < h et donc h, h, h, ... sont tous

des minorants de ’ensemble Ej,.
La condition (1.6) est remplie trivialement.
On remarque que A et A’ sont tous les deux des minorants de ’ensemble Ejyp et donc
hV | est une borne inférieure de Fj\ /. Maintenant, la condition (1.11) se montre :
(K, ok (hVH)) = (k,hVR)V (K ,RVE) =
= (k,h) v (k,h) V (K", h) V (K, 1) = (k, @rpr(h) V (K, or,pe (B)).

Pour la condition (1.9), on suppose, sans perte de généralité, k > k’. On a

(K’ ¥k ke © orr 1 (h) = (K, orr i (B)) A (K, 0pr 1 (R) V 1) (1.26)
= ((K',h) V (k, R)) A (K, prr i (h) V h) (1.25)
> ((K',h) A (ks i i (h) V 1)) V (R, B) A (K, opr 1 (R) V B)) (dist.)
> ((K',h) A (k, owr i (R) V h)) = (K, h)

On a vu dans la démonstration du lemme 1.2 qu’il suffit de montrer (1.13) et (1.14)
au lieu de (1.7). La condition (1.13) est vraie, considérons maintenant (1.14). D’aprés la
démonstration de la proposition 1.4, on a (1.19). Alors h < ¢k (k) implique g g (h) <
ok k7 (kk(h)). Donc on a la relation (k',h) < (K, ¢r k7 © @k (h)). Le résultat b <
@k,k'(h) donne aussi que h est un minorant de Eq, ./ (r)- Maintenant on a

(K", rr k0 or e (R)) = (K, or 0 (B)) V (K", )

= (k,h) V (K',h) Vv (K", h)

= (K", prpr (R)) V (K, h) = (K", o (h))-

On sait maintenant que les applications ¢ et 1 satisfont toutes les conditions requises. I1
reste encore & montrer que les opérations LI, [ du produit coincident avec les opérations V,
A du treillis L. On a

(k1, h1) U (Ko, ho) = (k1 V k2, @iy ky (P1) V @y kq (R2)) (1.17)
= (k1 V ka,hy) V (k1, k1) V (k1 V k2, hy) V (Ko, h2) (1.25)
= (k1, k1) V (K2, ha). (1.23)
Le cas de l’inf se montre semblablement. [

Puisque I’on a montré que les opérations LI, et M coincident avec les opérations V, et A,
on n’utilise plus les symboles LI, M mais on utilise des symboles standards V et A.
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Exemple 1.10 Les conditions (1.23) et (1.24) ne peuvent pas étre évitées. Prenons, par
exemple, L = {0,1} x Z avec l'ordre lexicographique. C’est un ensemble totalement or-
donné et donc un treillis qui posséde une congruence isoforme évidente : le quotient
est {0,1} et toutes les deux classes de congruence sont isomorphes & Z. Pourtant on ne
peut pas trouver des applications ¢ et 1 satisfaisantes les conditions de la proposition 1.4
parce que (1,a) est strictement plus grand de (0,b) dans L, quels que soient a,b dans Z.

1.2 Applications ¢ et v

La construction du produit semi-direct met en jeu deux applications ¢ et ¥ pour munir
I’ensemble K x H d’une structure de treillis. Néanmoins, comme les opérations de treillis
découlent de ’ordre sur le treillis et cet ordre est, d’aprés la condition (1.17), défini par

(k,h) < (K, 1) <= (k <K') et (0rp(h) <H). (1.27)

une de ces deux applications doit étre suffisante pour décrire la structure de treillis. Dans
cette section on étudie le rapport entre les applications ¢ et 1, en particulier, pour pouvoir
définir le produit semi-direct avec une seule des ces applications.

Définition : Soit L un treillis. Une partie I de L est appelée un idéal si elle satisfait aux
deux conditions :

a,b € I entraine a Vb € I, (1.28)
a€LetbelentraineaNbel. (1.29)

Pour chaque b dans L, ’ensemble {a € L; a < b} est un idéal qui est appelé un idéal
principal et noté (b]. On définit dualement un idéal dual et un idéal dual principal, noté

[b).

Le lemme technique suivant décrit des relations entre oy i et ¥/, dans le cas géné-
rique, a savoir quand k est plus petit que k’. Les autres cas résultent de ce cas.

Lemme 1.11 Supposons qu’un treillis L est un produit semi-direct K 1><;’Z H. Choisissons
des éléments k et k' dans K, vérifiants k < k'.
(¢) Définissons des applications § = 1y 0 Qg k' €t w = Yk ks © Yir . Alors on a :

§(h) = max{j € H; ¢rr(4) = ¢rr ()},
w(h) = min{ j € H; Yp x(j) = Yr x(h) }-

(i1) On a Qg k © Yr/ k © Pk = Ph,kr €t Yrr k © Vi k' © Vit ke = Vit k-
(#41) L’application g, k'|1m ,, , €St un isomorphisme entre les treillis Im v/ x et Im g, .
L’application ¥y k|tm ¢, ,, €st isomorphisme inverse.

(tv) L’application vy j vérifie ¥y (h) = max (ga,;}c,((h])).
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DEMONSTRATION : (i) Par I'inégalité (1.9), on obtient h < £(h). Aprés, on utilise (1.19)
pour obtenir ¢ x/(h) < @ik (E(R)). De (1.10), on a @ik (h) = Yk © Y k(@r ke (R)) =
ok, k' (£(h)). Et donc, pour chaque h dans H, on a @i i (§(h)) = @i (h) et b < &(h).
Les propriétés de 1’application w se montrent de la fagon analogue. Le résultat (i) est
maintenant une conséquence immédiate.

(743) Soit h dans Im 9y . Il existe h' dans H qui satisfait ¢y (h') = h. Mais on
a §(h) = Ewk’,k(h/) = wk’,k(hl) = h. Et cela donne §|1m Y g idmm Yis g On a de
méme wim ¢p = idim ¢, ., et donc les applications Ok k| Tm Y € Ui k| tm @i SODE
des bijections inverses. La propriété (1.19) donne que @i i (H) est un sup-demi-treillis
et donc, d’aprés (1.21), 'ensemble {(H), qui est égal & Imy,, , est un treillis et les
applications @k k/|im Y p €F Ykr k| Im ¢4 SONt des isomorphismes.

(iv) Considérons un élément h dans H et notons M}, 'ensemble { j € Im @ 55 5 < h }.
Cet ensemble n’est pas vide parce que, d’aprés (1.9), Pélément w(h) est dans Mp,. On veut
montrer que w(h) est le plus grand élément de M.

On montre d’abord que w(h) est un élément maximal de M. En effet, si on a j
dans M, avec w(h) < j < h, alors il existe un j' dans H qui vérifie i x/(5) = J.
D’aprés (1.21), on a ¢ gw(h) = Yp k(R) < Ui k(J) < Y k(h) et donc on a Py (k) =
Yer,k(J)- On applique @i x pour obtenir w(h) = w(j) = wpkk (J') = ¢rk(3') = J, ce qui
est une contradiction.

Supposons maintenant que ’ensemble M} a deux éléments maximaux, disons ji, jo.
Alors il existe des éléments hq, ho dans H qui vérifient wk,k/(hi) = j;, pour ¢ = 1, 2. Mais
on a ji Vj2 = @rr(h1) V or i (h2) = @ri (b1 V h) et aussi j; V ja < h et donc ji V jo
appartient & M}, et j; est égal & jo.

Pour linstant on a w(h) = max(Mp). On applique ¥k, & cette égalité pour obtenir
¢k17kw(h) = wk’,k (h) = zpkf,k(max(Mh)). Ensuite on trouve

Y k(h) = ik (max(Mp)) = Y k(max{j € Im rr; j < h})

=max{j €Im & j < ¢wk(h)} (iii)
=max{j €Im & pri(j) <h} (ii1)
=max{j € H; gk (j) <h}. (4)
= max (¢, 3., (R ]))-

Ce qui est (iv). |

Maintenant on est prét & définir le produit semi-direct des treillis en utilisant une seule
application.

Proposition 1.12 Soient K, H deux treillis et soit ¢ une application de K x K vers H
qui satisfait ¢y, = idg, pour tous k dans K, et les conditions (1.7) et (1.11), et aussi,
pour tous ki, ko dans K, la condition

Pensemble ga,;l, ko ((h]) posséde un plus petit élément. (1.30)

Alors P’ensemble K x H muni de Pordre <, défini par (1.27), est un treillis.
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DEMONSTRATION : On reconstruit 'application 1, & partir de ’application ¢, et on montre
que les applications vérifient les conditions d’un produit semi-direct. L’application v :
K x K — H¥ est définie de la facon suivante :

,(/)kl:k2 (h) = ma‘x((pl;l/\kg,kl ((h])) (131)

D’abord, la relation 9y ; = idg, pour chaque k dans K, est immédiate, de méme que
la condition (1.15). Alors, pour montrer (1.8), il suffit de montrer (1.16). On trouve

1/}k',k” (e} wk,k’ (h) =

=max{j € H; g (j) < max{g € H; ppr(g) <h}} (1.31)
=max{j € H; 3g€ H: ppnp(j) < get opi(g) <h}

=max{je€ H; g€ H: ko prri(j) < o r(9) <h} (1.19)
=max{j € H; gr ko (i) <h}

=max{j € H; prrk(j) <h} (1.7)
= Yr kv (h). (1.31)

Pour (1.10), d’aprés la définition de go,;l,,w((h]), on a @i, k,(9) < h, pour chaque g
dans go,;l, %, ((R]). La méme chose est vraie pour le maximum, ce qui implique I'inégalité
Phy k2 (Vha k1 (R)) < e

La condition (1.9) est similaire : chaque h de H appartient & 90;11’ %y (91 k5 (R) ]). Donc
Wko k1 (Pha,ks (B)), qui est égal & max (go,;l’kz((@kl,b (h)])), est plus petit que h.

Considérons maintenant (1.12). On remarque que ’ensemble <p,:11/\ ko ko ((1t]) est un idéal
principal : si des éléments 71, jo sont dans ‘Pkl/\kz &, ((R]), on a l'inégalité wp, aky k, (4i) < b,

pour ¢ = 1,2 et donc on a aussi §0k1/\1€2,k2(.71 \/.72) - 30k1/\k2,k2(.71) v 90k1/\k2,k2(.72) < h
La condltlon (1.19) assure que, pour j dans <pk11,\ ks ko ((R]) quelconque, tous les éléments

plus petits que j appartiennent aussi & I’ensemble 801:11/\162,1@2((’1])- Ces deux propriétés
ensemble impliquent que (,0;11/\ ko ko (R1]) est un idéal de H. Et (1.30) affirme que cet idéal
est principal. Ensuite on trouve

Yk, ky (h1 A h2)

=max{j € H; Qknka ks (7) < h1 A2} (1.31)
= max ({j € H; Prynka,ba () <P} {5 € H Qrynraks(f) < h2})
=max{j € H; Qrinkaks(J) < h1}Amax{j € H; Qrnks,ks(d) < h2}

= Py ky (h1) A Yy iy (h2), (1.31)

ce qui donne (1.12).

Les conditions (1.7) et (1.11) sont vraies par hypothése et donc les treillis K et H
avec les applications ¢ et 1 sont convenables & former un produit semi-direct, d’aprés la
proposition 1.4. Puisque la définition (1.27) est compatible avec la définition (1.17), la
démonstration est compléte. ]
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Le treillis construit dans la proposition 1.12 est un produit semi-direct, et il est noté
K x¥ H. De la méme fagon, si ’application considérée est 1), c’est-a-dire, celle qui décrit
I’opération d’inf, on dénote le produit semi-direct obtenu par K x, H.

1.3 Produit semi-direct de demi-treillis

On vient de définir le produit semi-direct des treillis en utilisant une seule application.
On utilise la méme idée pour définir le produit semi-direct de demi-treillis et on étudie
certaines propriétés de ce produit.

Définition : Un sup-demi-treillis L est dit complet s’il posséde un plus petit élément
et chaque partie de L posséde une borne supérieure. Un treillis L est dit complet s’il
posséde un plus petit et un plus grand éléments et si chaque partie de L posséde une
borne supérieure et une borne inférieure.

Il est bien connu [1] que ces deux définitions sont équivalentes, c’est-a-dire qu’un
sup-demi-treillis complet est un treillis complet. On définit maintenant le produit semi-
direct de deux demi-treillis et on montre qu’un produit semi-direct de treillis complets est
complet.

Proposition 1.13 (i) Soient K, H deux sup-demi-treillis et soit ¢ une application de K x
K a End(H) qui satisfait ¢k, = idg, pour tous k dans K, et la condition (1.11). Alors
Densemble K x H muni de I'ordre < défini par (1.27) est un sup-demi-treillis.

(#4) En plus, si K, H sont complets et application ¢ satisfait la condition (1.30) alors (K x
H, <) est un treillis complet.

DEMONSTRATION : La démonstration de (i) est semblable & celle de la proposition 1.4.
La seule chose a préciser est que la condition (1.7) est satisfaite parce que I'image de ¢
est End(H).

(74) Supposons que K et H sont des sup-demi-treillis complets. Notons Ox et Og les
plus petits éléments de ces treillis et 1x et 1y les plus grands éléments. On montre
d’abord que le produit semi-direct (K x H,<) posséde un plus petit élément. Pour
chaque k1,k2 in K, on a @i, k,(0g) < O, puisque 'ensemble ‘101;11,192 (0g) est non-vide.
Alors on a ¢k, k,(0g) = 0g. Cela implique que, quels que soient k1 < k2 dans K et h
dans H, on a (k1,0g) < (k2, h). Alors, (Ok,0x) est le plus petit élément de (K x H, <).

Soit maintenant M, un sous-ensemble non-vide de K x H. On veut montrer que M
posséde une borne supérieure. Notons A l'ensemble {k € K;3h € H: (k,h) € M }etale
sup de A. Notons aussi B ’ensemble { j € H; V(k,h) € M : (a,j) > (k, h) }. Cet ensemble
n’est pas vide puisque I’élément (a, 1) est supérieur ou égal a chaque élément de M. On
note b 'inf de B. Montrons d’abord que b appartient & B. Si ce n’était pas vrai, alors il
existerait un élément (k,h) dans M satisfaisant (k,h) £ (a,b). Soit ¢ I'élément ¢y, (h)
de H. L’élément c est un minorant de B parce que chaque (a,j), pour j dans B, est plus
grand que 1’élément (k, h). Mais b est le plus grande minorant de B et donc on a ¢ < b
qui implique (k, k) < (a,b) et cela fait une contradiction.
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Par conséquant, I’élément (a, b) est un majorant de M. On veut montrer que c’est le
sup, c’est-a-dire, si un élément (k, h) est un autre majorant de M alors on a (a,b) < (k, h).
Puisque (k,h) est un majorant de M, l'élément k doit majorer A. Mais a est un sup
de A et donc on a k > a. Si k et a sont égaux, on a h € B et b < h. Supposons
donc k > a. D’aprés la condition (1.30), on sait que ’ensemble <p;}c((h]) posséde un
plus grand élément, disons m. Puisque b n’appartient pas a ¢, 1((h]), on a m % b. Mais
Pélément (a,m) doit majorer M : considérons n’importe quel élément (l,7) dans M.
Alors lélément (k,h) majore M et on a ¢ k(j) < h. D’aprés la condition (1.7) on a
01.k(J) = Pak © 1,a(J) et donc ¢;4(j) appartient a go;}g((h]), ce qui implique (a,m) >
(1,7). Alors (a,m) est un majorant de M et on obtient m € B. Ce qui contredit avec
m % b. Par conséquent, 1’élément (a,b) est le sup de M et le sup-demi-treillis (K x H, <)
est complet. [

Le produit semi-direct des demi-treillis est noté de la méme fagon que le produit semi-
direct des treillis, c’est-a-dire, K x¥ H pour des sup-demi-treillis et K x, H pour des
inf-demi-treillis. Le produit semi-direct des demi-treillis peut aussi étre characterisé de
fagon interne :

Proposition 1.14 Soit L un sup-demi-treillis et soit 6 une congruence isoforme sur L.
Notons K le demi-treillis L/g, et H une des classes de congruence. Si L vérifie la condi-
tion (1.23), alors il existe une application ¢ de K x K vers End(H) telle que L est
isomorphe au demi-treillis K x¥ H.

DEMONSTRATION : Il faut seulement montrer les conditions de la proposition 1.13. La
démonstration est analogue & celle de la proposition 1.9. [

Définition : Soit (A4, <) un ensemble ordonné. Soient a,b deux éléments de A. On dit
que ’élément b est un successeur immédiat de 1’élément a, si b est plus grand que a et
il n’existe pas d’élément c, distincte de a et b, qui est entre a et b. En méme temps,
P’élément a est un prédecesseur immeédiat de b.

On souhaite maintenant décrire ’application ¢. On peut le bien décrir complétement,
c’est-a-dire, définir ¢y pour chaque pair k, k' dans K. Mais ce n’est pas nécessaire.
Notons que l'on a ¢y = idg, pour k > k'. Si les éléments k et k' son incomparables,
utilisant la condition (1.13), on obtient ¢y x» = @k kvi. Par conséquant, il suffit de décrire
les applications ¢y ;s seulement pour k < k'. Avec une condition additionnele on peut
encore reduire des cas et considérer seulement que k’ est un successeur immédiat de k.

Proposition 1.15 Soient K, H deux sup-demi-treillis et soit ¢ une application de K x K
vers End(H) telle que K x¥ H existe.

() Si chaque intervalle de K est d’une longueur finie, alors I’application ¢ est uniquement
décrite par les applications ¢y k/, avec k', un successeur immédiat de k dans K.

(¢) Si chaque intervalle de H est de longueur finie, alors on a, pour chaque k' un successeur
immédiat de k dans K,

ok i (h) = @k (min{h' €H: (h >h) et ((K,prr(h')) succéde immeéd. (k,h')))})
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DEMONSTRATION : (¢) On a dit tout & ’heure qu'il suffit de décrire les applications ¢y g
seulement pour k < k', les autres sont détereminé par ailleur. Considérons une paire k, k'
avec k < k' dans K, ou k' n’est pas un successeur immédiat de k. Chaque intervalle
dans K est fini donc il existe une suite k = ko, k1, ...., km, = k' telle que k; est un successeur
immédiat de k;_1, pour chaque ¢ entre 1 et m. D’aprés (1.14), on a @g k' = Qk,._1 k., ©
©t 0 Pk ks © Pho k-

(73) Si l’élément (K, @k, (R)) est un successeur immédiat de I’élément (k, k), le ré-
sultat est vrai. Si ce n’est pas le cas, alors il existe un élément (k”,h”) entre (k,h)
et (K, o(k,k')(h)). Puisque &’ est un successeur immeédiat de k, on a nécessairement k" = k
et on peut continuer par induction. [ |

La proposition 1.15 exprime que, dans le cas d’un treillis L dont tous les intervalles
sont fini (par exemple pour L est fini), 'application ¢ est uniquement déterminée par
les couples ((k, h), (K, pr,k(R))) ot élément (k', ¢k (h)) est un succesuer immédiat de
Pélément (k, k). On reprend cette idée dans le chapitre 2.

On s’est occupé, dans toute la section, des sup-demi-treillis. Mais évidemment, il existe
des résultats duaux pour de inf-demi-treillis, dont les démonstrations sont duales.

1.4 Congruence arbitraire

Dans cette section on montre que si un treillis L est equipé d’une congruence arbi-
traire 6, alors L se plonge dans un produit semi-direct de L/y et d’une somme de classes
d’équivalence de 6.

Définition : Soient Ly, L,..., L, des treillis, pour un ordinal x. On note »,_, L; la
somme ordinale des treillis, définie comme la somme disjointe des ensembles L; munie de
Pordre < :

a<bin L<= ((a,b€ L;) et (a <g,; b)) ou ((a € L;,b € Lj) et (i < j)).

Il est évident qu’une somme ordinale soit un treillis.

Proposition 1.16 Soit L un treillis et soit § une congruence non-triviale sur L. Alors L
se plonge dans un produit semi-direct de L/ et d’une somme ordinale de classes de con-
gruence et des treillis d’un élément. Ce plongement étend la congruence 0 en congruence
canonique du produit semi-direct.

DEMONSTRATION : Notons K = L/g, et soit [a]s la classe de a vis-a-vis & 6. On plonge
d’abord le treillis L dans un treillis L', ou toutes les classes de congruence possédent des
éléments extrémaux. Pour cela on pose L' = LU {0k, 1; k € K}. L’ordre sur L’ est défini
par :

aspbea<pb pour a,b € L
0r <1ra = k <k [alo poura € L,k e K
a<p 1l < lalo <k k poura € L,k € K
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0 <1t O & k <k E pour k,kIEK
1, <p 1l o k<g kK pour k, k' € K
0w <p lp © k<g K pour k, k' ¢ K
1y <p O & k<g k' pour k, k' € K

C’est facile a voir que (L', <y/) forme un treillis. On définit une équivalence ¢’ sur le
treillis L' de sorte que les classes d’équivalence soient, pour chaque k dans K, les ensembles
{a € L; [a]p = k} U {0k, 1x}. Cette équivalence est une congruence est son quotient est le
treillis K. On plonge le treillis L dans L’ par 'application a — a. Ce plongement étend
la congruence 6 en congruence 6’.

On note a I’homomorphisme canonique de L’ sur K, Choisissons maintenant un
ordre < qui soit une extension linaire de ’ordre <. On note < la version stricte de <.
On construit, en utilisant cet ordre, un treillis H comme une somme ordinale des classes

de &' :
HYE > o (k)
k€K, ordonné par <

On note « ’application de H vers K qui envoie chaque terme de la somme ordinale vers
son élément associé dans K.

Chaque terme de H est une copie de a~!(k) pour un certain k dans K. Alors il existe
une bijection naturelle 3y entre les ensembles a1 (k) et v~ 1(k). Cette application est un
homomorphisme. Si on réunit toutes les 3, on obtient 3, une bijection de 1’ensemble L’
a l'ensemble H : définissons B(a) = fa(a)(a)-

On définit maintenant P’application ¢ de K x K & H¥ qui permet construire un
produit semi-direct. Pour cela, on définit ¢ &/, pour tous k <x k' dans K comme suit
(voir Pexemple 1.17) :

@k, ke () = B(0y(n)) pour h <g B(0k) ou (1) <m h
eri(k) = B(Li) pour (1x) <u h <u (1) (1.32)
@k (R) = B(B~ (R) VL Op)  pour B(0x) <m h <m B(1k)

On doit d’abord montrer que cette application permet construire un produit semi-
direct. On commence par la démonstration que, pour tous k <x k' dans K, l’applica-
tion ¢y k est compatible avec le sup. Pour cela, on va montrer que @ik (k) Vi @k, i (h') est
égal a i ' (hVEhR'), pour tous h, h’ dans H. Considérons y(h) < «(h'), sans perte de géné-
ralité. Puisqu’on a v (¢k,x’(h)) < v(@kr (R')), le résultat est vrai pour y(h) < y(h'). Sup-
posons ensuite y(h) = y(h'). Le cas y(h) # k est clair alors considérons y(h) = y(h') = k.
Si un des éléments h, h’ est égal & 0 ou & 1 alors le résultat est clair. Supposons que ce
n’est pas le cas. On a

Ok (h) Vi o (B) = BB (R) Vi Ox) Vi B(B™'(B') Vi Oxr) (1.32)
= ,BkVKk’(ﬂ;(Z) (h) Vi Ok') VH ﬂkak'(ﬂ;(Z/) (hl) Vi Ok’)
= By (h)Vi0, (57_(2)(@ Vi ﬂ;(}zf)(h') Vi Opr)
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= Brvack (B (R Vi B') Vi Opr)

= BB (hVE k') VL Ok)

= erp (h Ve B). (1.32)
On a utilisé les faites que I’application § est un isomorphisme, quand on 1’a resteinte a

une classe de congruence, et que l’on a des égalités y(h) = v(h') et a(B81(h) VL Ox) =
k VK k' = a(ﬁ_l(h’) Vi Okl)

Maintenant on montre @y kv = @i/ k7 © ik Pour tous k <g k' <gx k” dans K. On
trouve

ok b 0 P (h) = B(B™HB(B™(h) Vi Oxr)) Vi Oprr) (1.32)
= B(B"(h) Vi O Vs Opr)
= BB~ (h) Vi Opn)
= @rkr (), (1.32)

pour h dans H satisfaisant 8(0x) <mg h <m B(1x). Et les autres cas sont faciles.

Il reste la condition (1.30). Elle est facile dans la plupart des cas, a savoir
- pour h <g B(0x), le maximum est B(1yw)),
- pour 3(0x) <m h <g B(0), le maximum est 5(0k),
- pour B(1x/) <g h le maximum est 3(1,))-
Supposons maintenant B(0x) <mg h <pg ﬂ(lk/). On veut montrer que, pour chaque k, k'
dans K, le maximum est 3(37!(h) AL 1x). On montre d’abord que cet élément appartient

a o ((R)).
orw (B(B™'(R) A 1x)) = BB~ (B(B™" (h) Ars 1x)) Vi Ox) (1.32)

= B((B7'(h) AL 1) Vi Op)

<m BB~ (k) Ar (1k Vi Oxr)) (distr.)

<u h-
Maintenant on montre que cet élément est maximal de I’ensemble <p,;}c,((h]). Suppo-
sons, par contradiction, qu’il existe un élément A’ dans H, avec v(h') = k, telle que
I'on a @y, k/(h) <m het B7Y(W) > (B71(h) AL 1;). Puisqu’on a (k') = k, on déduit
BH(K) < 1i et le résultat ¢, k/(h) <g h implique 87 1(A') V 0 <1 h. On déduit

B L) <1 B L(h). Doncona B (k') <r (B 1(h) AL 1k), ce qui est une contradiction.
Par conséquent, I’élément (3 1(h) AL/ 1) est le maximum de go,;}c,((h])

On a vérifié toutes les conditions portantes sur application ¢, x/, pour k < k' dans K
et maintenant il suffit de définir @, = idg et Yrx = Yk kvi’, pour tous k, k' dans K.
Par la proposition 1.9, on déduit I'existence du treillis K x¥ H.

Considérons maintenant
L={(k,h); k€ K, heH, y(h) =k, O # B *(h) # Li}.

On va montrer que L est un sous-treillis de K x? H et qu’il est isomorphe au treillis L.
Soient (k,h),(k',h') des éléments arbitraires de L. Alors, pour 1’élément (k,h) Vixen
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(K',h'), on a, par définition,

(k Vi k' rp (R) Vi orr i (R))

= (kVk K, Brvir (B~ (h) V' Ogr) Vi Bevie (B71(K) Vi Og))
= (k Vi K, Bevie (871 () Vir 87 (') Vir Ok Vi Ope)

= (k Vi ¥, B(871(h) Vi B~1(A))).

On voit que a(871(h) Vir B71(K')) est k Vi k’. En plus, les résultats 3~1(h) € L et
B~Y(Rr") € L impliquent 3~ (h) VL, B~ (R') & {Okvs, 1rves}. Par conséquent, I’élément
(k,h) Vkxen (K',h') appartient & ensemble L.

Pour montrer le méme résultat pour 'opération inf, il faut une définition de v, sem-
blable a celle de . On a déja montré que, d’aprés (1.31), pour tous k, k' dans K satisfaisant
Ox # B 1(h) # 1k et y(h) = k, on a i k(h) = B(B~(h) AL 1k). Alors, la démonstration
que I'élément (k, h) Axxem (k',h') reste dans L est semblable a celle pour 'opération du
sup.

Il nous reste une derniére chose & montrer, & savoir que le treillis L est isomorphe
au treillis L. On définit une application f : L — L qui envoie a sur (a(a),8(a)). Cette
application est une bijection. On doit seulement s’assurer qu’elle est un homomorphisme.
Considérons a, b dans L. Alors on a

f(a) Vixen f(b) = (a(a), B(a)) VK e (a(b), B(b))
= (a(a) VK a(b), a(a),a(v)(B(a) VE Pa(b),a(a) (B()  (1.18)
= (a(a Vi ) (a Vi Oa(b)) Vi ﬂ(b Vi a(a))) (1.32)
= (a(a VL b),B(a VL bV Oagay,b)
= (a(a Vg b),B(a VL b)).

Le résultat pour 'opération inf est semblable. L’application f est donc un isomorphisme
et le treillis L se plonge dans K x¥ H. ]

Exemple 1.17 On présente ici un exemple montrant comment la construction marche
dans un cas particulier. Soit L le treillis de la figure 1.6. On choisit une congruence non-
triviale marquée par des arétes noires. Quand on applique la construction décrite dans la
démonstration de la proposition 1.16 on obtien le treillis de la figure 1.7. Le treillis L est
fini alors on n’a pas besoin de le plonger dans un treillis ' d’abord. On voit que L se
plonge directement dans un produit semi-direct K x¥ H (les sommets noirs).

1.5 Une classe de produits semi-directs

La question suivante se pose : « Quels treillis s’obtiennent comme produits semi-
directs 7 » On essaie de répondre & cette question en étudiant une classe de treillis close
par produits semi-directs. Pour les treillis finis, il savér la simplicité est la seule obstruction
possible. On rappele que les chaines finies sont notées 1,2,3,...,n,...
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Fic. 1.6 — Treillis L, K et H

F1G. 1.7 — Le treillis L se plonge dans K x¥ H

Définition : On note 8D la plus petite classe de treillis qui contient le treillis 2 et qui est
close par sous-treillis, par produits semi-directs et par images isomorphes. Pour chaque L
dans 8D, on définit un nombre 7(L) inductivement :

0 pour L = 2,
7(L) = < min{ p; il existe K, H dans SD satisfaisants 7(K) < p, (1.33)
7(H) < pet L — K x{ H pour des certains ¢,%} si non.

Le nombre 7(L) dit, combien de produits semi-directs sont nécessaires pour obtenir le
treillis L a partir du treillis 2.

Exemple 1.18 Si on fait le produit semi-direct du treillis k et du treillis n en utilisant le
produit semi-direct de ’exemple 1.6, on obtient le treillis kn. On voit donc par récurrence
que le treillis 22" gobtient en k étape, & partir du treillis 2. 1l est facile de voir qu’un
produit semi-direct quelconque d’un treillis en k& élément et d’un treillis en n éléments
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a k x n éléments. Donc on a forcemment 7(22°) > k et pour chaque chaine n, on a 7(n) =
[log; (log,(n))].

Définition : Un treillis S est dit simple si S x S et idg sont les seules congruences sur S.
On dit que le treillis S est un treillis simple non trivial, si S est simple et S posséde au
moins trois éléments.

Exemple 1.19 1l est facile de vérifier que le treillis M3 de la figure 1.8 est simple :
notons 0, a, b, ¢ et 1 les éléments de Mj. Si, par exemple, I’élément a est congru & 0,
alors bV 0 est congru & bV a et donc b est congru & 1. De méme, ¢ est congru & 1 et on
trouve que b A ¢ est congru & 1 A ¢. Donc ¢ est congru & 0. On a a congru a 0 congru a c
congru & 1 congru a b et donc la congruence est trivial.

Fi1G. 1.8 — Le treillis M3.

On va maintenant montrer qu’un treillis, obtenu par produit semi-direct, posséde tou-
jours une congruence canonique et donc, s’il a plus de deux éléments, il ne peut jamais
étre simple.

Lemme 1.20 Soit S un treillis simple. Soit L un produit semi-direct K Kz H,ou K,.H
sont des treillis. Si le treillis S se plonge dans L, alors S se plonge dans K ou dans H.

DEMONSTRATION : Soit # la congruence canonique sur L et soit S’ un sous-treillis de L,
isomorphe au treillis S. La relation restreinte |s: est une congruence sur S’. Puisque S’
est simple, il n’y a que deux possibilités : soit on a S’y = 1 et donc S’ se plonge dans H,
soit 6 est triviale et donc S’ se plonge dans K. ]

Corollaire 1.21 La classe SD ne contient aucun treillis simple non-trivial.

DEMONSTRATION : Supposons, en but d’une contradiction, qu’il existe un treillis simple
non-trivial S dans SD. Puisque l'on a S % 2, on trouve 7(S) > 1. Il existe alors des treillis
K, H dans 8D, avec max{7(K),7(H)} < 7(S) et § — K x{ H pour ¢,9 convenables.
D’aprés le lemme 1.20, on a S < K ou S — H. Alors, par définition, on a 7(5) < 7(K)
or 7(S) < 7(H), ce qui contredit le choix des treillis K et H. |

On peut méme obtenir un résultat plus fort, & savoir que les images homomorphes des
treillis de SD ne sont pas des treillis simples non-triviaux.
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Lemme 1.22 Soit L un treillis de SD et soit L' une image homomorphe du treillis L.
Si L' contient au moins trois éléments, alors L' n’est pas simple.

DEMONSTRATION : Supposons, en vue d’une contradiction, qu’il existe un treillis L
dans 8D qui est envoyé par un épimorphisme f sur un treillis nontrivial S. Supposons
que le nombre 7(L) est le plus petit possible. Par définition, 7(L) est au moins 1 et donc il
existe des treillis K, H dans SD, satisfaisant 7(L) > max{7(K), 7(H)} et L — K x{ H.
Notons g 1’épimorphisme canonique de K x¥ H sur K. I’homomorphisme g induit une
congruence 7 sur le treillis L. On note 6 'image de la congruence n par I’homomor-
phisme f. Cette relation est une congruence sur S. Puisque S est simple, il n’y a que
deux possibilités : si 8 est S x S, tout le treillis L est dans une classe de congruence et
donc L est un sous-treillis de H, ce qui est impossible. Alors on sait que la congruence 6
est plus petite que la congruence associée & f. Donc il existe un homomorphisme h de
g(L) vers S satisfaisant h o g = f. L’application f est un épimorphisme et donc h est
aussi un épimorphisme. Donc g(L), qui est un sous-treillis de K, s’envoie sur S, et ceci
contredit la minimalité de 7(L). |

On va montrer que la classe SD est close aussi par image homomorphe. Pour cela, on
utilise le résultat de la proposition 1.16. Il faut d’abord montrer que la classe SD est close
par somme ordinale finie.

Lemme 1.23 Soient Ly, Ls,...,L,, pour n dans N, des treillis de SD. Alors le treillis
>+, L; appartient aussi a SD.

DEMONSTRATION : Sans perte de généralité, on suppose n = 2. On montre d’abord que
le treillis 1 + Ly appartient & SD. On considére le produit cartésien Lo X 2 avec l'ordre
produit et on définit un treillis K par K = {(01,,02)} U {(l,12); I € La}. On trouve
facilement K 22 (1 + Ly).

Considérons maintenant le produit semi-direct K x,, L1, avec @i i (l) = Or,, pour
tous k < k' dans K et [ dans L;. Définissons K’ comme le sous-treillis {(0x,!); | €
L1} U{(k,0r,); k > Ok}, on voit que K’ est isomorphe au treillis L; + Lo. |

Avec ce lemme on peut maintenant montrer le résultat suivant :

Lemme 1.24 Soit L un treillis dans SD. Si un treillis L' est une image homomorphe
de L, alors I appartient aussi a SD.

DEMONSTRATION : Supposons le contraire, c’est-a-dire qu’il existe un treillis L dans SD,
un treillis L' hors de SD et un homomorphisme f de L sur L’. Soit L’ minimal par rap-
port au nombre d’éléments. D’aprés le lemme 1.22, le treillis L' n’est pas simple et donc
il existe une congruence nontriviale 6 sur L’. Le treillis L'jy est une image homomorphe
du treillis L, il a moins d’éléments que le treillis L’ donc, par hypothése de minimalité
de L', le treillis L'y appartient & SD. Toutes les classes de congruence 6 sont des treillis
qui ont moins d’éléments que L. De plus, elles sont toutes des images homomorphes des
sous-treillis de L par ’homomorphisme f et donc elles appartiennent & SD. D’aprés le
lemme 1.23, chaque treillis obtenu comme une somme ordinale de classes de la congru-
ence 0 appartient aussi & SD. La proposition 1.16 montre maintenant que L’ se plonge
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dans un produit semi-direct de L’ /5 et d’une somme ordinale de classes d’équivalence de 6.
C’est une contradiction puisque L' était supposé ne pas appartenir & la classe SD. [

Définition : On dit qu’'une classe de treillis C est close par suite exacte courte si un
treillis L appartient a C dés qu’il posséde une congruence 6 telle que le treillis L/y et
toutes les classes de la congruence 6 appartiennent & C.

On peut rassembler tout ce que l’on sait de la classe SD sous la forme suivante :

Proposition 1.25 Soit L un treillis fini. Alors, les conditions suivantes sont équivalentes :
(%) le treillis L appartient 4 SD;

(42) le treillis L ne contient aucun sous-treillis qui s’envoie sur un treillis simple non trivial ;
(47) le treillis L appartient & la plus petite classe qui contient 2 et qui est close par sous-
treillis, par suite exacte courte et par image isomorphe ;

(iv) le treillis L appartient a la plus grande classe de treillis, close par sous-treillis et par
image homomorphe, qui ne contient aucun treillis simple nontrivial.

DEMONSTRATION : L’implication (i) = (i¢) est exprimée par le corollaire 1.21. La di-
rection opposée se montre par induction sur le nombre d’éléments. Soit L un treillis qui
satisfait (¢7). Le treillis L a plus que trois éléments, alors il n’est pas simple et il existe une
congruence non-triviale sur L. Le quotient et les classes d’équivalence doivent satisfaire la
condition (i7) et, par hypothése d’induction, ils appartiennent & SD. Le reste résulte de
la proposition 1.16.

L’implication (7) = (4i7) est évidente et la reciproque est vraie, d’aprés la propo-
sition 1.16. Maintenant (i) = (iv) résulte du corollaire 1.20 et de la proposition 1.24.
Enfin, (iv) = (i7) est immédiat. [

La méme approche peut étre considérée pour des demi-treillis. On ne va pas montrer
tous les résultats particuliers, on énonce uniquement le résutat final :

Proposition 1.26 La classe de sup-demi-treillis engendrée par le demi-treillis 2, qui est
close par sous-demi-treillis et par produit semi-direct, est la classe de tous les sup-demi-
treillis finis.

DEMONSTRATION : Le résultat analogue a la proposition 1.25 est valable pour les sup-
demi-treillis. Comme il n’existe aucun sup-demi-treillis simple avec plus de deux éléments,
on déduit la proposition. ]

On va maintenant dire quelques mots sur la classe SD du point de vue des variétés et
des quasi-variétés.

Définition : On dit qu’une classe de treillis C est une variété si elle est close par sous-
treillis, par produit direct et par image homomorphe. On dit que la classe C est une
quasi-variété si elle est close par sous-treillis, par produit direct et par image isomorphe.
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On sait que la classe SD est I'intersection d’une quasi-variété et de la classe des treillis
finis : la quasivariété est la cloture de SD par produit infini et par sous-treillis. On veut
savoir si SD n’est pas intersection d’une variété avec la classe des treillis simples. Pour
répondre & cette question, on décrit le rapport entre la classe SD et la classe des treillis
sup-semi-distributifs.

Définition : Un treillis L est dit sup-semi-distributif s’il vérifie, pour tous z, y, z dans L,
la quasi-identité suivante :

zVy==aVzentrainezVy=2zV (yAz). (1.34)

Un treillis L est dit inf-semi-distributif s’il vérifie la quasi-identité duale.

Lemme 1.27 Les classes des treillis sup-semi-distributifs finis et des treillis inf-semi-dis-
tributifs finis sont des sous-classes propres de la classe SD.

DEMONSTRATION : Chaque treillis sup-semi-distributif simple est trivial (voir [32]). La
classe des treillis sup-semi-distributifs forme une quasi-variété (voir [32]). Chaque image
homomorphe d’un treillis sup-semi-distributif fini est aussi sup-semi-distributif (voir [21]).
Alors proposition 1.25 (i¢) montre que chaque treillis sup-semi-distributif fini appartient
a4 8D. Il reste & montrer qu’il existe un treillis dans SD qui n’est pas sup-semi-distributif.
Le treillis L3 da la figure 1.9 n’est pas sup-semi-distributif (voir [32]). Mais il se plonge dans
le produit semi-direct 3 xi 3 de 'exemple 1.7. Par conséquent, le treillis Lz est un treillis
de 8D qui n’est pas sup-semi-distributif. Le résultat pour les treillis inf-semi-distributifs
résulte de la dualité. ]

F1G. 1.9 — Le treillis L.

Proposition 1.28 La plus petite quasi-variété de treillis qui contient le treillis 2 et qui
est close par produit semi-direct n’est pas une variété.

DEMONSTRATION : Notons DSD la quasi-variété de 1’énoncé. Il est connu (voir [21])
que la plus petite variété qui contient tous les treillis sup-semi-distributifs finis est la
classe de tous les treillis. La classe SD contient tous les treillis sup-semi-distributif finis,
d’aprés le lemme 1.27. Supposons que la classe DSD est close par image homomorphe.
La classe DSD contient la classe SD et donc elle contient tous les treillis. Cependant, un
lemme semblable au lemme 1.20 est vrai pour la classe DSD et donc aucun treillis simple
nontrivial n’appartient & DSD. Ceci contredit ’hypothése que DSD est close par image
homomorphe. [ |
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Ce résultat peut aussi étre dit différemment : il n’existe aucune variété de treillis C
telle que la classe SD est l'intersection de C et de la classe des treillis finis. Mais il existe
une telle quasi-variété. Chaque quasi-variété est décrite par une famille de quasi-identités.
Donc la question suivante se pose :

Question 1.29 Quels sont les quasi-identités qui décrivent la classe SD?
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Chapitre 2

Construction de 'ordre faible des
groupes de Coxeter

Dans ce chapitre on étudie les groupes de Coxeter, une classe de groupe qui contient
entre autres les groupes symétriques. Ces groupes sont munis d’un ordre partiel canonique,
Pordre faible <. Cet ordre forme un inf-demi-treillis, dans le cas d’un groupe de Coxeter
infini, ou un treillis, dans le cas d’un groupe de Coxeter fini.

Pour chaque groupe de Coxeter W et pour chaque sous-groupe parabolique stan-
dard Wy, on décrit une décomposition de l'inf-demi-treillis formé de ’ordre faible sur
le groupe W en produit semi-direct de l'inf-demi-treillis de 'ordre faible sur le sous-
groupe W; et de l'ordre faible sur une classe & gauche quelconque par rapport & Wj.
Cette décomposition permet, en particulier, de construire en fagon effective ’ordre faible
sur W a partir de celui du sous-groupe parabolique W) standard et de la classe & gauche
associée.

Dans la section 1, on rappelle quelques propriétés de base des groupes de Coxeter.
Dans la section 2, on présente la construction du produit semi-direct de ’ordre faible des
groupes de Coxeter dans le cas général. Enfin, dans la section 3, on décrit des exemples
explicites, a savoir le groupes de types irréductible, A,,, B,, Dy, I, H3 et A,.

2.1 L’ordre faible dans les groupes de Coxeter

Dans cette section on définit les groupes de Coxeter, ’ordre faible, les sous-groupes
paraboliques standards et on présente certains résultats préparatoires utilisés dans la suite.
On commence, bien entendu, par la définition d’un groupe de Coxeter.

Définition [27] : Un graphe de Cozeter T' = (S, A) est un graphe fini non-orienté dont
chaque aréte (s,t) de A est étiquetée par un nombre m,; de ensemble {3,4,...,00}. On
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dit qu’un groupe W est un groupe de Cozeter associé au graphe de Coxeter I' = (S, A)
s’il admet la présentation

(S s° = 1, (St)2 =1 pour (s,t) ¢ 4,

2.1
(st)™=t =1, pour (s,t) € Aet ms; < 00). 21)

On dit qu’une paire (W, .S) est un systéme de Cozeter si W est un groupe et s’il existe
un graphe de Coxeter I' = (.S, A) auquel le groupe W est associé. Pour chaque élément g
de W, on définit la longueur £(g) comme la longueur minimale d’une suite s1, So, - . ., Sk,
avec s; dans S, satisfaisante g = s189---sg. Le mot sisg---si est ensuite appelé une
expression réduite.

Pour deux générateurs s et ¢ qui commutent, on définit m,; = 2 pour faciliter I’écriture
de la présentation. Quand on désigne un graphe de Coxeter, on omet d’habitude les
étiquettes 3 qui sont les plus fréquentes.

Exemple 2.1 Un exemple typique de groupe de Coxeter est le groupe symétrique sur n+1
éléments, noté &,,1. Ce groupe est engendré par les n transpositions (i,7 + 1), notés s;,
et ces transpositions satisfont les relations
5iS; = 5;S; pour |i — j| > 1,
5i5;8; = $j5i5; pour |[i —j| = 1.
Ces relations constituent une présentation du groupe &,41 (voir [27]) et donc &,,41 est
un groupe de Coxeter. Le graphe de Coxeter associé est le graphe

o 0 -+ O e}
S1 82 s3 S4 S5 Sn—2 Sn—1 Sn

La longueur £(7) d’une permutation 7 est égale au nombre de paires ordonnées (¢, j), avec
1 < i< j < n, qui satisfont 7(7) > 7(4), voir [12].

Il est possible de voir que, dans un groupe de Coxeter, on a £(g) = 0 si est seulement
si g est 1'élément neutre, que 1'on a £(g) = £(g~') pour chaque g, et enfin que I'on
a £(g) +£(h) = £(g+ h), pour tous g, h dans un groupe de Coxeter W.

Définition : Soit W un groupe de Coxeter. Pour g,h dans W, on écrit g < h si et
seulement si on a £(g) + £(g~*h) = £(h). Cette relation est appelée 1'ordre faible du
groupe W.

Une définition équivalente est la suivante (voir [27]) : on a g < h §’il existe u, une
expression réduite de g, et des éléments s1, s2, ..., S, dans S tels que us;ss ... si est une
expression réduite de h. Cette définition rende évident que la relation < est un ordre
partiel. Dans tout le reste du texte, les mots : « g est plus petit que h », pour g, h des
éléments d’un groupe de Coxeter, signifieront toujours I’ordre faible défini ici.

Si un group de Coxeter W est fini, alors il existe exactement un élément dans W dont
la longueur est maximale. Cet élément est noté wy. Dans le cas du groupe symétrique G,,,
I’élément wy est la permutation ¢ — n + 1 — 4.
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Proposition 2.2 [3] Soit W un groupe de Coxeter. Alors ’ensemble (W, %) est un inf-
demi-treillis et I’élément 1 est son plus petit élément. Si W est fini alors (W, <) est un
treillis et I’élément wy est son plus grand élément.

On voit que, dans ’ensemble (W, <), un élément h est un successeur immédiat de g
si et seulement si on a h = gs, pour un s dans S. De 'autre coté, si on a h = gs, pour
un s dans S, alors I'un des éléments g et h est un successeur immédiat de "autre. Donc le
diagramme de Hasse de (W, ) s’obtient & partir du graphe de Caley de W en retirant les
étiquettes. Quand on construit le diagramme de Hasse de (W, %) et on étiquette chaque
aréte par le générateur associé, on obtient le graphe de Cayley du groupe W. Quand on
dit « le graphe de Cayley d’un groupe de Coxeter W », cela veut dire le graphe de Cayley
de W par rapport a la présentation (2.1). Comme tous les générateurs sont involutifs,
pour chaque aréte il existe une aréte opposée, étiquetée par le méme générateur. C’est
pourquoi on désigne plutodt des arrétes non orientées, au lieu de deux arétes opposées (voir
la figure 2.1).

5

Fi1G. 2.1 — Le graphe de Cayley du groupe symétrique &4, désigné comme
le diagramme de Hasse de l’ordre faible — un élément h est un successeur
immédiat d’un élément g si ’aréte entre eux monte de g vers h. Les arétes
noires dans ce graphe représentent la transposition (1,2), les grises représentent
la transposition (2,3) et les pointillée représentent la transposition (3,4).

ffi?%
N

On introduit maintenant la notion d’un sous-groupe de W qui est engendré par une
partie de générateurs de W.

Proposition 2.3 [27] Soit W un groupe de Coxeter associé a un graphe de Coxeter T =
(S, A). Soit J un sous-ensemble de S. Alors le sous-groupe engendré par J est un groupe
de Coxeter associé au sous-graphe de I' engendré par J.

Définition : Le sous-groupe mentionné dans la proposition 2.3 est noté W et appelé
un sous-groupe paraboliqgue standard de W engendré par J.
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Il est utile de mentionner que la définition de ¢ ne dépend pas du groupe, dans le
sens que, pour un g dans Wj les longueurs de g dans W et dans W sont les mémes. De
méme pour ’ordre faible, pour deux éléments g et h dans Wy, on a g < h dans Wj si et
seulement si on a g < h dans W.

Définition : Soit (W, S) un systéme de Coxeter et soit J une partie de S. On dit qu'un
élément g de W est J-réduit si on a £(sg) = £(g) + 1, pour chaque s dans J. On note W~/
I’ensemble de tous les mots J-réduits dans W.

Exemple 2.4 Le groupe G,, est un sous-groupe parabolique standard du groupe G, ;1.
Ce sous-groupe est engendré par ’ensemble J = {(i,i+ 1);4 < n — 1}. Les permutations
J-réduites sont des cycles (i,i +1,...,n+ 1), pour chaque i < n + 1.

Le résultat suivant est standard :

Lemme 2.5 [4] Soit (W, S) un systéme de Coxeter et soit J une partie de S. Soit g un
élément de W. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(7) L’élément g est J-réduit ;

(74) L’élément g a la plus petite longueur dans la classe W;g ;

(7i7) L’élément g est le seul avec la plus petite longueur dans la classe Wjg;

(iv) Pour chaque h dans W7, on a £(hg) = £(h) + £(g) ;

(v) Pour chaque h dans W, la relation h < g implique que h est J-réduit ;

Pour chaque élément g dans W, on peut trouver exactement un élément g” qui est le
seul élément J-réduit dans ’ensemble Wyg. Soit ¢’ I'élément gg” ‘. On obtient ici une
décomposition unique de I’élément g sous la forme g'g”, ou ¢’ appartient & Wj et g”

appartient & W,

Définition : Soit (W, S) un systéme de Coxeter et soit J une partie de S. On définit
les applications ay : W — Wy et wy : W — W de sorte qu’on ait g = as(g)ws(g) pour
chaque g dans W.

Utilisant la définition avec lemme 2.5 on obtient directement la proposition suivante :

Proposition 2.6 Soit (W,S) un systéme de Coxeter et soit J une partie de S. Alors
Papplication g — (as(g),w(g)) est une bijection entre 'ensemble W et I'ensemble W x
w.

On finit cette section par un résultat classique :

Lemme 2.7 [18] Soit (W, S) un systéme de Coxeter et soit J une partie de S. Soit h
dans W7 et soit s dans S. Alors exactement une des situations suivantes ce produit :

(7) on a £(h) > £(hs), dans ce cas la, I’élément hs est aussi J-réduit ;

(i) on a £(h) < £(hs) et hs appartient W ;

(ii1) on a £(h) < £(hs) et hs n’appartient pas 4 W, dans ce cas 14, il existe un s' dans J
satisfaisant hs = s'h.
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2.2 Produits semi-directs dans les groupes de Coxeter

Dans cette section on étudie la décomposition d’un groupe de Coxeter liée aux appli-
cations ay et wy. On montre que cette décomposition met en jeu un produit semi-direct
de demi-treillis.

Lemme 2.8 Soit (W, S) un systéme de Coxeter et soit J une partie de S. Soient g,h
dans W. Alors

(7) g < h implique aj(g) < ay(h) et wy(g) K ws(h);

(43) si h est un successeur immeédiat de g dans W alors on a soit aj(g) = cy(h) soit wy(g) =
wy(h);

(7i7) on a ay(g A h) = ay(g) Aay(h).

DEMONSTRATION : Les résultats (i) et (i7) sont des conséquences du lemme 2.7.

(7i7) D’apreés le résultat (i), on a ay(g A h) < as(g) A as(h). Mais on a ay(g9) < g
et ay(h) < h et donc ay(g) A ay(h) < g A h est vrai. En appliquant a; & cette inégalité,
on obtient ay(as(g) A ay(h)) < as(g A h). Mais ay est I'identité sur W et donc on a
aj(g) Nay(h) < aj(gAh). |

Alors l'application «y est compatible avec 'inf, c’est-a-dire qu’elle est un endomor-
phisme de I'inf-demi-treillis (W, A). Dans le lemme suivant on regarde le diagramme de
Hasse de (W, ) comme le graphe de Cayley de W.

Lemme 2.9 Soit (W,S) un systéme de Coxeter et soit J une partie de S. Pour g,h
dans W, définissons une relation 0; par (g,h) € 65 < aj(g) = ay(h). La relation 0; est
une congruence de I'inf-demi-treillis (W, %) et le demi-treillis (W, %) /p, est isomorphe au
demi-treillis (Wy, }). Toutes les classes d’équivalence sont isomorphes comme treillis et, de
plus, quand on ajoute les étiquettes, les graphes étiquetés associés sont aussi isomorphes.

DEMONSTRATION : On sait que oy est un homomorphisme de (W, <) sur (W, <). Donc 65
est une congruence et (W, x)/p, est isomorphe & (Wy, %). Il reste & montrer que les classes
sont isomorphes. Quand on a a # b dans W alors il existe une bijection 7, 5 entre la classe
contenant a et la classe contenant b. Cette bijection envoie ag vers bg pour chaque g
dans WY. Mais cette bijection préserve ’ordre < : pour tous g, h dans W7, on a ag < ah
< g < h & bg < bh, d’aprés le lemme 2.5. Alors, la bijection 7, est un isomorphisme
de treillis. I est évident que 7, préserve aussi I’étiquetage : I'aréte de ag vers agx est
étiquetée par le générateur = et c’est aussi vrai pour aréte de bg vers bgzx. ]

Tous les résultats préliminaires sont maintenant disponibles, et on peut montrer le
résultat principal de cette section.

Théoréme 2.10 Soit (W,S) un systéme de Coxeter et soit J une partie de S. Alors
linf-demi-treillis (W, %) est isomorphe & un produit semi-direct des demi-treillis (W, %)
et (W7, %).
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DEMONSTRATION : On obtient le résultat en appliquant la proposition 1.14, version inf-
demi-treillis, avec les lemmes 2.8 et 2.9. [

Dans le cas d’un groupe de Coxeter fini W, ’ensemble ordonné (W, %) est un treillis,
et donc on veut savoir si l'application a; est aussi compatible avec 'opération de sup.
C’est le cas, on montre que ’application «; est compatible avec le sup et donc que ay
est un endomorphisme de (W, <). On peut méme formuler le résultat plus généralement
et ne pas supposer que W soit fini.

Lemme 2.11 Soit (W, S) un systéme de Coxeter et soit J une partie de S. Soient g, h
dans W tels que gV h existe. Alors a.j(g)V aj(h) existe et on a aj(g)Vas(h) = as(gVh).

DEMONSTRATION : On a o (g9) < as(gV h) et ay(h) < as(gV h) donc le sup doit
exister. En plus, on a ay(g9) V ay(h) < aj(gV h). De g < gV h et la définition de ¥,
on obtient ws(g) < Ya,(gvh),as(g)(ws(g V h)). Considérons maintenant I’élément j =
Vo, (gVh),ay (9)vay (h) (Wr(gV R)). La remarque précédente avec le lemme 1.15 (443) donnent
wi(9) < Vay(g)vay(h)sas(g)(d) qui implique g < (as(g) V as(h)j). La méme chose peut
étre dite a propos de h et donc aj(g) V ay(h)j est une borne supérieure de g et h et on
aas(gVh)Zas(g)Vas(h). [

On peut maintenant formuler le résultat similaire au théoréme 2.10 pour les treillis
des groupes de Coxeter finis :

Théoréme 2.12 Soit (W, S) un systéme de Coxeter tel que W est fini et soit J une partie
de S. Alors le treillis (W, %) est isomorphe a un produit semi-direct des treillis (Wy, <)
et (W7, %).

DEMONSTRATION : L’application oy est compatible avec les deux opérations de treillis et
donc il s’agit d’'un homomorphisme. Ensuite, le théoréme résulte de la proposition 1.4. m

On sait maintenant que le graphe de Cayley d’un groupe de Coxeter est un produit
semi-direct mais on ne sait pas exactement lequel, il faut décrire I’application . On va
faire un algorithme qui construit éffectivement cette application dans le cas d’un groupe
de Coxeter W spécifique. Pour cela on présent un lemme auxiliaire :

Notation : On note [s, s')™ pour ss’'ss’--- et (s, s']™ pour :--ss'ss’.
—_— ————’

m facteurs m facteurs

Lemme 2.13 [4] Soit (W,S) un systéme de Coxeter. Soit g dans W et soient s # s’
dans S.

(7) Sion af(gs) =£(gs") = £(g) + 1 alors I’élément (gs) V (gs’) existe si et seulement si le
nombre m ¢ est fini; dans ce cas Ia on a (gs) V (gs') = g[s, s')™=".

(73) Sion a £(gs) = £(gs') = €(g) — 1 alors le nombre m, ¢ est fini et on a (gs) A (gs') =
gls, s )M’
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On a remarqué dans le lemme 1.15 qu’il suffit de faire la description pour (¥, h) un
successeur immédiat d’un élément (k, 1y x(h)). D’aprés le lemme 2.8 (i), on a force-
ment h = ¢k’kl(h).

Définition : Soit (W, S) un systéme de Coxeter et soit J une partie de S. Un triplet
((k,h), (K',h),s), avec k et k' dans Wy, h dans W’ et s dans S, est appelé un triplet
spécial si Iélément k' est un successeur immédiat de k& dans Wj, I’élément k'h est un
successeur immeédiat de kh dans W et on a k'h = khs. On note Tj x» ’ensemble de tous
les triplets spéciaux sous la forme ((k, k), (k, h),s) avec h dans W+ et s dans S.

Notre but est de décrire I’application 1. D’aprés ce que ’on a vu, il suffit de décrire
les triplets spéciaux.

Lemme 2.14 Soit (W, S) un systéme de Coxeter et soit J une partie de S. Soit g dans W~
et soit s dans S tel que I’élément gs n’est pas J-réduit. Supposons qu’un générateur s’
dans S satisfait g < gs', que I'élément gs' est J-réduit et que ms o est fini. Alors I’é1é-
ment g[s,s')™s+' est un successeur immédiat de I'élément g[s',s)™==' "', et I'élément
g[s', s)™== =1 est J-réduit.

DEMONSTRATION : On sait que 1’élément gs n’est pas J-réduit et, d’aprés le lemme 2.7,
Pélément t = aj(gs) est dans S. Ensuite, le lemme 2.13 donne (gs) V (gs') = g[s, s")™s:=".
Puisque lapplication ay est compatible avec le sup, on trouve a;(g[s,s’)™s') = t. Né-
cessairement on a aj(g[s’,s)™==' 1) 5 t. Si cette relation était une égalité, I’élément
(g[s’,s)™=='"1) A (gs), qui est g, serait J-réduit. Donc as(g[s’, s)™==' 1) est strictement
plus petit que ¢, et cela implique que g[s’, s)™=#’~! est J-réduit. [ ]

Lemme 2.15 Soit (W, S) un systéme de Coxeter et soit J une partie de S. Soit g # 1
dans W et soit s dans S tel que I’élément gs n’est pas J-réduit. Alors il existe ¢’ < g
et s’ dans S tels que mg o est fini, on a g'[ss')™=+' = gs et ou bien I’élément ¢'s ou bien
lélément g's’ est J-réduit.

DEMONSTRATION : Il existe un s’ dans S satisfaisant gs’ < g. D’aprés le lemme 2.7,
il existe un élément ¢ dans S qui satisfait tg = gs. Donc on a gss’ = tgs’ < tg = gs.
Notons g’ I’élément g A gss’. D’apreés le lemme 2.13, on a g’ = gss A gss’ = gs[s, s')™ss =
g[s’, s)™=«’ =1, Les éléments g’ et g[s’, s)™=+'~2 sont J-réduits, d’aprés le lemme 2.5 (v).
Maintenant, ’élément g's est un des éléments g[s’, s)™=' =2, g[s, s')™=+' et ’élément g's’
est Pautre. Puisqu’on a gs = ¢'[s,s')™ss’ = ¢'s V ¢'s’, nécessairement g[s, s')™s+" n’est
pas J-réduit. [ |

Proposition 2.16 Soit (W, S) un systéme de Coxeter et soit J une partie de S. Soit k
dans W et soit s dans J satisfaisant k < ks. Soit h # 1 dans WX. Alors I’élément ksh est
un successeur immédiat de I’élément kh si et seulement s’il existe g < h et s',s” dans S
tels que my o est fini, et on a kg[s',s")™" "~ = kh et a;(kgs") = ks. En plus, on
a ksh = khs', pour mg ¢ impair, et ksh = khs", pour my g pair.
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DEMONSTRATION : Le résultat ne se change pas si on multiplie tous les éléments par £~ ! &
gauche. Par conséquent, I’équivalence démontrée peut étre formulée comme suit : sh est un
successeur immédiat de £ si et seulement s’il existe g < h et s, s” dans S tels que mgs 5 est
fini, on a g[s’,s")™="+" "1 = h et ax(gs") est égal & s. La direction ‘<=’ résulte directement
du lemme 2.14 et la direction ‘=’ résulte directement des lemmes 2.8 (i7) et 2.15. Donc on
doit seulement montrer la relation sh = hs' (resp. sh = hs'’). Supposons mg ¢+ impair.
On sait que a;(gs”) est s. Donc il existe un élément g’ dans WX tel que sg’ est une
successeur immédiat de g. D’aprés le lemme 2.8, on a ¢’ = g. Maintenant on trouve

sh = Sg[SI,SH>msI’5”_l — gS”[S/,S”>ms"5"_1 — g[s/,su>m5/’su — g[s’,s")MS"s”_ls' —_ hSI.

Le cas de my o pair est semblable. [ |

On déduit de la proposition 2.16 une méthode algorithmique pour construire récur-
sivement 1’ensemble T} ;. D’aprés le lemme 1.15, cet ensemble détermine entiérement
I'application ¥ du produit semi-direct considéré.

Algorithme 2.17 Soit (W, S) un groupe de Coxeter et soit J une partie de S. Fixons
un ordre total < sur W qui étend lordre <. Soit k& < k' deux éléments dans W,
avec k' = ks pour un élément s dans S. On construit un ensemble T de triplets de la
forme ((k,h), (k',h), s') avec h dans W7 et s’ dans S, de la fagon suivante : On initialise 7'
a {((k,1),(k',1),s)}. On procéde par induction sur la longueur de h dans W, en com-
mencant par h = 1. Supposons ((k, k), (k',h),s’) € T. On considére successivement tous
les éléments s” dans S qui satisfont hs” € WY et My g» < 00 : pour chaque tel élément,
on ajoute & ’ensemble T le triplet

((k,h[s", s Y™ .o =1) (K, h[s", sy s 1), §'), (2.2)
pour mg ¢ pair, ou le triplet

((kyh[s",s" )™ =) (K R[s", 8" )™ s~ 1), §), (2.3)
pour my ¢ impair. Ensuite on continue avec ’élément h suivant dans ’ordre total <.

Lemme 2.18 L’algorithme 2.17 fournit I’ensemble Ty j.

DEMONSTRATION : On montre d’abord que chaque élément de T appartient & Ty x/. On
a ks = k' et donc ((k,1),(k',1), s) est un triplet spécial. Ensuite, si ((k,h), (k’,h),s’) est
un triplet spécial alors, d’aprés la proposition 2.16, le triplet de (2.2) ou de (2.3) est un
triplet spécial.

De lautre c6té, on montre par induction sur h que chaque triplet spécial appartient
a T. Le résultat est vrai pour le triplet ((k,1), (k’,1),k~ k). Supposons ((k,h), (k', k), s")
dans Ty x avec h # 1. La proposition 2.16 assure l'existence d’un s” dans S et g < h
dans WY qui satisfait g(s', s”]™"." =1 = h et kg = kgt, o1 t est soit s’ soit s”. Ona g < h,
le triplet ((k,g), (k',g),t) est triplet spécial et donc, par hypothése d’induction, ce triplet
appartient & T'. Le triplet ((k, k), (k¥', h), s') est obtenu & partir du triplet ((k, g), (k¥', g),t)
en utilisant (2.2) ou (2.3) et donc il appartient a T'. |
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Proposition 2.19 Soit (W, .S) un systéme de Coxeter et soit J une partie de S. Alors
Popération d’inf dans le demi-treillis (W, <) est étre déterminée & partir des opérations
d’inf dans les demi-treillis Wy et WY par la formule

(k, h) A (k’, h’) = (k A k’,lﬁk,k/(h) A I/Jk/,k(h/)). (2.4)
ou 'application v est donné par 1’algorithme 2.17.

DEMONSTRATION : La formule (2.4) est la définition (1.18) de l'inf d’un produit semi-
direct de demi-treillis. Etant données les opérations de I'inf dans les sous-treillis Wy et W7,
il faut seulement déterminer ’application . D’aprés les résultats du chapitre 1, cette
application est construite de la fagon suivante :

- pour k' < k, Papplication ¢y est I'identité, d’aprés (1.6) et (1.15);

- pour k, k' incomparable, on a ¥r/ kx = Yk xakr, d’aprés (1.15);

-pour k < k', si s183---5) est une expression réduite de 1’élément k1%’ et on compte,
d’aprés le lemme 1.15 (7) :

¢k’,k = ";bsl,l o 'l/)slsr_;,sl o wslsgss,slsg 0---0 wslsg---sk,slsg---sk,l; (25)
- pour k', un successeur immédiat de k, on a, d’aprés le lemme 1.15 (i) :

Y x(R) = max{h’ € W’; (b’ < h) et (((k,R"),(K',}'),s) € Ty x+), pour un s € S}.
(2.6)
La construction de 'ensemble T}, ;s est faite par 1’algorithme 2.17. [ |

Le résultat analogue peut étre formulé pour 'opération de sup dans le cas d’un groupe
de Coxeter fini.

La structure de l'ensemble T}, ;- dépend seulement de ’élément k~'k’, noté s, et ne
pas vraiment du couple k, k'. Plus précisément, pour un élément & dans W et s’ dans S,
un triplet ((k, k), (k', h),s’) appartient & T x si et seulement si le triplet ((1, k), (s, k), s')
appartient & ’ensemble T ;. Donc on déduit que I'application vy  est égale & ’applica-
tion -1, 1 et donc il suffit de décrire 'application ¢ (et les triplets spéciaux) dans le
cas des couples (s, 1), avec s dans J.

Remarque 2.20 Dans [41], l'ordre faible d’un groupe de Coxeter fini W est construit
en utilisant une application f de W7 x J vers S U {0}, définit comme suit : si ks est
successeur immédiat de k dans W7, avec s dans X, alors, pour chaque h dans WX,
soit f(h,s) est vide et ksh n’est pas un successeur de kh, soit on a ksh = khf(h,s).
Cette méthode est équivalente & la nétre : pour chaque ensemble de triplets spéciaux, on
définit f(h, s) comme étant s’ si ((1,h), (s, h),s’) est un triplet spécial, ou comme 0 si sh
n’est pas plus grand que h. La différence est que Le Conte de Poly-Barbut introduit sa
méthode par une approche directe combinatoire et qu’il n’est pas évident, comment de
construire les opérations sup et inf & partir de ’application f et de I’application d’inf de
treillis composants.
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2.3 Exemples de groupes de Coxeter

Dans cette section on présente le produit semi-direct de I'ordre faible pour des cas
particuliers de groupes de Coxeter. On fait la construction pour toutes les familles infinies
des groupes de Coxeter finis et aussi pour un groupe fini exceptionnel et pour un groupe
infini.

Dans tous les cas, on choisit un sous-ensemble J de sorte que ’ensemble d’éléments
J-réduits soit facile & décrire. Les descriptions des ensembles W peuvent étre trouvées
dans [23] et c’est pourquoi on ne donne pas ici des démonstrations précises de formes des
ensembles W, On décrit aussi les applications ¢ et 9 qui sont déterminées par des triplets
spéciaux de Ty x-. Il suffit de décrire uniquement les triplets 77 s, qui seront notés T, .

L’ensemble T}, décrit I’application ¢; ,, et on donne, dans les cas principaux, le sous-
graphe du graphe de Cayley qui corresponde aux ensembles W et s;W7 et qui donc
illustre bien Papplication ¢, ,,. Aprés, puisque le demi-treillis (W, <) est le produit semi-
direct de W et W7, on obtient le graphe de Cayley de W en remplacant chaque sommet
du graphe de Cayley de W par le graphe de Cayley de W et en remplacant chaque aréte
de W par les arétes correspondantes aux triplets spéciaux.

2.3.1 Types réductibles

Définition : On dit qu’'un groupe de Coxeter est réductible si le graphe de Coxeter
associé n’est pas connexe.

Ce cas de groupe de Coxeter est facile parce que les sous-groupes paraboliques associés
aux composantes du graphe de Coxeter commutent I’un avec 'autre.

Proposition 2.21 Soit I' un graphe de Coxeter non connexe. Notons W le groupe de
Coxeter associé a T'. Notons I'y = (S1,41),...,0x = (Sk, Ax) les composantes connexes
du graphe I' et notons W; le groupe engendré par S;, pour i entre 1 et k. Alors, le demi-
treillis (W, ]) est isomorphe au produit direct Hle(Wi, <)-

DEMONSTRATION : Puisque les ensembles S; commutent deux & deux, les groupes W;
commutent deux a deux et le groupe W est isomorphe au produit direct Hle W;. Pour
tous éléments g et h de W, soient g = g1g2--- gk €t h = hiho - - - hg, avec g; et h; dans W;.
OnagAh=(g1Ah1)(g2Ah2)--- (g Nhi) et gV h=1(g1V h1)(g2V ha)---(gr V hi) et
le treillis (W, %) est isomorphe au produit direct Hle(m, ). |

Le produit direct est un cas spécial de produit semi-direct. On a réglé le cas réductible
et donc tous les autres cas considérés seront irréductibles.
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2.3.2 Type I,
Le graphe de Coxeter de type I,,, pour m > 3 est le suivant :
S1 82

Le groupe de Coxeter associé W est un groupe diédral. On choisit, pour la construction
de produit semi-direct J = {s;}. L’ensemble W+ consiste en éléments [sys;)*, pour k
entre 0 et m — 1 (voir [23]). On rapelle que k déssigne la chaine en k éléments.

Proposition 2.22 Le treillis de 'ordre faible d’un groupe de Coxeter de type I, est
isomorphe au produit semi-direct 2 X m, ot I’application ¢ est définie par ¢g, 1,(0m) =
Om €t ©o,.1;(R) = 1m, pour h # Om.

DEMONSTRATION : Comme précisé auparavant, on considére le sous-groupe Wi, 3. On
obtient, d’aprés l’algorithme 2.17, que I’ensemble T, consiste en deux triplets spéciaux : &
savoir ((1,1),(s1,1),s1) et ((1,[s2s1)™71), (s1,[s251)™ 1), s:), ol i est 1, pour m impair,
et 2 pour m pair. n

On voit un exemple du treillis de I’ordre faible, pour m = 6, dans la figure 2.2.

F1G. 2.2 — Le graphe de Cayley du groupe de Coxeter de type Ig : les arétes
noires représentent sp, les grises représentent so

2.3.3 Type A,

Le graphe de Coxeter de type A,, pour n > 1, est le suivant :

O O = O O
81 82 83 S84 85 Spn—2 Spn—1 Sn

Le groupe associé est le groupe symétrique &,; (voir exemple 2.1). On choisit J =
{s1,52,.+.,5,_1}- L’ensemble W consiste en les éléments de la forme s,,5,_1 - - - 5;, pour 4
entre 1 et n. En particulier, cet ensemble est une chaine vis-a-vis a 'ordre < (voir [23]).

Proposition 2.23 Soit W un groupe de Coxeter de type A,, pour n > 2. Notons J
I’ensemble {s1,s2,...,5,_1}. Alors, le treillis (W, <) est le produit semi-direct Wy x ¢ W+,
ou I'ensemble Ty, des triplets spéciaux pour @1 s,, avec i entre 1 et n— 1, consiste en (voir
la figure 2.3) :

- les triplets ((1, h), (si, h), s;), pour h < $pSp—_1 -+ Sit1,

- les triplets ((1,h), (i, h), $it1), pour spsSp_1-+-8; < h.
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Si4+1

F1G. 2.3 — L’application ¢; s, du groupe de type A,

DEMONSTRATION : On construit 'ensemble T, pour chaque ¢ < n — 1, en utilisant
Palgorithme 2.17. Le premier triplet dans T, est le triplet ((1,1), (si, 1), ;). Ensuite, s;
commute avec tous les générateurs s;, ou j est entre n et 1 + 2, et donc on trouve les
triplets ((1,sn -+ 5;),(Si,Sn - 5;j),s:). Ensuite, on a la relation s;s;115; = S;+15:Si4+1 €t
on trouve ((1, 85" 8;),(Si,Sn - 8i),Si+1). Enfin, le générateur s;; commute avec tous
les générateurs s;, avec j < i et on trouve les triplets ((1,sp---5;),(1,8n - 8;), Sit+1)-
On est arrivé a I’élément sy, - - - 51, ’élément maximal de WY et cela finit la construction
de ’ensemble Ts,. On affirme dans le théoréme 2.12 que le treillis (W, %) est le produit
semi-direct. ]

On peut construire le treillis de 'ordre faible de W par récurrence. Le treillis du
groupe de type A; est un treillis & deux éléments. Aprés, pour chaque groupe de type A,
avec n > 2, le sous-groupe parabolique engendré par lensemble {s1,52,...,8,-1} est
le groupe de type A,_1. Par conséquent, le treillis du groupe de type A, est un produit
semi-direct du treillis du groupe de type A, 1 et de la chaine & n+ 1 éléments. I’exemple,
pour n = 3, se trouve dans la figure 2.4.

C/Q\

O//
O/O

FiG. 2.4 — Le graphe de Cayley du groupe de Coxeter de type Ajs : les arétes

noires représentent sp, les grises représentent so et les pointillée représentent s3
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2.3.4 Type B,

Le graphe de Coxeter de type B, pour nn = 2, est le suivant :

4

801 82 83 S4 805 o .Sno—z Sn—1 Son
Le groupe associé est le groupe de permutations signées sur {—n,...,—1,1,...,n}. Une
permutation signée est une permutation 7 qui satisfait 7(—i) = —n(¢) pour chaque ¢ dans
son domaine (voir [27]). Pour la décompostition, on choisit J = {s1,...,Sp—1}. On note b;

I’élément s, s, 1 ---S;, pour ¢ entre 1 et n, et c; I’élément s9s3 - - - 55, pour ¢ entre 2 et n.
L’ensemble W+ est égal & {1} U{b;; 1 <i < n}U{bic;; 2 < i < n}, en particulier, il s’agit
d’une chaine (voir [23]).

Proposition 2.24 Soit W un groupe de Coxeter de type B, et notons J I’ensemble
{81,...,8n_1}. Alors le treillis (W, <) est le produit semi-direct W; x® W, ot I'applica-
tion ¢ est décrite comme suit :
L’ensemble T, consiste en (voir la figure 2.5) :
- les triplets ((1, k), (81, h), 81), pour h < b,
- les triplets ((1, h), (s1, h), $1), pour baca <X h.
L’ensemble T, avec i entre 2 et n — 1 consiste en (voir la figure 2.6) :
- les triplets ((1, h), (si, h), s;), pour h < b1,
- les triplets ((1, h), (si, h), si+1), pour b; < h < bac;,
17 b

h
- les triplets ((1, h), (s1, k), 1), pour bac;11 <X h.

Sp—1  Sn
- 81
"
s
Sn—1 "

FiG. 2.5 — L’application ¢; s, du groupe de type B,

DEMONSTRATION : On construit ’ensemble T, en utilisant l’algorithme 2.17. On com-
mence par ’élément s;, c’est-a-dire par ¢ = 1 : cet élément commute avec tous les gé-
nérateurs s;, pour j entre 3 et n, et donc les triplets ((1,b;), (s1,b;),s1) appartiennent
a T, . Ensuite on a ms, 5, = 4, et on trouve le triplet ((1,b152), (s1,b152), s1). Maintenant
I’élément s; commute de nouveau avec tous les générateurs s;, pour j entre 3 et n, et les
triplets ((1,b1¢;), (s1,b1¢;), s1) appartiennent a T, .

Considérons maintenant ’élément s;, avec ¢ > 1. Cet élément commute avec tous
les s, ot j est entre ¢ + 2 et n. Donc les triplets ((1,b;), (si,b;), s;) appartiennent a Ty, .
Maintenant on a ms, s, , = 3 et on trouve le triplet ((1,b;), (si,b;), si4+1). L’élément s;41
commute avec tous les s;, pour j < 4, et donc tous les triplets ((1,b;), (si,b;), six1) et
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Si

Si+1
Sp—
g g n
S
85 v s
Sit1 *

F1G. 2.6 — L’application ¢; 4, pour ¢ > 2, du groupe de type B,

((1,b1¢5), (83, b1¢j), si41) appartiennent & T,,. Maintenant on a ms, ;. , = 3 de nouveau
et on trouve le triplet ((1,b1¢;+1), (Si;b1¢it1), i) Enfin, ’élément s; commute avec tous
les s;, pour j > i+ 1 et on trouve les triplets ((1, bic;), (i, bicj), 8i). ]

Le treillis de 'ordre faible sur B,, est un produit semi-direct du treillis du groupe de
type B,_1 et d’'une chaine & 2n éléments. Le graphe de Cayley de B, peut étre décrit

comme suit : on prend le graphe de Cayley de B,,_; et on remplace chaque aréte par le
dessin correspondant des figures 2.5 et 2.6. Comme exemple, on présente dans la figure 2.7

le graphe de Cayley du groupe de type Bs.

I
< X

v

\
\
\) \
N
~,
~
N
~
\>~
N
~,
N
~
~

Fi1g. 2.7 — Le graphe de Cayley du groupe de type Bjs : les arétes noires
représentent si, les grises représentent s et les pointillées représentent ss
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2.3.5 Type D,

Le graphe de Coxeter de type D,,, pour n > 3 est le suivant :

82

Le groupe associé est un sous-groupe du groupe de type B,. Ce sous-groupe est le groupe
de permutations signées 7 sur {—n,...,—1,1,...,n} qui satisfont 7 (¢) # —i, pour chaque %
entre —n et n (voir [27]). D’habitude, on ne considére pas le groupe de type D3 parce
que le graphe de type D3 est égal au graphe de type As. On considére ici D3 quand
méme parce que c’est plus commode pour commencer notre approche inductive. Pour
la construction du produit semi-direct, choisissons J = {s1,82,...,8n_1}. On note b;
lélément $,5,_1---S; et ¢; I’élément s3sy - - - s;. L’ensemble W7 est égal &

{1} U{b;; 3<i<n}U{bss;; j =1,2} U{bi} U{bic;; 3<i<n}

(voir [23]). Cet ensemble n’est pas une chaine, mais il en est proche et donc le produit
semi-direct est facile & décrire.

Proposition 2.25 Soit W un groupe de Coxeter de type D, et notons J l’ensemble
{s1,---,8n_1}. Alors le treillis (W, <) est le produit semi-direct Wy x¥ W+, ot I'applica-
tion ¢ est décrite comme suit :

L’ensemble Ts,, pour i = 1,2 consiste en (voir la figure 2.8) :

- les triplets ((1, h), (si, h), s;), pour h < b3,

- le triplet ((1,b3s:), (si,b3si),53),

- les triplets ((1, h), (si, h), s3—i), pour byss < h.

L’ensemble T, avec i entre 3 et n — 1 consiste en (voir la figure 2.9) :

- les triplets ((1, h), (i, h), si), pour h < b;11,

- les triplets ((1, h), (si, h), si+1), pour b; < h < bic;,

- les triplets ((1, k), (s1, h), 1), pour bic;11 < h.

F1G. 2.8 — L’application ¢; ,, pour le groupe de type D,

DEMONSTRATION : On utilise ’algorithme 2.17 pour trouver les ensembles T, : On com-
mence par ¢ = 1,2 : le générateur s; commute avec tous les générateurs s;, avec j > 4.
Donc les triplets ((1,b;),(si,b;), s;) appartiennent & Ty,. Ensuite, m, ;, est égal & 3 et
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Sit+1

i
-nSHI : -
:

i

s Si41

Sit1

F1G. 2.9 — L’application ¢; 4,, avec 7 > 3, pour le groupe de type D,

on trouve le triplet ((1,b3s;), (i, bss;), s3). Maintenant on a mg, s, , = 3 et on trouve le
triplet ((1, b3s;83-:83), (i, b38i83_:83), S3—i). Et ensuite, le générateur s3_; commute avec
tous s;, pour j > 4 et les triplets ((1,b1c¢;), (i, bicj), s3—;) appartiennent a Tj,.

Considérons maintenant le générateur s;, avec ¢ > 3. Cet élément commute avec s;,
pour j > i+ 1, et donc les triplets ((1,b;), (si,b;),s;) appartiennent & T,. Ensuite on
a M, s,,, = 3 et on trouve le triplet ((1,b;), (si,b:), i+1). Ensuite, le générateur s;4;
commute avec tous s;, pour j < % et on trouve les triplets ((1,b;), (si,b;), si+1), avec ¢ >
j = 3, les triplets ((1,b38]‘), (Si,b38j),5i+1), avec j = 1,2, aussi ((1,b1),(5i,b1),8i+1) et
les triplets ((1,b1c;), (si,b1¢5),5i4+1), avec 3 < j < i. Ensuite on a mg,,,s; = 3 et on
trouve le triplet ((1,b1¢i+1), (8i,b1cit1), s;). Enfin, le générateur s; commute avec tous s;,
pour j > i+ 1 et les triplets ((1, bic;), (si,b1¢5), s;) appartiennent & Ty, . ]

Le graphe de Cayley du groupe de Coxeter de type D,, peut étre construit par induction
a partir du groupe de type D,,_1 et la classe & gauche associée. On débute l'induction
avec une construction directe présentée dans la figure 2.10, ou le sous-groupe engendré
par s; et so est le groupe non cyclique & quatre éléments.

2.3.6 Types exceptionnels

Il y a six autres types de groupes de Coxeter irréductibles, a savoir Eg, E7, Eg, Fy, H3
et Hy (voir [27]). Une construction par récurrence est aussi possible mais il est difficile de
décrire les classes & gauche sous une forme simple, sauf pour le cas Hs.

Considérons le graphe de Coxeter de type Hg :

5

S1 S2 83

On choisit J = {s1,s2}. L’ensemble W+ est I’ensemle des éléments plus petits que
53525182515352815283. 1l ne s’agit pas d’'une chaine mais, comme dans le cas de type D,
il en est proche.

Proposition 2.26 Soit W un groupe de Coxeter de type Hs et notons J I’ensemble
{s1,82}. Alors le treillis (W, <) est le produit semi-direct W; x¥ W+ ou I’application ¢
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Fi1G. 2.10 — Le graphe de Cayley du groupe de type D3 : les arétes noires
représentent s, les grises représentent s, et les pointillées représentent ss

est décrit comme suit :

L’ensemble T, consiste en les triplets ((1,1), (s1,1), s1), ((1,s3), (s1, 83), 1),

((1a 8352815281), (51, 5382815251), 52); ((1, 53525152815382), (31, 83528182515382), 53);
((1,3352315231333251), (81,8382515281538281),83) et

((1,33523152513332515253), (51,53825182818382515253),32)-

L’ensemble T, consiste en les triplets ((1,1), (s2,1), s2), ((1, s3s2), (s2, $352), S3),
((1,335281), (82,535251),33), ((1,5352818253),(52,5382818253),52),
((1,335231528183525152),(52,535231528183525152),31) et
((1,33523152818352515253), (52,53325182815352515253),51)-

DEMONSTRATION : La démonstration est semblable & celle pour le type D,,.

Le sous-groupe parabolique W est le groupe de type Is. Le graphe de Cayley du
groupe W est présenté dans la figure 2.11.

2.3.7 Types infinis

L’ordre faible des groupes de Coxeter infinis peut également étre détérminé comme
produit semi-direct. Mais il existe & priori peu de tels groupes ou on peut trouver une
description simple de ’ensemble W*. Ici, on considére seulement le type As. Son graphe

de Coxeter est le suivant : o

VAN

81 S2

L’ordre faible ne forme pas un treillis, mais seulement un demi-treillis. On choisit J =
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Fi1G. 2.11 — Le graphe de Caley du groupe de type Hjs : les arétes noires
représentent s1, les grises représentent s, et les pointillées représentent sg

{s1,52}. L’ensemble W est :

w = {838251838281...; m = 1} U {s35182838182...; m =1} U{g € W; s3518281 < g}
—— ———
m m

(voir [23]).

Proposition 2.27 Soit W un groupe de Coxeter de type Ay et notons J D'ensemble
{s1,82}. Alors le demi-treillis (W, <) est le produit semi-direct Wy x¥ W, ot I’applica-
tion ¢ est décrite comme suit :

L’ensemble T, consiste en les triplets (voir la figure 2.12) :

5 (835152 5 (81, (838182 »81)y
((1,( )>™), (51 ( )*™), 1)
;838182 5351),(S1,(838152 5§381),83),
((1,( )*™s351), (1, ( )*™s351), 53)
((1, (s3s182)%™Fs3), (s1, (s35152)°™ T 1s3), 52),
avec m > 0. L’ensemble T} s, consiste en les triplets
((1, (s35281)*™), (52, (535251)°™), 52),
((1, (s38251)*™s382), (82, (s35251)°™5382), 83),

((1, (s35281)*™F1s3), (52, (s35281)°™s3), 51).
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avecm > 0.

Fic. 2.12 - L’application s, du groupe de type A,. L’application P1,s, €st
semblable — il suffit d’échanger les arétes s; et ss.

DEMONSTRATION : On énumére I’ensemble T, en utilisant 1'algorithme 2.17. On uti-
lise induction sur m. Puisque s; est un générateur, 1’élément (s1,1) est un successeur
immédiat de (1,1). Maintenant le seul générateur s dans S tel que ls est J-réduit est
l’élément s3. On a my, 5, = 3 et, d’aprés le lemme 2.14, on déduit que s;s3s; est un
successeur immédiat de s3s;. Il n’y a pas d’autre élément J-réduit de longueur 1 et
donc on passe au triplet ((1,s3s1),(s1,5381),53). L’élément s3sise est le seul succes-
seur de s3s; qui est J-réduit. On a m,, ,, = 3 et cela implique que l'on a le triplet
((1, s3818283), (51, $3515283, S2). Donc le résultat est vrai pour m = 0.

2m—1 2m—1

Maintenant supposons que le triplet ((1, (s35152) s3), (s1, (s35152) $3), 82) ap-
partient & T,,. On ne peut continuer que par s;. On a ms, s, = 3 et on trouve le tri-
plet ((1, (s35182)*™), (s1,(835152)?™),51). Le méme argument que dans le cas m = 0
montre que le triplet ((1,(s3s152)*™s3s1), (51, (835182)°™s351), s3) appartient & T, et
aussi le triplet ((1, (s35152)?™"1s3), (51, (s35152) 83), $2). La démonstration pour ’en-
semble T, est semblable. ]

Le sous-groupe W est le groupe de type As. Par la proposition 2.19, quand on remplace
chaque aréte du graphe de type A; par le graphe de la figure 2.12, on obtient le graphe
de type As qui est montré dans la figure 2.13.

Exemple 2.28 On montre comment on peut construire, & partir de Papplication 1,
I'inf de deux éléments du groupe de Coxeter W de type Ay. Considérons, par exemple,
g = 5182538152515381 et ¢’ = $253525153525351. On détermine ’inf de g et ¢’ dans le groupe
de type A, en utilisant la proposition 2.19. Par I’algorithme de [41], on trouve a(g) =
s182 et ay(g') = s2. Ces éléments sont incomparables et donc on a ¥s,s,.5, = Ysyss,1
et Ys,.515, = ¥sy,1. On fait maintenant le calcul de 95, 5, s, (S35152515381) en utilisant (2.6).
Il s’agit de trouver le plus grand élément h dans W satisfaisant h < $35182818351
et ((1,h),(s2,h),t) € Ty s,, pour certain ¢t dans {si,s2,s3}. Un tel élément doit étre
de la forme (s3s2)?(s183)%(s251)¢, avec @ > b > ¢ > a — 1, et le plus grand, parmi
de tels éléments, qui est toujours inférieur & s3s152515351, est I’élément s3se. Donc on
a s, 55,5, (835152518381) = S3S2. Par analogie, on obtient v, 1(s3s2) = 1 et donc, en
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Fi1G. 2.13 — Le graphe de Cayley du groupe de type Ay : les arétes noires
représentent si, les grises représentent so les pointillées représentent ss

utilisant (2.5), on en déduit vs,s,,1(s35152515351) = 1. De la méme fagon on obtient
1,032,1(33523133323331) = $3895183. Enfin, la définition de I’application ¢ donne

gAg = (5152 A 52)(1 A s3srs155) = 1.
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Chapitre 3
Treillis de divisibilité

Les monoides d’Artin-Tits de type sphérique sont des extensions des groupes de Coxe-
ter finis. I’ordre faible des groupes de Coxeter correspond, dans les monoides d’Artin-Tits,
a DPordre par divisibilité a gauche. On étudie, dans la section 1, les congruences dans les
treillis de divisibilité & gauche des monoides d’Artin-Tits de type sphérique et on montre
que ces treillis sont simples.

Les monoides de Garside sont une généralisation de la notion de monoide d’Artin-Tits
de type sphérique. Chaque monoide de Garside posséde un élément important, appelé
I’élément de Garside minimal. Le graphe caractéristique d’un monoide de Garside est le
treillis des diviseurs de 1’élément de Garside minimal. On étudie, dans la section 2, les
graphes caractéristiques des monoides de Garside du point de vue des produits semi-direct
de treillis.

3.1 Treillis de divisibilité dans les monoides d’Artin-Tits

On étudie dans cette section le treillis de divisibilité dans un monoides d’Artin-Tits. On
étudie d’abord les idéaux engendrés par certains éléments canoniques et ensuite on montre
que les treillis de divisibiltés dans les monoides d’Artin-Tits sont simples. Commengons
par donner la définition d’'un monoide d’Artin-Tits.

Définition : Soit I' = (¥, A) un graphe de Coxeter. Le groupe d’Artin-Tits associé a T’
est le groupe présenté par la présentation de groupe

(%; [o,7)™o" =[1,0)™" pour my,, < 00). (3.1)

Le monoide d’Artin-Tits associé T' est le monoide présenté par la présentation de mo-
noide (3.1). Un groupe ou un monoide d’Artin-Tits est dit de type sphérique si le graphe
de Coxeter associé définit un groupe de Coxeter fini. On dit qu’un groupe ou un monoide
d’Artin-Tits est srréductible si son graphe de Coxeter connexe.
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Considérons le graphe de Coxeter de type A,, (voir exemple 2.1). Le groupe d’Artin-
Tits associé est appelé le groupe des tresses a n+ 1 brins. Son interprétation géométrique
est la suivante [12]. On part de n+1 brins paralléls. Les éléments du groupe de tresses sont
les classes d’isotopie de diagrammes du type de la figure 3.1. La multiplication correspond
a la concatenation des motifs.

Z \/ Z

-1_-1_-1 -1
Fi1G. 3.1 — La tresse 010306020, 03 0g 040 0305

On note o; le croisement du ¢-éme brin au dessus du (i+1)-éme brin (voir la figure 3.2)
et o; ' le croisement du (i + 1)-éme brin au dessus du i-éme brin. A isotopie prés, ces
tresses sont mutuellement inverses.

[T 1]

Fi1G. 3.2 — La tresse o4.

Il exite des relations canoniques a savoir 0;0; = 0,03, pour |[i — j| > 2, (voir la
figure 3.3) et 0,04110; = 0110041 (voir la figure 3.4).

ny - 8n

F1G. 3.3 - La relation o;0; = 00, pour |i — j| > 2

On sait (voir [12]) que ces relation définissent le groupe de tresse et donc ce groupe est
le groupe d’Artin-Tits de type A,. Le monoide de tresses positifs est le monoide de tresse
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Z Z

S
J

4 4

Fi1G. 3.4 — La relation 0,0,110; = 04410:0;41.

ol aucun croisement de ¢ + 1-éme brin au dessus de i-éme brin n’apparait. Ce monoide
est le monoide d’Artin-Tits de type A,.

Quand on quotiente un groupe ou un monoide d’Artin-Tits par les relations o2 = 1,
pour o dans X, on obtient le groupe de Coxeter associé. Un groupe d’Artin-Tits est une
extension sans torsion du groupe de Coxeter associé [11].

Définition : Soit M un monoide. On dit qu'un élément a de M est un atome si la
relation a = be, pour b,c dans M, implique b = 1 ou ¢ = 1 On dit que le monoide M
est atomique si la borne supérieure ||a|| des longueurs des décompositions de 1’élément a
comme produit d’atomes est finie pour chaque a dans M. On appelle le nombre |a| la
norme de a.

Dans le cas d’un monoide d’Artin-Tits, les générateurs o de X sont des atomes et la
longueur des décompositions d’un élément comme produit d’atomes est constante parce
que les relations de la présentation (3.1) préservent la longueur. Donc chaque monoide
d’Artin-Tits est atomique, et la norme d’un élément est la longueur de n’importe quelle
décomposition de cet élément.

Définition : Soit M un monoide atomique et soient a, b, c dans M satisfaisants a = bc.
Alors on dit que b est un diviseur a gauche de a, noté b < a, que ¢ est un diviseur a droite
de a, que a est un multiple a droite de b et que a est un multiple & gauche de c.

On dit qu’un élément c est le plus petit multiple commun a droite de a et b, noté c =a Vb
si ¢ est un multiple & droite de a et de b et chaque autre multiple & droite de a et de b est
un multiple & droite de c.

On dit qu’un élément c est le plus grand diviseur commun & gauche de a et b, noté ¢ = aAb
si ¢ est un diviseur & gauche de a et de b et chaque autre diviseur & gauche de a et de b
est un diviseur a gauche de c.

Proposition 3.2 [5] Tout monoide d’Artin-Tits de type sphérique M est atomique, sim-
plifiable et tout couple d’éléments de M admet un plus petit multiple commun & gauche
et un plus petit multiple commun & droite.
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La proposition 3.2 montre que ’ensemble M muni de 'ordre < est un treillis puisque
pour chaque couple a,b dans M il existe une borne supérieure a V b et une borne infé-
rieure a A b. On définit 'opération \ de résidu & gauche par

aVb=a(a\b) =b(b\a) (3.2)

Définition : Soit M un monoide atomique. On dit qu'un élément § de M est équilibré
si ’ensemble des diviseurs & gauche de § coincide avec ’ensemble des diviseurs & droite
de 4. Cet ensemble est noté M (4).

Un élément 6 de M est appelé élément de Garside s’il est équilibré et M () engendre M.
Un élément de Garside est appelé I’élément de Garside minimal de M s’il est le plus petit
parmi tous les éléments de Garside de M, pour la divisibilité & gauche. Chaque diviseur
& gauche de ’élément de Garside A est appelé un élément simple.

Proposition 3.3 [17] Soit M un monoide atomique. Si M posséde un élément de Gar-
side, alors il posséde un élément de Garside minimal.

Soit M un monoide d’Artin-Tits de type sphérique et notons W le groupe de Coxeter
associé. Notons p la projection de M sur W. On montre facilement l'inégalité |ja|| >
¢(p(a)), pour chaque a dans M. D’apreés [5], on a I’égalité ||a|| = £(p(a)) si et seulement
si a est simple. Alors 'application p est une bijection entre ’ensemble des éléments simples
de M et ’ensemble W. De plus, il est facile de voir que cette bijection et compatible avec
les ordre, & savoir avec l'ordre de la divisibilité & gauche sur les simples de M et avec I’ordre
faible sur W. Par conSequent 1’élément de Garside A du monoide M est caractérisé par
les propriétés p(A) = wo et ||A]| = £(wp). Une autre caractérisation de I’élément A est
donnée par le lemme suivant :

Lemme 3.4 [5] Soit M un monoide d’Artin-Tits de type sphérique et soit A I’élément
de Garside minimal de M. Alors, pour chaque k dans N, I’élément A* est le plus petit
multiple commun & gauche des éléments de norme égal a k.

On va s’intéresser ici d’abord aux idéaux principaux de treillis de divisibilité qui sont
engendrés par des éléments de Garside, c’est-a-dire aux treillis (M (4),<), ot § est un
élément de Garside d’un monoide d’Artin-Tits de type sphérique. D’aprés [22], chaque
élément de Garside dans M est une puissance de 1’élément de Garside minimal A de M.
On commence donc par le treillis de diviseurs de A.

Proposition 3.5 Soit M un monoide d’Artin-Tits de type sphérique et soit A son élé-
ment de Garside minimal. Soit X un ensemble d’atomes de M et soit § le ppcm & droite
de X. Alors le treillis (M(A), %) est un produit semi-direct du treillis (M (6),<) et du
treillis ({d; d A 6 = 1}, X).

DEMONSTRATION : On a dit auparavant que le treillis de diviseurs de A est isomorphe
au treillis de 'ordre faible du groupe de Coxeter associé. La proposition résulte donc du
théoréme 2.12. [ |
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On commence maintenant & considérer les treillis (M (AF), 5) pour k > 1. On en voit
un exemple sur la figure 3.5. Pour les études de ces treillis, on a besoin d’un résultat
général sur les treillis.

O

O

Fic. 3.5 — Le treillis (M(A?), <) dans le monoide d’Artin de type As. Les
sommets reliés par les arétes noires représentent la plus grande congruence
nontriviale (voir plus bas) sur le treillis (M (A?), X).

Définition [25] : Soit L un treillis et soient a, b, ¢c,d dans L satisfaisant a < b et ¢ < d.
On écrit [a,b] 7 [c,d] ou [¢,d] \([a,b] siona bV ec=det bAc=a.On note = la plus
petite équivalence des intervalles du treillis L qui contient les relations 7 et \,.

Dans la théorie des treillis, on utilise d’habitude la notation b/a pour noter un in-
tervalle [a,b]. On évite ici cette notation pour ne pas la confondre avec la notation d’un
résidu & droite (analogue du résidu & gauche).

Lemme 3.6 [23] Soit L un treillis et soit § une congruence sur L. Soient a,b deux

éléments avec (a,b) € 6.

(7) Chaque élément de L entre les éléments a A b et a V b est congru 4 a.

(74) Si on a a < b, alors, pour chaque intervalle [c,d] avec [a,b] = [c,d], on a (¢, d) € 6.
Dans le cas des treillis (M(A), <), il existe une congruence associée a chaque par-

tie d’atomes X, & savoir la congruence canonique du produit semi-direct. Dans cette

congruence, chaque atome de X est congru & 1’élément 1. Par contre, dans le cas de

treillis (M (A*), <), avec k > 1 et M irréductible, seulement une congruence triviale peut

réunir un atome de M avec 1’élément 1 dans une classe d’équivalence :

Lemme 3.7 Soit M un monoide d’Artin-Tits de type sphérique irréductible avec deux
atomes o1, 03. Soit A Iélément [0y, 09)™1:72. Soit § une congruence sur (M (A?),<). Si
un des atomes est 6-congru a 1, alors 0 est triviale.

DEMONSTRATION : Supposons (61,1) € §. On a [1,01] 7 [02, A] \( [1, 0102], parce que le
monoide n’est pas commutatif. Ensuite on a (A, 02) € 0 et (6102,1) € §. Maintenant on a
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[01,0102] /[0%,01A] \| [01,A]. On a donc (A, 01) € 0 et aussi (01,02) € §. Maintenant
on trouve [0102, A] N [0102%,0102A] \ [0102,01A] et (014, A) € §. De la méme fagon
on trouve (024, A) € §. Comme le ppcm de 01 A et 02A est A% on a (A%2,A) €6.Ona
vu aussi (A, 1) € 6 et, d’aprés le lemme 3.6 (7), tout le treillis L appartient & une classe
de congruence. n

La proposition suivante donne des conditions plus strictes pour ’existence d’une con-
gruence 6 non triviale. La condition (3.3) exige que deux éléments équivalents ont les
mémes diviseurs jusqu’a la norme k et la condition (3.4) est la condition duale.

Proposition 3.8 Soit M un monoide d’Artin-Tits de type sphérique irréductible qui a
au moins deux atomes. Notons A son élément de Garside minimal et notons L le treillis de
la divisibilité a gauche des diviseurs de A*, pour k > 1. Soit § une congruence non triviale
sur L. Si deux éléments a,b de L sont 0-équivalents, alors les deux conditions suivantes
sont remplies :

{ceL;cxacet]c
{c€ L; a<cet|c\A¥|

|<k}={ceL;cxbet]c|]| <k} (3.3)
| <k}={ceL;b<gcet]|c\A*|| <k} (3.4)
DEMONSTRATION : Soit # une congruence non triviale et soient a,b deux éléments de L
qui sont f-équivalents. Supposons a < b, sans perte de généralité. On étudie d’abord
le cas a = 1. Il existe un atome o de M vérifiant 0 < a. Puisque le monoide M est
irréductible et il posséde au moin deux atomes, il existe un atome 7 de M qui ne commute
pas avec . Maintenant, d’aprés le lemme 3.7, on a (7, 1) € 6. On continue par induction :
supposons que tous les atomes d’un sous-ensemble Y’ de I’ensemble ¥ sont congrus a 1. Si
I’ensemble ¥ \ ¥’ n’est pas vide, alors, par irréducibilité, il existe un couple d’atomes o’
de ¥’ et 7" de ¥ \ X' qui ne commute pas. D’aprés le lemme 3.7 on a (7/,1) € 6. On
obtient & la fin d’induction que chaque atome de X est congru a 1. Puisque ’élément A
est le ppcm des atomes, on obtient aussi (A, 1) € 6.

Maintenant on montre par induction que A’ est congru a 1, pour chaque ! < k. Le
fait est vrai pour [ = 1. Supposons | > 1. Pour chaque couple d’atomes ¢’, ¢”’ qui ne com-
mutent pas, on a [Al720'0” A7 2 [Al7207(0")2, Al=20"0" A] N\, [AlT10'0", 0’ AT
et cela implique (0’A!~1 1) € 6. Puisque le ppcm de o’A!~!, pour tous les o’ dans ¥
est 1’élément A!, on a (A!;1) € . Le résultat est vrai pour [ = k et la congruence 6 est
triviale, ce qui contredit I’hypothése de la proposition.

Supposons maintenant 1 < ||a|| < k. Il existe un atome o verifiant (a,ac) € 6. Il existe
aussi un atome 7 verifiant @ = a/7. Puisque la norme de a est strictement inférieure a k,
’élément aA est un diviseur & gauche de A¥. On a maintenant [a, ac] / [aT, a[oT)™o 7] \,
[a,aloT)™em =1\, [@/,a’c]. On a donc (a’,a’c) € 0. On a trouvé un couple d’éléments 6-
équivalents avec ||a’|| < ||a||. On continue & trouver par induction des éléments plus en plus
petits jusqu’au moment ol on obtient une paire (1,e) € §. Mais cela entraine § = L x L
est c’est une contradiction parce que 6 est considérée étre non triviale.

Supposons maintenant deux éléments a, b qui ne satisfont pas la condition (3.3). Soit ¢
un diviseur de b, satisfaisant ||c|| < k, qui ne divise pas a. Alors on a a < aV ¢ <
aVbet(a,aVc) € 0. Ensuite on trouve [a,a V c] \( [a Ac,c|] et (aAc,c) € 6. On a
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nécessairement ||a A ¢|| < k et, d’aprés le paragraphe précédent, on a § = L x L, ce qui
contredit ’hypothése de la proposition. Alors chaque couple #-équivalente doit satisfaire
la condition (3.3). L’application a — a\A est un antiautomorphisme du treillis L, et donc
la condition (3.4) résulte par dualité de la condition (3.3). |

Corollaire 3.9 Soit M un monoide d’Artin-Tits de type sphérique, soit A son élément
de Garside minimal et soit k > 1. Alors le treillis (M (AF), <) posséde une congruence
maximale.

DEMONSTRATION : Deux congruences non triviales doivent satisfaire les conditions (3.4)
et (3.3). Leur sup doit aussi satisfaire ces conditions. ]

Les conditions (3.3) et (3.4) ne sont pas suffisantes en général. Soit p la relation
tel que (a,b) est dans p si et seulement si a et b satisfont (3.3) et (3.4). Dans le cas
représenté dans la figure 3.5, la relation p est une congruence et donc elle est la congruence
maximale. Mais soit M, le monoide d’Artin de type Is. Considérons le treillis (M (A?), ).
Les éléments a = 01035 et b = 010207 satisfont les conditions (3.3) et (3.4). Mais on
a 0102 A 010202 = 0102 et cet élément est, contrairement & a et b, un diviseur & gauche
de I’élément o1\ A?, ce qui montre que p n’est pas une congruence sur M.

Question 3.10 Quelles sont des conditions suffisantes pour qu'un couple d’éléments ap-
partienne & la congruence maximale sur le treillis (M (%), <) ?

Il y a un autre résultat qui est une conséquence de la proposition 3.8, la simplicité du
treillis entier (M, %).

Proposition 3.11 Soit M un monoide d’Artin-Tits de type sphérique, irréductible, avec
au moins deux atomes. Alors le treillis (M, <) est simple.

DEMONSTRATION : Soit 6 une congruence sur M et soient a,b dans M différents et 6-
congrus. Soit k un nombre verifiant k£ > max{||a||, ||b||}. Alors, d’aprés la proposition 3.8,
la congruence 6 restreinte & Max est triviale et on a (A*,1) € 4. Ceci est vrai pour
n’importe quel k assez grand, et donc la congruence 6 est triviale. ]

3.2 Produits semi-directs dans les monoides de Garside

Les monoides de Garside sont une généralisation des monoides d’Artin-Tits de type
sphérique. Chaque monoide de Garside M contient un élément de Garside A. Dans cette
section on étudie le treillis de diviseurs de A dans M On trouve des conditions sous
lesquelles ces treillis mettent un jeu la construction de produit semi-direct.

Définition [17] : Un monoide M est appelé monoide de Garside s’il satisfait les quatre
conditions suivantes :

(7) Le monoide M est atomique avec un nombre fini d’atomes.

(74) Le monoide M est simplifiable.
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(7i7) Chaque paire d’éléments de M admet un ppcm a droite et & gauche.
(7v) 11 existe un élément de Garside dans M.

I1 est connu (voir [17]) que P'ordre associé & la divisibilité & gauche dans un monoide
de Garside forme un treillis.

Définition : Soit A I’élément de Garside minimal d’un monoide de Garside M. Un graphe
caractéristique de M est le sous-graphe du graphe de Cayley du monoide M restreint aux
éléments simples.

Exemple 3.12 Chaque monoide d’Artin-Tits de type sphérique est un monoide de Gar-
side. Son graphe caractéristique est égal au graphe de Cayley du groupe de Coxeter
associé.

Le graphe caractéristique est important parce qu’il détermine le monoide de Garside
complétement (voir [14]). Dans le cas des monoides d’Artin de type sphérique, les graphes
caractéristiques peuvent étre obtenus par une construction récursive en utilisant le produit
semi-direct de treillis. On va étudier ici d’autres graphes caractéristiques qui admettent
une décomposition en tant que produit semi-direct. Il n’est pas vrai que chaque graphe
caractéristique admet une telle décomposition : par exemple le graphe de la figure 3.6 est
simple et donc ne peut étre décomposé.

\i
4
e
4
BKL+

FiG. 3.6 — Le graphe caractéristique du monoide Bs de Birman, Ko et
Lee [2], donné par la présentation (a, b, c; ab = bc = ca). L’élément de Garside
minimal est 1’élément ab. Les arétes noires représentent a, les grises repré-
sentent b et les pointillées représentent c.

Comme dans le cas des groupes de Coxeter, on définit ici la notion de sous-structure
parabolique.

Définition [24] : Soit M un monoide de Garside et soit A son élément de Garside
minimal. Soit § un élément équilibré simple de M. Notons M; le monoide engendré par
Pensemble de diviseur de d, noté M (d). Si on a M(§) = M(A)N My, alors le monoide Mj
est appelé sous-monoide parabolique de M.

Proposition 3.13 [24] Soit M un monoide de Garside et soit A son élément de Garside
minimal. Soit § un élément équilibré simple de M. Si Ms est un sous-monoide parabolique
de M, alors Ms est monoide de Garside et ¢ est son élément de Garside.
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On définit aussi I’ensemble des éléments J-réduits et on montre que chaque élément
simple a une décomposition unique en tant que produit d’un diviseur de § et d’un élé-
ment J-réduit.

Définition : Soit M un monoide de Garside et soit A son élément de Garside minimal.
Soit Ms un sous-monoide parabolique de M. On dit qu’un élément a de M (A) est §-réduit
sion aaAd = 1. L’ensemble de tous les éléments d-réduits est noté M?. On note dj le
plus grand élément de M? si un tel élément existe.

Lemme 3.14 Soit M un monoide de Garside et soit A son élément de Garside minimal.
Soit Ms un sous-monoide parabolique de M. Alors chaque élément a de M(A) s’écrit
uniquement comme produit d’un élément de M(J) et d’un élément de M?.

DEMONSTRATION : On a la décomposition a = (a A §)((a A §)\a). On veut montrer
qu'il s’agit d’'une décomposition du type voulu et qu’elle est unique. Soit b ’élément & A
((a A 6)\a). L’élément (a A §)b est un élément de M qui est simple dans M. Donc,
par définition d’un sous-monoide parabolique, il est un diviseur & gauche de 1’élément J.
Cet élément est aussi un diviseur & gauche de a et donc on a (a A d)b < a A4, ce qui
entraine b = 1. Par conséquent, I’élément (a A §)\a est §-réduit. Considérons maintenant
une décomposition a = a’a” avec a’ dans M () et a” dans M?. Puisque a’ est un diviseur a
gauche a la fois de ’élément a et de 'élément §, on a a’ < (aA§). Notons ¢ I'élément o'\ (aA
d). L’élément a”, qui est égal a c(a A §)\a, est d-réduit et donc on a a” A § = 1. Mais
on ac < (c(aAd)\a) A et cela entraine ¢ = 1. Par conséquent, la décomposition a =
(aNd)((aAd)\a) est unique. |

Définition : Soit M un monoide de Garside et soit A son élément de Garside minimal.
Soit Ms un sous-monoide parabolique de M. On définit les applications a5 de M(A)
vers M(6) et ws de M(A) vers M? comme as(a) = a A S et ws(a) = (a A §)\a pour
chaque a de M(A).

Exemple 3.15 Soit M un monoide d’Artin-Tits de type sphérique, soit A son élément
de Garside minimal. Soit X un sous-ensemble de 1’ensemble des atomes de M et § le ppcm
a gauche de X. Alors My est un sous-monoide parabolique de M. Le treillis de divisibilité
de M(A) correspond au treillis de I'ordre faible du groupe de Coxeter associé & M. La
décomposition a = as(a)ws(a) correspond & la décomposition g = ay(g)ws(g), ot g et
I'image de a et J est 'image de X par la projection canonique.

Le lemme 3.14 donne une décomposition de chaque élément simple. Mais cette dé-
composition ne donne pas une bijection en général : on n’est pas slir en général que le
produit d’un élément de M (6) et d’un élément de M? est simple. Par exemple, dans le mo-
noide représenté dans la figure 3.6, le sous-monoide engendré par a est un sous-monoide
parabolique. L’élément ¢ est a-réduit mais 1’élément ac n’est pas un élément simple.

On présente maintenant une condition suffisante pour que les applications as et ws
donnent une bijection entre M (A) et M(6) x M?. Dans ce cas, la décomposition met en
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jeu un produit semi-direct. On rapelle que ds est le plus grand élément de M? si un tel
élément existe.

Proposition 3.16 Soit M un monoide de Garside et soit A son élément de Garside mi-
nimal. Soit Ms un sous-monoide parabolique de M. Alors I'application a — (as(a),ws(a))
est une bijection de ensemble M(A) sur ’ensemble M (§) x M? si et seulement si 1’é16-
ment dg existe et on a A = ddgs. De plus, si cette condition est satisfaite, alors I’applica-
tion a5 est un épimorphisme de treillis de M (A) sur Ms.

DEMONSTRATION : Supposons d’abord que a — (as(a),ws(a)) est une bijection. Alors
Papplication ws est une bijection entre 'intervalle [, A] et ’ensemble M 4. De plus, l'ap-
plication ws restreinte & cet intervalle est compatible avec I'ordre : la relation db < dc
est équivalente A la relation b < ¢, & cause de la simplifiabilité. L’élément A est le plus
grand élément de Uintervalle [§, A] donc il s’envoie sur le plus grand élément de M? et on
a A =dds.

Supposons maintenant que ’élément ds existe et que 'on a A = dds. Alors chaque
élément de la forme ads avec a dans M(§) est un diviseur & droite de A et donc aussi
un diviseur & gauche de 1’élément A. Chaque élément de forme ab avec a dans M(§) et b
dans M? est un diviseur & gauche de ads et donc aussi un diviseur & gauche de I’élément
de Garside A. Par conséquent, ’application a — (as(a),ws(a)) est surjective. L'injectivité
de cette application est montrée dans le lemme 3.14.

Montrons maintenant que l'application o est un épimorphisme de treillis. La surjec-
tivité est évidente, la compatibilité avec I'inf est immédiate : on a as(aAb) = (a AbAS) =
(aNd) A (bAS) = as(a) A as(b). Donc il suffit de montrer la compatibilité avec le sup.

On montre d’abord ds < bds pour chaque b dans M (). Soit ¢ 1'élément satisfai-
sant cb = §. L’élément cds est un produit d’un élément de M (§) et d’un élément de M?°
et donc il est un diviseur & gauche de A. On a cds((cds)\A) = A = cbds et on peut sim-
plifier I’élément c. On obtient ds((cds)\A) = bds et I’élément djs est un diviseur a gauche
de I’élément bd;.

Montrons ensuite que la relation b < V' est équivalente & la relation bds < b'ds.
Supposons b < b'. Soit b” I’élément satisfaisant bb” = b’. On a montré que ’élément ds est
un diviseur & gauche de I’élément b” d; et donc il existe un élément c satisfaisant b”ds = dsc.
Maintenant on a b'ds = bb"”ds = bdsc et donc bds est un diviseur & gauche de b'ds.
Supposons maintenant bds < b'ds. On applique I'opération inf avec § a cette inégalité et
on obtient b < b'.

On montre enfin que as est compatible avec le sup. Pour tous a,b dans M(A), on
aa=as(a)ws(a) X as(a)ds < (as(a) vV as(b))dx. De méme on a b < (as(a) Vas(b))dx et
cela donne a Vb % (as(a) V as(b))dx. On applique 'opération inf avec § & cette inégalité
pour obtenir a(a V b) X as(a) V as(b). De 'autre coté, considérons la loi d’idempotence
a A (aVb) = a. Prenons l'inf de cette égalité avec I’élément & pour obtenir as(a) A as(aV
b) = as(a). Alors on as(a) < as(a V b) et de méme on a a5(b) < as(a Vb). Donc on
a as(a) V as(b) 5 as(a Vv b) et cela donne as(a) V as(b) = as(a V b). Par conséquent,
I’application a5 est compatible avec le sup et il s’agit d’un homomorphisme. [ |
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Question 3.17 Est-ce qu'il existe un monoide de Garside M avec I’élément de Garside
minimal A et Ms un sous-monoide parabolique de M tels que ds existe mais on n’a
pas dds = A?

Théoréme 3.18 Soit M un monoide de Garside et soit A son élément de Garside mini-
mal. Soit Ms un sous-monoide parabolique de M. Supposons que I’élément d;s existe et
que 'on a A = §ds. Alors, ’ensemble M? est un treillis et le treillis M (A) est isomorphe
a un produit semi-direct de M () et M.

DEMONSTRATION : D’aprés la proposition 3.16, ’application a5 est un homomorphisme de
treillis et chaque classe d’équivalence associée & ’homomorphisme a4 est en bijection avec
I’ensemble M?. En particulier, ’ensemble M? forme une classe d’équivalence et donc M?
est un sous-treillis. Notons 7, ; application ¢ — bw;(c) de ’ensemble aM? vers bM?, pour
tous a et b dans M (A). L’application 7, 5 est une bijection entre les ensembles a M 3 et bMO.
De plus, Papplication 7, préserve lordre : la relation ac < ac’ est équivalente a ¢ < ¢
et c’est équivalent & be < bc’ pour tous ¢, ¢’ dans M?. Alors 7a,b €st un isomorphisme de
treillis et la proposition 1.9 montre que M(A) est un produit semi-direct des treillis M (§)
et M°. n

On voit que les classes d’équivalence de ’application a5 sont isomorphes non seulement
comme treillis mais aussi comme sous-graphes du graphe de Cayley : quand on a une aréte
d’un élément ab & un élément abz, pour a dans M (4), b dans M % et  un atome, alors
cette aréte est étiquetée par I’atome x. De méme, 'aréte de a’b a a'br est étiquetée par
Patome z pour chaque a’ dans M(6).

Tout monoide d’Artin-Tits de type sphérique est un exemple de monoide de Garside
satisfaisant les conditions du théoréme 3.18. Dans ce cas, le treillis de la divisibilité des
éléments simples est isomorphe au treillis de I’ordre faible dans le groupe de Coxeter
associé et on connait déja la décomposition de ce treillis. Il existe d’autres exemples de
monoides Garside auquels le théoréme 3.18 s’applique.

Exemple 3.19 Considérons le monoide M donné par la présentation (z,y; zyz = y?).
Ce monoide est un monoide de Garside et son élément de Garside est y* (voir [14]).
Les éléments simples sont 1, z, ¥, zy, y?, yz, yzy et y>. Le sous-monoide engendré par
I’élément z est un sous-monoide parabolique de M et les éléments z-réduits sont 1, y, yx
et yry. Puisque I'élément x - yzy est ’élément de Garside de M, le graphe caractéristique
est un produit semi-direct des treillis M (z) et M* (voir la figure 3.7). Remarquons aussi
que le sous-monoide engendré par y n’est pas parabolique et donc on ne peut pas trouver
une structure de produit semi-direct associé a 1’élément équilibré y.

M. Picantin a considéré dans sa thése [42] une notion de produit croisé de monoides de
Garside qui permet de construire certains monoides de Garside & partir de monoides de
Garside plus petits. On montre ici que les graphes caractéristiques des monoides obtenus
par cette construction sont des produits semi-directs.

Définition [42] : Supposons que Mi,..., M, sont des monoides de Garside. Soit 4
I’ensemble des atomes de M; pour ¢ entre 1 et n. Une famille des fonctions vérifiant les
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)

FiG. 3.7 — Le graphe caractéristique du monoide (z,y; zyx = y?). Les arétes
grises représentent = et les noires représentent y.

identités de résidu est définie comme une famille © de fonctions O : M x M; — M;
pour 1 < i # j < n telles que, pour tout a dans M;, la restriction ©;;(a,-) de ©;;
a {a} x M; soit une bijection de M, et vérifie

@ij (ab, C) = G)ij (b, @ij (a, C)), (35)
eij (a, Cd) = 61']' (CL, C)eij(eji (C, a), d), (36)
ejk (eij (a’ C)’ Oik (av e)) = Oix (@ji(ca a)’ ejk (C’ e))’ (3'7)

pour a,b dans M;, c,d dans Mj, e dans My, avec 1 < i # j # k # i < n. Le produit
croisé NZ@M,- est défini comme le quotient du produit libre des M; par la congruence
engendrée par tous les couples (20;;(z,y),y0;i(y,z)) avec z dans A;, y dans A; et 1 <
i < j < n. Pour n = 2 on note le produit croisé¢ M; x5 M.

On voit que la définition du produit croisé ne dépend pas de l'ordre des mono-
ides My, ..., M,. Les deux résultats suivants sont établies dans [42].

Lemme 3.20 [42] Supposons que My, ..., M, sont des monoides de Garside. Soit 6 une
famille des fonctions vérifiant les identités de résidu. Alors :

(7) On a ||9;;(a,b)|| = ||b]| pour tous i,j entre 1 et n et tous a de M; et b de M;. )
(#4) Pour chaque i entre 1 et n, application a — a est un plongement de M; dans N?Mi.
(744) L’application (a1,...,an) —> a1 - - - an est une bijection entre les ensembles My x M,
et N?Ml

Proposition 3.21 [42] Supposons que My, ..., M, sont des monoides de Garside. Alors,
pour chaque famille © des fonctions vérifiant les identités de résidu, le monoide [X]?Mi
est un monoide de Garside. Les éléments simples de [X]?Mi sont des produits d’éléments

simples de My,..., M, et le treillis des éléments simples de N?Mi est isomorphe au
produit direct des treillis des éléments simples de M, ..., M,.

Considérons le cas du produit croisé de deux monoides. La proposition 3.21 dit que le
treillis des simples de M; <5 M3 est isomorphe au produit direct des treillis des simples
de M; et de M. En général, ce treillis ne pas égal au produit direct des treillis de simples
de M; et de My, c’est-a-dire, il n’est pas vraie que tout élément simple de M; <5 M2 qui
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sécrit ab avec a simple dans M; et b simple dans M, satisfait ab = ba. C’est pourquoi on
considére la construction de produit semi-direct ici : le graphe qui est obtenu a partir du
diagramme de Hasse du produit semi-direct des simples de M; et de M5 en étiquetant les
arétes par des générateurs est le graphe caractéristique du monoide M; g M.

Proposition 3.22 Supposons que M;, Mz sont des monoides de Garside. Soit 6 une
famille des fonctions vérifiant les identités de résidu. Notons A; I’élément de Garside
minimal du monoide M;, pour i = 1,2, et notons M le monoide My g M,. Alors le
treillis des éléments simples du monoide M; <5 M2 est égal au produit semi-direct
M(Aq) x¥ M(Asz), ou lapplication ¢ est définie comme @qq4(b) = O12(z,b), pour
chaque a dans M(A;), chaque b dans M(Aj3) et chaque = atome de M;. En parti-
culier, I'aréte de ab vers ax©13(z,b) dans le graphe caractéristique est étiquetée par
latome O3 (b, z).

DEMONSTRATION : D’aprés la proposition 3.21, I’élément de Garside de M est 1’élé-
ment A;As. D’aprés le lemme 3.20, les éléments du monoide M; ne s’écrivent jamais
comme des produits d’éléments de M; et de Ms. Alors, chaque élément de M; qui est
simple dans M est aussi simple dans M; et le sous-monoide M; est parabolique dans M.
Puisque le treillis des diviseurs de A;A, est le produit des treillis des simples dans M;
et dans Ms, chaque élément simple a, avec a A A; = 1, est un diviseur de I’élément As.
Donc 1’élément A, est le plus grand élément de I’ensemble M*21 et toutes les condi-
tions du théoréme 3.18 sont satisfaites. Par conséquent, le treillis des simples de M est
un produit semi-direct M(A;) X? M(Aj). Par définition du produit croisé, on a la rela-
tion az©12(z,b) = abOa (b, z), pour tous a dans My, b dans M; et z atome de M;. D’aprés
le lemme 3.20 (%), ’élément ©o; (b, z) est un atome et donc 1'élément abO (b, z) est succes-
seur immédiat de I’élément ab. De plus, I’élément ab n’est pas un multiple & droite de 1’é1é-
ment ax puisque x appartient & M; et b appartient & My. Donc on a abVax = azO12(z, b)
et la forme de ’application ¢g 4, résulte de la relation (1.4). D’aprés le lemme 1.15, I'ap-
plication ¢ est déterminée par les applications ¢, .- parce que ’élément ax est successeur
immédiat de I’élément a. n

Exemple 3.23 Soit M; le monoide donné par la présentation (z; ) et soit M5 le monoide
donné par la présentation (y, z; zy = yz) (autrement dit, M; est le monoide commutatif
libre en ¢ générateurs). Ces monoides sont des monoides de Garside et les éléments de
Garside minimaux sont A; = z et Ay = yz. Soit * I'automorphisme non trivial de My,
c’est-a-dire ’homomorphisme de M; sur M> défini par y* = z et 2* = y. On définit une
famille © des fonctions vérifiant les identités de résidu comme suit :

©12(a,b) = b*, pour tous a dans M; et b dans My,
©21(b,a) = a, pour tous a dans M; et b dans M.

Le produit croisé My <5 M, noté M, est le monoide donné par la présentation
M = (z,y,z; yz = 2y, TY = 2T, Tz = YI). (3.8)

L’élément de Garside du monoide M est le produit des éléments de Garside des mo-
noides M; et My, c’est-a-dire I’élément zyz. Puisque le produit croisé ne dépend pas de
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I’ordre des monoides M7 et My, le graphe caractéristique de M est a la fois un produit
semi-direct M (A1) x M(Az) et a la fois un produit semi-direct M (Aq) x M(A;) (voir la
figure 3.8).

\
v

O E

M(A) M(As) Q/M?Al)[XM(AQ) “TM(A2)X M(A7)

N S

Fi1Gg. 3.8 — Les produits semi-directs des graphes caractéristiques des mo-
noides de ’exemple 3.23 donnent le graphe caractéristique du monoide pré-
senté par (3.8). Les arétes pointillées représentent z, les grises représentent y
et les noires représentent z.
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Chapitre 4

Identités LD, I, LI et leurs
expansions

Ce chapitre est consacré aux identités d’auto-distributivité a gauche, d’idempotence et
de pseudo-idempotence & gauche. On définit les expansions d’un terme ¢ comme certains
termes équivalents & ¢ de longueur plus grand de ¢t et on montre que les expansions
forment une famille confluente. Ensuite on définit les coupures d’un terme ¢ et on étudie
quels termes s’obtiennent comme des coupures des expansions du terme t. Cela permet
de trouver une forme normale de t lorsque ¢ est une coupure d’un autre terme .

Dans la section 1, on définit les expansions d’un terme et on montre la confluence.
Dans la section 2, on regarde les termes comme des arbres et on introduit des définitions
qui viennent de ce point de vue. Dans la section 3, on définit les coupures d’un terme et
on donne des caractérisations des coupures des expansions. Dans la section 4, on définit
la forme tg-0-normale.

4.1 Confluence des expansions

Dans cette section on travaille avec des termes binaires, c’est-a-dire des termes avec
une opération binaire, notée -. Cette opération n’est pas supposée associative et donc on
doit utiliser un parenthésage pour distinguer ’ordre des multiplications. Néanmoins, il est
parfois plus commode de ne pas écrire trop de parenthéses, dans ce cas 1a on écrit -y - 2
au lieu de z - (y - z). On considére ici trois identités :

Auto-distributivité & gauche — LD z-(y-2)=(z-y) (z-y), (4.1)
Idempotence — I T-z =z, (4.2)
Pseudo-idempotence & gauche — LI (x-z)-y=z-y. (4.3)

On dit d’habitude « distributivité & gauche » au lieu d’auto-distributivité & gauche et
on dit « idempotence & gauche » au lieu de pseudo-idempotence & gauche. On voit que
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I'idempotence & gauche est une version faible de 'idempotence. On note LDI la famille
d’identités LD+I et LDLI la famille d’identités LD-+LI.

On introduit dans cette section la notion d’expansion d’un terme et on montre que les
expansions forment une famille confluente, c’est-a-dire que deux expansions quelconques
ont toujours une expansion commune. On fixe dans toute la suite un ensemble des va-
riables X. On note T'x ’ensemble des termes dont les variables sont dans X.

Définition : Soient ¢,t' deux termes de T'x.

(7) On dit que t' est une LD-ezpansion de base du terme t s’il est obtenu a partir de ¢ en
remplagant un sous-terme t; - (t2 - t3) par le sous-terme (¢; - t2) - (¢1 - t3).

(73) On dit que t' est une I-expansion de base du terme t s’il est obtenu a partir de ¢ en
remplagant un sous-terme t; par le sous-terme t; - t;.

(7i7) On dit que t' est une LI-ezpansion de base du terme ¢ s’il est obtenu a partir de ¢ en
remplagant un sous-terme t; - t3 par le sous-terme (t; - t1) - ta.

(fv) On dit que t' est une LDI-ezpansion de base du terme t si t' est ou bien une LD-
expansion de base de ¢t ou bien une I-expansion de base de t.

(v) On dit que t' est une LDLI-expansion de base du terme ¢ si t' est ou bien une LD-
expansion de base de t ou bien une LI-expansion de base de t.

Dans toute la suite on suppose que X est une des familles d’identités LD, I, LI, LDI,
LDLI. On note = la plus petite congruence sur ’ensemble T'x engendrée par les identi-
tés . Par construction, si un terme ¢’ est une X-expansion de base de t alors les termes ¢
et ¢ sont I-équivalents, c’est-a-dire on a ¢t =, t’. L’implication réciproque est exprimée
dans le lemme suivant qui est facile :

Lemme 4.1 Soient t,t' deux termes de T'x. Alors les termes t et t' sont {-équivalents si
et seulement s’il existe une suite des termes t = tg, t1,...,tx = t' telle que, pour chaque 1
entre 1 et k, soit t; est une X-expansion de base de t;_1 soit t;_, est une X-expansion de
base de t;.

La proposition suivante dit que ’on peut omettre I'indice X dans la notation de la
relation = :

Proposition 4.2 Supposons que X est inclus dans X', Alors, pour deux termes quel-
conques t,t' de Tx, la relation t =, t' est équivalente a t =, t'.

DEMONSTRATION : Supposons que ¢ et t' appartiennent a Tx et que on a t =,/ t.
D’aprés le lemme 4.1, il existe une suite t = g, t1,...,tx = t' telle que les termes voisins
sont des X-expansions de base les uns des autres. Puisque les X-expansions conservent
I’ensemble des variables qui apparaissent dans les termes, tous les termes ¢;, pour ¢ < k,
appartiennent a T'x. D’aprés le lemme 4.1 de nouveau, on a t = ¢'. [

On itére la notion d’expansion de sorte qu'une X-expansion de base soit une 1-x-
expansion.
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Définition : On dit qu’un terme ¢’ est une k- -ezpansion du terme t 8’il existe une suite
t = to,t1,...,tx =t telle que t; est une X-expansion de base de t;_1, pour tous i entre 1
et k. On dit que t' est une X-ezpansion de t (notation t = t') s’il existe k tel que ¢’ est
une k--expansion du terme ¢.

Le lemme suivant est facile :

Lemme 4.3 Supposons que t; est une k;-X-expansion du terme t;, pour i = 1,2. Alors
le terme t| - t}, est une (k1 + k2)-X-expansion du terme t; - t3.

En suivant [12] on introduit une opération de distributivité & gauche itérée :

Définition (distribution uniforme [12]) : Soient ¢y, ¢ deux termes. Le terme to *t est
définit inductivement :

(4.4)

bt — to-t si t est une variable,
07" T (to#t1) - (to *ta) pourt =ty -ts.

On peut montrer par induction que le terme ¢g*t s’obtient & partir du terme ¢ en appliquant
la substitution = — tq - x.

Lemme 4.4 [12]
(7) Pour tous termes tg,t, le terme ty * t est une LD-expansion du terme t - t.
(74) Supposons que t’ est une X-expansion d’un terme t. Alors, pour chaque t, le terme to-t'
est une X-expansion du terme tg - t.
(#33) Supposons ty — t). Alors, pour chaque t, on a (tg * t) — (t} * t).
(iv) Supposons to — t}. Alors, pour chaque t, on a (to * t) — (t§ * t).
LDLIL LDLI

(v) Supposons ty — t;. Alors, pour chaque t, on a (to * t) — (ty * t).
(vi) Pour tous to,t1,t2, on a (to * (t1 * t2)) —= ((to * t1) * (o * t2)).

DEMONSTRATION : Les résultats (), (i7i) et (vi) sont montrés dans [12] donc on montre
uniquement les résultats (i), (iv) et (v).

Commengons par (ii). Il suffit de faire la démonstration lorsque le terme ¢’ est une

r-expansion de base du terme t. Supposons d’abord ¢/ =¢-¢ donc ¢t — ¢'. On a to %t =
(to xt) - (to * t), ce qui est une I-expansion du terme t; * t.

Ensuite, supposons ¢t = t; -t et t' = (¢1 - t1) - t2, ce qui est un cas particulier de
LI-expansion. On a alors tg xt' = ((to * t1) - (to * 1)) - (to * t2) qui est une LI-expansion
du terme (tg * t1) - (to * t2).

Ensuite, supposons t =ty - (t3 - t4) et t' = (t1 - t3) - (¢1 - t4)- On a
toxt = (toxty) - ((to*t3)- (to*ts)) — ((to*t1) - (to*t3)) - ((to*t1) - (to *ts)) =to *t'.

Les autres cas sont montrés par induction sur ¢. Supposons que ¢’ est une X-expansion
de base de t, différente des expansions déja considérées. Si ¢ est une variable alors le résultat
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est vrai puisque aucune autre expansion de base n’est possible. Supposons t = t1 - t5 et
que t’ est obtenu & partir de ¢ en remplagant un sous-terme s de ¢ par un sous-terme s’.
Si s est un sous-terme de ¢; alors le terme ¢’ s’écrit comme t] - £, pour ¢}, une X-expansion
du terme t;. Par hypothése d’induction, ¢y *t] est une X-expansion du terme g * £, et on
trouve

toxt = (to*t1)- (to*ta) = (toxt)) - (to*t2) =to*t.

Le cas ol s est un sous-terme de 2 est semblable et le cas s =t a été déja traité au début
de la démonstration.

Enfin, considérons le point (iv) qui se montre par induction sur ¢. Si ¢ est une variable,
on aty*t =ty -t qui est, d’aprés le lemme 4.3, une LDI-expansion du terme tg - ¢.
Supposons maintenant ¢ = t; - to. D’aprés hypothése d’induction, le terme tj * t; est
une LDI-expansion du terme ty * t;, pour i = 1,2. On en déduit, d’aprés le lemme 4.3,
toxt = (toxty) - (toxta) = (tht1)-(th*ta) = th*t et c’est ce que 'on voulait démontrer.
La démonstration du point (v) est semblable. |

On introduit maintenant les opérateurs de dilatation. On montre aprés que ces opé-
rateurs jouent le role d’une sorte des « majorants » pour toutes les expansions de base
possibles d’un terme.

Définition (opérateurs 0 [12]) : Supposons que t est un terme. On définit les termes
Opt, Oupit et Oyt de la fagon inductive :

t si t est une variable

Ot = ’ (4.5)
Oty * Oipte  pour t =ty - to,
t-t si t est une variable

Oipit = ’ (4.6)
Oupit1 * Ot pour t = tq - ta,
t si t est une variable

Opuit = ’ (4.7
Ouoit1 * Oupuit2 pour t =t; - ta.

Exemple 4.5 Considérons le terme ¢t = z - (y - z). On va calculer les termes 9t expli-
citement. Puisque la définition est inductive, on va déterminer les 0’s des sous-termes
de t. On a Opxr = o, Oy = ¥y, Oz = z et Opyz = y* 2z = y -z et donc on a
Owt=zx(y-2)=(z-y)-(z-2). Pour LDIlona Oz =z-2, Oy =y -y, Oz =22
et duyz = (y-y)*(2-2z) = ((y-y)-2)-((y-y)-2). Donc on a Ount = (z-z)*((y-y)-2)- ((y-y)-2) =

((((z-2)-9)-((z-2)-y)) - (&~ 2) - 2)) - ((z - 2) - y) - (2 - 2) - 9)) - (2 - 2) - 2)).

Enfin, pour LDLI on a Oypuz = 2z et Opuyz = (y-y) * 2 = ((y - y) - 2) et donc on a
Oput = (z-2) * ((y-y) - 2) = (((z-2) - y) - ((z - 2) - y)) - ((z - 2) - 2).

Dans [12], il est montré que Ot est une LD-expansion de toutes les LD-expansions
de base de ¢t possibles. Dans [38], Larue a montré que Ot est une LDI-expansion des
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toutes les LDI-expansions de base de ¢t. De la méme fagon, on va montrer que Oyt est
une LDLI-expansion des toutes les LDLI-expansions de base du terme ¢t. On commence
par la liaison entre Oy pt, Oipt et Oipyt.

Lemme 4.6 [38] (i) Pour chaque t, on a Oyt = Oput - Oipurt-

LDLI

(72) Pour chaque t, on a Oipt — Oypyt 55 Oyt

DEMONSTRATION : (i) On montre le résultat par induction sur ¢. Le résultat est évident
lorsque t est une variable. Supposons t = t; - t2. On a
Oupit = Oupit1 * Oippta = Ouprty * (aLDLItQ : aLDL1t2) =
= (aLDItl * 6LDLIt2) : (6LDIt1 * 8LDLItZ) = Owput - Oupurt.

(72) La relation Oppyt L5 Ot résulte de (7). On montre Jypt 22 Buput par induction

sur t. C’est vrai lorsque t est une variable, considérons t = t; - t5. On a alors 9t =
LDLIL

Owt1 * Owpta — Ounit1 * Ouout = Owouit- u

Définition : Pour chaque terme ¢ on définit lg(¢) comme suit :

(4.8)

lg(t) = 1 lorsque t est une variable,
& 1g(t1) + lg(tz) +1 pourt=t;-ts.

Le nombre 1g(t) signifie le nombre de variables plus le nombre de signes - qui appa-
raissent dans le terme ¢.

Lemme 4.7 Pour chaque terme t, on a les inégalités
1g(Oint) < lg(Oout) <281 —1 et lg(Omt) < 28D — 1. (4.9)
DEMONSTRATION : D’abord on a I’égalité suivante qui est démontrée dans [12] :

Ig(to * ) = (Ig(to) + 3)(1g(t) +1)/2 — 1.

Maintenant on montre la borne pour 0.t par induction sur ¢. La borne est vraie lorsque ¢
est une variable. Supposons t = t; - to. On trouve

lg(aunt) = 1g(aLDItl * 6LDIt2) = (lg(aLDItl) + 3) (lg(aLDItZ) + 1)/2 -1
< (28t)+ 1 4 3) (2t _141)/2 -1
= 9lg(t1)+lg(t2)+1 4 olg(t2)+1 _ 4
< 2lg(t1)+lg(t2)+2 1= 21g(t)+1 —1.

D’aprés le lemme 4.6, on a 1g(0ipt) = 21g(0put) + 1. Et Vinégalité 1g(0ipt) < lg(Ouput) est
évidente. =

D’ici, jusqu’a la fin de la section, le symbole X note une de familles d’identités LD,
LDI ou LDLI.
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Lemme 4.8 Pour chaque terme t, on a t = 9yt.

DEMONSTRATION : Le fait t — 8;pt est montré dans [12]. Ensuite, considérons le cas dypit
que ’on montre par induction sur ¢. Le résultat est vrai lorsque t est une variable. Suppo-
sons t = t1 - ta. On a Oyt = Oty * Oppute. Par hypothése d’induction, le terme Oy, t; est
une LDLI-expansion du terme ¢ et le terme O,p,te est une LDLI-expansion du terme to
ce qui, d’aprés le lemme 4.4, implique

LDLI LDLI LDLI

tl : t2 — (tl * tl) * t2 — (aLDLItl ‘ 8LDLIt1) ‘ aLDLIt2 — aLDItl * aLDLIt2-

Enfin, considérons le cas 0, t. D’aprés le lemme 4.6, si 0.t est une LDLI-expansion du
terme ¢ alors Oyt est une LDI-expansion de t. [ ]

Maintenant on montre que 0t est une expansion commune de toutes les expansions de
base du terme ¢.

Proposition 4.9 Soient t,t deux termes. Si t' est une X-expansion de base de t alors
Oyt est une H-expansion de t'.

DEMONSTRATION : (i) Le résultat ' — 8,t est montré dans [12].

(7¢) On montre ¢/ 22 Bput par induction sur ¢. Le résultat est immédiat lorsque ¢ est
une variable. Supposons t = t; - t2 et que le terme ¢’ et obtenu & partir de ¢ en remplacant
un sous-terme s par un terme s’. Si s est un sous-terme du terme ¢; alors on a t' =t} - 5,
pour un certain ¢}. Puisque le terme t| est une LDLI-expansion de base du terme ¢, par

hypothése d’induction, on sait que Oypt1 est une LDLI-expansion du terme ¢}. Maintenant
on at) -ty O Biputt - Ouputs — Ouprt1 - Oupute — Oyput. Le cas oil s est un sous-terme

de t5 est semblable.

Deux cas manquent, & savoir une LI-expansion et une LD-expansion & la racine de t.
Considérons d’abord ¢/ = (t1-t;)-t2. Ony at’ == (dput1-Oout1)-Orouts = Ouort1-Orputs —
Oioiit. Maintenant 1’autre cas, notamment ¢ = t1 - (£3-t4) et t' = (¢1 - t3) - (1 - ta). D’aprés
le lemme 4.8, le terme Jy,t est une LDLI-expansion du terme ¢; * t;. Mais ce terme est
égal & (t1 *t3) - (t1 * t4) ce qui est une LD-expansion du terme t].

(747) On montre enfin ¢’ =25 Bupit. Sit’ est une LDLI-expansion du terme ¢, on a fini
puisque O;pt est une I-expansion du terme Opyt. Si t' est une I-expansion de base qui
change un sous-terme de t, le méme argument est possible comme dans le cas LDLI. Ce

qui reste et donc t' =t-t. On a t' == Aput - Oiput = Oinit, ce qui est le résultat voulu. m

Exemple 4.10 Le terme 0.t n’est pas en général la plus petite X-expansion commune
de toutes les -expansion de base du terme ¢. Définissons le plein terme de hauteur k sur
la variable z comme :

fully = = fully = fullg_q - fullg_q . (4.10)

Considérons t = (z - z) - z - = - z. Il est facile a vérifier que le terme fulls est une LD-
expansion de toutes les LD-expansions de base du terme ¢ et que le terme full; est une
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LDI-expansion de toutes les LDI-expansions de base du terme t. Pourtant, le terme Ot
est une LD-expansion propre du terme full et le terme Oyt est une LDI-expansion propre
du terme fully. Un exemple pour LDLI est semblable.

Le terme suivant est de montrer que les opérateurs 9 sont croissants par rapport aux
expansions.

Lemme 4.11 Soient t,t deux termes. Alors t = t' implique 8.t = d,t'.

DEMONSTRATION : Le résultat, pour l'identité LD, est montré dans [12]. Considérons le cas
de LDLI, en supposant que t' est une LDLI-expansion de base de t. On utilise induction
sur t. Quand t est une variable, le résultat est immédiat. Supposons alors t = t; - ts.
Le terme t est obtenu a partir de ¢ en remplagant un terme s par un terme s’. Si s
est un sous-terme de ¢; alors le terme ¢’ est de la forme ¢} - ¢, pour un certain ¢}. Par

hypothése d’induction, le terme Ot} est une LDLI-expansion du terme Oip;t; et cela
LDLI

donne Opiit = (aLDLItl : aLDthl) * Oppuite — (8LDLIt11 : 8LDL1tI1) % Opputz = Oput’. Le cas de S,
un sous-terme de %2, est semblable.

LDLI

Pour ¢’ = (tl : tl) -t2,on a Ouput = (aLDLItl : aLDLItl) * Oprite — (aLDItl * 8LDIt1) * Oppurts =
BLDLItI. Pour t = tl . (t3 . t4) et t/ = (tl . t3) . (tl . t4), on a 8LDLIt = 8LDIt1 * (8Lmt3 * 8LDLIt4)
et Oput’ = (Oupit1 * Ounits) * (Oupity * Oputsa) et on peut utiliser le lemme 4.4. Tous les
cas ont été exploités et ce montre le résultat pour LDLI. La démonstration pour LDI est
semblable & celle pour LDLI. ]

Maintenant on est prét & montrer le résultat principal de cette section, & savoir la
confluence des -expansions.

Définition : Pour deux termes t et t' on définit dy(¢,t'), la X-distance entre t et t',
comme le nombre minimal de -identités qui doivent étre utilisées pour obtenir ¢’ a partir
de t. Sit et t' ne sont pas -équivalents, on pose dy(t,t') = co.

Proposition 4.12 Soient t et t' deux termes. Supposons dy(t,t') = k < oco. Alors le
terme Ot est une X-expansion de t'.

DEMONSTRATION : On utilise induction sur k. Le résultat est clair pour k£ = 0, supposons
donc k > 0. Il existe un terme t" avec dy(¢,t") = k — 1 et dy(¢',t") = 1. Par hypothése
d’induction, 1’élément B’Ij_lt est une X-expansion du terme ¢. Il y a maintenant deux
possibilités : soit ¢ est une H-expansion de base du terme t’, dans ce cas la on a ¢/ =
t" 5 951t 5 9Ft, soit ' est une H-expansion de base du terme t”, dans ce cas la
I’élément 0.t est une X-expansion du terme t’, d’aprés le lemme 4.9. Ensuite, d’aprés le
lemme 4.11, le terme 0%t est une -expansion du terme d;t" et donc aussi une X-expansion
du terme t'. ]

Puisque pour chaque terme t', une k-X-expansion d’un terme ¢, on a dy(¢,t') < k, on
en déduit :

CHAPITRE 4 IDENTITES LD, I, LI ET LEURS EXPANSIONS 148



SECTION 2 TERMES COMME ARBRES 150

Corollaire 4.13 Supposons qu’un terme t' est une k-IX-expansion d’un terme t. Alors le
terme 0%t est une X-expansion du terme t'.

Il vaut de remarquer que, pour n’importe quelle paire ¢ et ¢’ de termes, la relation ¢ = ¢/
est décidable. Il suffit d’énumérer toutes les X-expansion du terme ¢’ qui ont plus petite
longueur que ¢ parce que le nombre de telles expansions est fini.

4.2 Termes comme arbres

Dans cette section préparatoire on identifie les termes et les arbres binaires. On in-
troduit des définitions qui sont naturelles du point de vue des arbres et qui facilitent le
travail avec les termes.

Chaque terme d’un ensemble Tx peut étre naturellement représenté comme un arbre
binaire dont les feuilles sont étiquetées par des variables de X. On voit un exemple dans
la figure 4.1.

Z1 T5 Te
T4
T2 X3

F1a. 4.1 — L’arbre qui représente le terme (21 - ((z2 - x3) - 4)) - (25 - 6)-

Chaque sous-terme s d’un terme t est associé & un chemin dans ’arbre qui représente ¢
— le chemin de la racine de t vers la racine de s. Ce chemin peut étre décrit comme une
suite de bifurcations vers la gauche ou vers la droite.

Définition : Une adresse est une suite finie de 0’s et 1’s. L’adresse vide est notée &.
L’ensemble de toutes les adresses est noté A. Une adresse « est dite finale si on a a = 1P
pour p > 0.

Quand on écrit des adresses, on ajoute simplement un chiffre aprés un autre ; donc 00
et 1011 sont des adresses qui correspondent respectivement au chemins « gauche—gauche »
et « droite-gauche—droite—droite ». Si o et 3 sont deux adresses, alors a3 est 'adresse
obtenue en concaténant les adresses o et 8. L’ensemble A équipé avec la concaténation
est le monoide libre sur {0,1}.

Définition : Pour a et 8 dans A, on dit que «a est un préfize de 3, notation o C 3, si
on a = ary pour une adresse v de A.

Lemme 4.14 [12] La relation T est un ordre partiel sur A ; adresse @ est I’élément
minimal et, pour chaque adresse «, les préfixes de o sont totalement ordonnés par C.
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Définition : Pour o, 8 dans A, on dit que « se trouve a droite de 8 ou que 8 se trouve
a gauche de a, notation o > 8 s’il existe une adresse 7y qui satisfait v1 C «a et 70 C .
On dit que «a et B sont orthogonales, notation o L 3, sion a a > S ou 8 > Q.

La relation >z est un ordre partiel sur A.

Définition (précédence) : Pour o, dans A, on écrit @ > S si et seulement si on
aa>zfoual .

Lemme 4.15 [12] La relation < est un ordre total sur A et & est maximal dans (A, <).
Chaque adresse sous la forme a1l admet o comme le successeur immédiat et chaque adresse
sous la forme a0 est la borne inférieure de la suite décroissante al, a10, o100, ... .

Définition : Supposons que t est un terme. Pour «, une adresse de A, le sous-terme
de t a a, ou le a-sous-terme de t, est le terme sub(t, ), spécifié possiblement comme :

t pour a = &,
sub(t,a) = < sub(t;,3) pour a =08 et t =t; - to, (4.11)
sub(te,8) pour a =18 et t =t - to.

Exemple 4.16 Considérons le terme ¢ de la figure 4.1. On a, par exemple, sub(t,1) = z5-
zg, sub(t,01) = (z2-x3)-z4 et sub(¢,0110) = 3. Remarquons aussi que le terme sub(¢, 000)
n’est pas défini.

Lemme 4.17 [12] Soit ¢t un terme et soient « et 3 deux adresses. Alors on a sub(t, o) =
sub(sub(t, ), B) : soit les deux termes existent et ils sont égaux, soit aucun d’eux n’est
défini.

Définition : Soit t un terme. On dit que « est une adresse dans t si le sous-terme sub(¢, o)
existe. Dans ce cas 13, on dit que « est externe dans t si sub(t, @) est une variable, et est
interne autrement. Le squelette de t est défini comme ’ensemble Skel(t) de toutes les
adresses dans t; le contour de t est défini comme ’ensemble Out(t) de toutes les adresses
externes dans ¢.

Exemple 4.18 Soit t le terme de la figure 4.1. Alors le squelette de ¢ consiste en 11
adresses, & savoir 00, 0100, 0101, 010, 011, 01, 0, 10, 11, 1 et &, ordonnées par 'ordre <.
Parmi eux, les adresses 11, 10, 011, 0101, 0100 et 00 sont dans le contour de t. Ces adresses
sont ordonnées par ’ordre > ;.

Définition : Supposons que « est une adresse et que B est un ensemble d’adresses. On
définit sh,(B) comme ensemble {af3; 8 € B}.
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Lemme 4.19 [12] Pour un terme t, égal 4 t; - t2, on a

Skel(t) = {2} U sho(Skel(t1)) U shy (Skel(t,)), (4.12)
Out(t) = Sho(Out(tl)) U shl(Out(tg)). (413)

Lemme 4.20 [12] Supposons que t est un terme. Alors une adresse o appartient au
squelette de t si seulement s’il existe 3 telle que a8 appartient au contour de t.

Notation : Soit ¢ un terme et soit o de Skel(t). Alors il existe des entiers uniques p
et q tels que a0P et al? appartiennent au contour de ¢. S’il n’y a aucune confusion, on
écrit a0* et al* pour ces adresses pour éviter I'introduction de p et gq.

4.3 Coupures d’'un terme

Le but de cette section est de donner un critére permettant de montrer que deux termes
ne sont pas LDI- ou LDLI-équivalents. Pour I'instant, il existe deux méthodes principales
syntactiques pour montrer que deux termes ¢ et ¢’ ne sont pas LDI-équivalents :

- regarder les variables : les termes ¢ et ¢’ sont LDI-équivalents seulement s’ils ont le méme
ensemble de variables, la méme variable la plus & gauche et la méme variable la plus &
droite;

- associer un poids : on chosit un nombre p entre 0 et 1 et des nombres w,, pour chaque
variable x, et et on définit le poids d’un terme s comme

w(s) = {wm pour s = x, une variable, (4.14)

p-w(s1)+ (1 —p)-w(sz) pour s=s;-ss.

1l est facile & vérifier que deux termes t et t' sont LDI-équivalents seulement si on a w(t) =
w(t') quel que soit le poids w : on a évidemment w(t1) = w(ty - t1) et w(ty -t - t3) =
w((ty - t2) - (t1 - t3)) et le reste résulte d’induction.

On va construire maintenant un nouveau critére. On définit ici les sous-termes & gauche
itérées d’'un terme et les coupures d’un terme et on montre qu’il s’agit, & X-prés, de la
méme notion. On en donne ensuite une autre caractérisation quelle permet de montrer
dans cas particuliers qu'un terme ¢t ne peut pas étre un sous-terme d’un terme t'. Le
symbole X désigne de nouveau une quelconque des familles d’identités LD, LDI ou LDLI.

Définition (sous-terme a gauche itéré) : Pour deux termes t; et to on écrit t; C to
si on a t; = sub(t1,0P) pour un p > 0. On note ¢; C to la méme relation avec p > 0. On
écrit t; Ty to 8’1l existe des termes t; et to avec t} =4, 5 2ty et 1) Cth.

Il est évident que les relations [ et C sont transitives. La méme chose est vraie pour Ty
parce que les relations t Ty t' et t' T, t” entrainent l'existence de termes si,...,s,
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et si,...,s, satisfaisants ¢’ Z (o (t-s1)s2) ) -spett! Z (-t -5))-sh)-r) 8.

Donc on a
7 E (e (e (tes1) - s2) ) - 8p) - 8h) - 8h) ) - sy
et on voit t C t".

La relation C;; est un ordre partiel, c’est-a-dire, on a t; Ty 2 en méme temps que

to Cpp to si et seulement si on a t] = to (voir [12]). Ce résultat est en défaut pour Ty
LDI

et Cypy : 0n &, par exemple, z-y C (z-y)-z C ((z-y)-2)-((z-y)-y) et 22y = ((z-y)-z)-((z-y)y).
Mais les termes z - y et (z - y) - £ ne sont pas LDI-équivalents parce que les identités LD
et I préservent la variable la plus & droite. Par conséquent, on a z -y Ty (z - y) - x et
(-y) 2 Cuy -y tandis que Pona z -y Z (z-9) - .

Une bonne propriété des sous-termes itérés est qu’ils sont, & X-expansions prés, pré-
servés par X-expansion :

Proposition 4.21 Soient t et t' deux termes. Supposons que t' est k-X-expansion du
terme t et que sub(t,0”) est défini. Alors il existe p' et k' avec p’ > p et k' < k tels que
sub(t’, 07 ) est une k'-x-expansion du terme sub(t, 0P).

DEMONSTRATION : On peut supposer que t' est une X-expansion de base du terme t.
On montre le résultat par induction sur ¢. Lorsque t est une variable, le résultat est
vrai. Supposons t = t1 -ty et t' =t} - t},. Si p est égal & 0, alors le résultat est trivial.
Supposons p > 0. On a trois possibilités. Si ¢’ est obtenu & partir de ¢ en remplagant
un sous-terme de ¢1, alors on a, pour chaque p’ assez grand, les égalités sub(#’ ,0”' =
sub(t}, 01"'_1) et, par hypothése d’induction, il existe p’ > p tel que le terme sub(t}, 07 ~1)
soit est égal & sub(t1,0P~!) soit est une expansion de base du terme sub(t;,07~!). Si ¢/
est obtenu en remplagant un sous-terme de t2, alors on a sub(t,0?) = sub(¢,0P~!). Enfin,
si I’expansion est faite en la racine de ¢, alors on a ty = t3-t4 et t' = (t1 - t3) - (t1 - ta)
out = (t1-t2)-(t1-t2) out' = (t1-t1)-t2 et on voit que 'on a sub(t,07) = sub(¢,0°*1). m

Le lemme suivant est évident :

Lemme 4.22 Supposons qu’un terme s est un sous-terme d’un terme t. Soit s’ une k-x-
expansion du terme s. Soit t' le terme obtenu & partir de t en remplagant le sous-terme s
par le terme s'. Alors t’ est une k-x-expansion du terme t.

Maintenant on définit la notion principale de cette section, & savoir une coupure d’un
terme.

Définition : Pour un terme ¢ et o dans Skel(t) on définit la coupure de t en a comme
le terme cut(t, @) par récurrence :

t pour a = &,
cut(t, ) = < cut(t1,B) pour o =083 et t =t - ta, (4.15)
t; - cut(te,8) pour a =18 et t =t - to.
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X
|

T3 T4
T1 T2 I T5 Tg

F1G. 4.2 — Coupure du terme ((z1 - x2) - z3) - (z4 - (25 - 6)) en 'adresse 10 est
le terme ((z1 - z2) - z3) - 4.

Exemple 4.23 Faire une coupure d’un terme ¢ en une adresse externe o consiste a couper
I’arbre de t en deux juste aprés la feuille dont I’adresse est a. On enléve ce qui est & droite
de la coupure et on reconstruit un terme avec ce qui reste a gauche (voir la figure 4.2).
Considérons t = ((z1 - z2) - z3) - (24 - (x5 - z6)). On a cut(t,000) = z1, cut(¢,001) = z1 - z2,
cut(t,01) = (z1-22)-z3, cut(t, 10) = ((z1-22) - 23) - T4, cut(t, 110) = ((x1-22)-23) - (24-x5)
et cut(t,111) = ¢.

On n’a pas expliqué dans I’exemple, comment se représenter la coupure en une adresse
interne. Ce cas est réglé par le lemme suivant :

Lemme 4.24 [12] Supposons que t est un terme. Alors, pour chaque adresse a dans le
squelette de t, on a cut(t,a) = cut(t, al*).

On voit facilement que s C ¢t implique que s est une coupure de ¢, pour deux termes s
et t. D’un autre c6té, si s est une coupure de ¢, alorsona s C t:

Lemme 4.25 [12] Soient t un terme et o une adresse du squelette de t. Soit s la cou-
pure cut(t, ). Alors il existe t', une LD-expansion du terme t, avec s C t'. De plus, si a
n’est pas finale, alors on a s C t'.

Exemple 4.26 Considérons t = z; - (z2 - z3 - z4) - 5 et ’adresse 1010. La coupure de ¢
en 1010 est z1 - z2 - 3. On a (voir la figure 4.3)

ti) (.’1,‘1 '(1152'11)3'.’1)4))'.171 - Ty i) (:171 . ((.122'.’173)' (.’1,‘2 .174))) * L1 " Th

LD
— ((x1-22-23) - (21 -T2 T4)) - T1 - T5
et on voit que x; - 2 - T3 est un sous-terme & gauche du dernier terme.

Les coupures arbitraires d’un terme ¢ ne sont pas des sous-termes de ¢ en général, mais
elles peuvent étre exprimées comme produits de sous-termes. On décrit la correspondance
plus précisément :

Définition : Pour o une adresse, la descente ¢ gauche de o est la suite finie (v10,. .., 7,0)
oil v, -+ ,7p est ’énumération C-croissante des préfixes v qui satisfont v1 C o
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T1
Ts T Ts
z2 x1 z1
T3 T4 T2 T3 T2 T4

Fi1G. 4.3 — Le terme z; - 23 - £3 peut se trouver comme un sous-terme a gauche
d’une LD-expansion du terme z; - (22 - 3 - T4) - 5.

Par exemple, la descente & gauche de 010011 est la suite (00,01000,010010). On voit
par induction que la longueur de la descente a gauche d’une adresse « est égale au nombre
de 1’s dans a. Maintenant, la coupure en o est égale au produit des sous-termes asso-

ciés & la descente & gauche de a. On rappelle qu'un manque de parenthéses signifie le
parenthésage a droite.

Lemme 4.27 [12] Supposons quet est un terme et que o est une adresse dans le squelette

de t. Soit (o, ..., ap) aréte & gauche de a. Alors on a
cut(t, ) = sub(t,ap) - --- - sub(t, o) - sub(t, @), (4.16)
cut(t, o) 2 cut(t, o) - --- - cut(t, ap) - cut(t, o). (4.17)

La proposition suivante exprime la différence entre des coupures voisines :

Proposition 4.28 [12] Supposons que t est un terme, o une adresse non-finale du
contour de t. Notons ot le successeur immédiat de o dans le contour de o et = la va-
riable qui apparait dans t en adresse at. Supposons cut(t,«) = ty - --- - t,. Alors on
acut(t,at) =ty ----- tp - T.

Maintenant, 1’étude des coupures dans le cas de l’identité LD différe beaucoup de
I’étude de coupures dans le cas de LDI, tous simplement parce que C;; est un ordre partiel.
Désormais on ne considére plus le cas de LD mais seulement ceux de LDI et LDLI. On
utilise maintenant le symbole X pour 1'une de ces deux familles. On définit pour chaque
terme ¢ un ensemble Cuty () et on montre que cet ensemble consiste exactement en toutes
les coupures de termes X-équivalents & t.

Définition : Pour un terme ¢, on définit les ensembles Cutyy, (t) et Cutypy(f) comme les
plus petits ensembles de termes qui satisfont :

- chaque coupure du terme t appartient a Cuty(t);

- chaque terme s’ X-équivalent & un terme s de Cuty(t) appartient & Cuty(t);

- soient s, s’ deux termes de Cutyy(t); s’il existe un terme ¢’ dans Cut;p(t) dont s est la
coupure en une adresse o et s’ est la coupure en une adresse o’ et si on a o > o/, alors le
terme s - s’ appartient & Cutyy(t);

- soient s, s’ deux termes de Cutyy,(t); sl existe un terme ' dans Cutyp,(t), dont s est
la coupure en une adresse non-finale o et s’ est la coupure en une adresse o’ et si on
a a >, alors le terme s - s’ appartient & Cutyp;(t).

CHAPITRE 4 IneENTITES LD, I, LI ET LEURS EXPANSIONS 160



SECTION 3 COUPURES D'UN TERME 162

Proposition 4.29 Soit t' un terme -équivalent 4 un terme t. Alors chaque coupure de t’
appartient & ’ensemble Cuty(¢).

DEMONSTRATION : On montre le résultat par induction sur le nombre dy(t,t'). Pour t = ¢,
le résultat est évident, supposons donc dy(t,t') = k > 0. Il existe un terme t” satisfai-
sant dy(t,t") = k— 1 et dy(t",t') = 1. Supposons d’abord que ' est une expansion de
base du terme t” en une adresse 7. Si ¢’ est une LD-expansion de base de t”, alors on a,
pour chaque « dans Out(t), d’aprés le lemme 4.27,

cut(t',a) = cut(t’, a) pour « L 7,

cut(t’, a) = cut(t”,v00) pour o = 7008,
cut(t’, a) = cut(t”,v1003) pour o = 7015,
cut(t', @) = cut(t”,10) - cut(t”, v0p) pour o = 7108,
cut(t', ) = cut(t”, o) pour a = y1143.

cut(t', a) = cut(t”, @) pour a L v,
cut(t', ) = cut(t”, o) pour a = v,
cut(t’, a) = cut(t”,v8) pour a = v08,
cut(t', ) 2 cut(t”, ) - cut(t”, v8) pour a = y14.

Si t' est une LI-expansion de base de t”, alors on a, pour chaque a dans Out(t)
cut(t', a) = cut(t”, o) pour « L v,
cut(t’, o) = cut(t”, a) pour a = y1,
cut(t’, a) = cut(t”,~0p3) pour o = v00p,
cut(t’, @) = cut(t”,~0) - cut(t”,~03) pour a = y014.

Supposons maintenant que t” est une expansion de base du terme ¢ dans 1’adresse ~. Si ¢’
est une LD-expansion de base de t”, alors on a, pour chaque  dans Out(t),

cut(t', a) — cut(t a) pour a | 7,
cut(t’, @) = cut(t”,y008) pour a = 70,
cut(t’, ) = cut(t”,y01p) pour o = 1043,
cut(t', ) — cut(t a) pour a = y114.

Si t’ est une I-expansion de base de t”, alors on a, pour chaque o dans Out(t),

cut(t', o) = cut(t”, a) pour « L,
cut(t’, a) = cut(t”,~0p3) pour o = vB.
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Si t' est une LI-expansion de base de t”, alors on a, pour chaque o dans Out(t),

cut(t', o) == cut(t”, @) pour a L 7,
cut(t', a) — cut(t”, a) pour a = y1p3,
cut(t', o) = cut(t”,¥003) pour o = 708.

On a considéré tous les cas possibles. Par hypothése d’induction, toutes les coupures de t”
appartiennent a Cuty(t”). Les coupures considérées cut(t’, a) satisfont aux régles de la
définition de ’ensemble Cuty(t") et donc ils appartiennent aussi & Cut, (t"). ]

La proposition 4.29 donne une condition nécessaire pour qu’un terme t’' est équivalent
4 un terme ¢, on présent un exemple pour le terme z - y :

Corollaire 4.30 Définissons le poids w(t) d’un terme t de Ty, comme suit :
w(@) =1,  wly)=-1  w(tr-t2) = (w(t) +w(t))/2 (4.18)

Alors chaque terme t' LDI-équivalent au terme z - y satisfait I’inégalité w(cut(t', a)) > 0,
pour chaque o dans Skel(t').

DEMONSTRATION : D’aprés la proposition 4.29, il suffit de montrer que 1’on a w(s) > 0,
pour chaque s de Cutyy(z - y). Vérifions la définition de Cutyn(z - y) : chaque coupure s
de z -y satisfait w(s) > 0; il est facile & voir que deux termes LDI-équivalents ont le méme
poids; et pour chaque produit s-s', les inégalités w(s) > 0 et w(s') > 0 entrainent w(s-s') >
0. Donc, chaque terme s de Cutyy (2 - y) satisfait w(s) > 0 et le résultat est démontré. m

Exemple 4.31 Supposonst=z-yett' =(z-z-y)- (y-z)-y. Quelque soit le poids w’
considéré, on a w'(t) = w'(t') :

Tl 2,1 2 ! 2,1 2 ! 2,1 2, .1
w' (') = p*wy, + p*(1 — p)w, + p(1 — p)*w, +p*(1 — p)wy, + p(1 — p)*w, + (1 — p)~wy,

= p*wg +p(1 = p)wg +p(1 = p)w, + (1 - p)*wy, = pw + (1 - plwy, = w'(2).

Pourtant, la coupure de ¢’ en 100 est le terme (z-z-y)-y et ona w((z-z-y)-y) = —1/4.
Donc, d’aprés le corollaire 4.30, le terme ¢’ n’est pas LDI-équivalent a t.

Corollaire 4.32 Soit t' une x-expansion d’un terme t. Soit o une adresse du squelette
de t. Alors il existe une adresse o’ dans Skel(t') telle que cut(t’, ) est une X-expansion
du terme cut(t, a).

DEMONSTRATION : II suffit de regarder la deuxiéme moitié de la démonstration de la
proposition 4.29. On y montre que si un terme t” est une X-expansion de base d™un
terme ¢’ alors cut(t”, ) est une X-expansion du terme cut(t’,a’), pour une adresse o'. Le
reste résulte par induction. ]

On a montré que chaque coupure d’un terme t' qui est X-équivalent & ¢ appartient
a Cuty(t). On montre maintenant la direction opposée, c’est-a-dire que chaque terme
de Cuty(t) est une coupure d’un terme X-équivalent a ¢.
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Lemme 4.33 Soit s dans Cuty(t). Alors il existe un terme t' X-équivalent 4 t dont s est
une coupure.

DEMONSTRATION : On montre le résultat par induction sur la longueur de la décomposi-
tion du terme s comme un produit de coupures de ¢. Si s est une coupure d’un terme t’
-équivalent a t alors le fait est vrai. Supposons s = s;-s pour s; et so deux coupures d’un
terme s3 qui satisfont hypothése d’induction. Par cette hypothése, il existe un terme t”
X-équivalent & ¢t dont s3 est une coupure. On a donc sy T 57 Cy s3 E ¢ =4, D’apreés
le lemme 4.25, il existe un terme s}, LD-expansion du terme s1, tel que le terme so est
un sous-terme & gauche du terme s}. D’aprés le lemme 4.25, il existe un terme s5, LD-
expansion du terme s, tel que le terme s} est un sous-terme a gauche du terme s5. D’aprés
le lemme 4.25, il existe un terme ¢"/, LD-expansion du terme t”, tel que le terme s est
un sous-terme & gauche du terme ¢"’. On a maintenant sy C s} C s§ C ¢ Z t. No-
tons « l'adresse de sous-terme s} dans ¢ et o 'adresse de sous-terme sy dans t". Soit
maintenant ¢’ le terme obtenu par la I-expansion de base en ’adresse . On a

cut(t',a18) = cut(t”, @) - cut(t”,aB) = 5| - s = 51 - 53 = 5.

On a évidemment ¢’ = ¢ et donc le résultat est montré pour x=LDI. Considérons x=LDLIL.
D’aprés la définition de Cutyyy,(t) et d’aprés le lemme 4.25, on a s} C ¢, Alors on a o = 07
pour un p > 0 et on sait que la I-expansion de base en ’adresse 0P est la méme chose que
la LI-expansion en 1'adresse 0P~!. Par conséquent, le terme t' est LI-équivalent au terme ¢
et cela finit la démonstration. ]

Proposition 4.34 Les conditions suivantes sont équivalentes pour deux termes s et t :
(i) onasCyt;

(i) il existe un terme t', avec t = t', et a, adresse de Skel(t') satisfaisant cut(t',a) = s;
(73t) on a s € Cut(t) ;

(iv) on a Cut(s) C Cut(t).

DEMONSTRATION : (i) = (ii) Il existe s’ et t” avec s = s/, t = t/ et s’ C t'. Le terme
obtenu & partir de ¢’ en remplagant le sous-terme s’ par le sous-terme s est X-équivalent
a t. (i) = (7) résulte du lemme 4.25. (i) = (4i%) résulte du lemme 4.29. (ii7) = (iv)
résulte du lemme 4.29 et de la définition de Cut(t). (iv) = (4i7) est évident. |

Exemple 4.35 Supposons t = ((z-y)-y)-z et t' = (z-y)-((y-z)-z). Larue [38] a montré
que ces deux termes ne sont pas LDI-équivalents. On a t = cut(¢’, 100) - cut(¢’, 00) et donc,
d’aprés la proposition 4.34, on a t Ty, . Maintenant on a t —» (((z-y) - (z-y)) - y) -z
(voir la figure 4.4) et par définition, le terme (((z-y)-(z-y))-y)- ((z-y)-z) appartient a
’ensemble Cut(t). Maintenant on a (((z-y)-(z-y))-y)-z — ((((z-y)-(z-y))-v)-(((z-y)- (z-
y))-y))-z (voir la figure 4.4) et par définition le terme ((((z-y)-(z-y))-y)-((z-y)-z))-((z-y)-z)
appartient a ’ensemble Cut(t). Puisque le dernier terme est une LDI-expansion du terme ¢/
(voir la figure 4.5), on a t' T,y t, d’aprés la proposition 4.34. On donc voit que ’on ne

peut pas montrer ¢ 7 ¢ par comparaison de ’ensembles Cut(t) et Cut(t').

Considérons deux termes t et ' qui sont suspecté d’étre -équivalents. Si on trouve,
par ’étude de I’ensemble Cut(t), que ’on n’a pas t' C,, ¢, comme dans I’exemple 4.31, on
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sait que ces deux termes ne sont pas IX-équivalents. Par contre, si on trouve que t' C ¢
est vrai, comme dans ’exemple 4.35, on peut, probablement résoudre le probléme en
énumerant la forme -0 -normale qui est décrite dans la section suivante.

4.4 La forme O-normale

Dans cette section on donne une description des coupures du terme J5t pour un terme ¢.
On en déduit la définition d’une forme t¢y-Oy-normale du terme t, si le terme ¢ est, a X-
prés, un sous-terme a gauche itéré du terme 5. Comme le nom sugére, deux termes ¢ et ¢’
satisfaisants t Ty ¢ et t' T, ¢, sont X-équivalents si et seulement s’ils ont la méme forme
to-Ox-normale. On ne considére pas I'identité LD et on s’intéresse dans cette section uni-
quement aux familles LDI et LDLI. Au début de la section on introduit certains résultats
préparatoires. On commence par la forme des coupures d’une distribution uniforme.

Lemme 4.36 [12] Supposons que t et ty sont deux termes. Le contour de ty * t consiste
en :

- toutes les adresses a0y avec ag € Out(ty) et a € Out(t).

- toutes les adresses al avec o € Out(t).

Supposons o € Out(tg), o € Out(t) et cut(t, o) = s1----- Sp - & avec ¢ une variable. Alors
on a

cut(to *t,a0ag) = (tg * s1) -+~ - (to * sp) - cut(to, o),
cut(to * t, al) = to * cut(t, o).
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Définition [12] : Supposons que a et 3 sont deux adresses avec a >z 8. On dit que «
couvre (3 §'il existe une adresse -y et un entier positif ¢ satisfaisant a = 17 et v0 C £.
Autrement on dit que a découvre B et on écrit o > (.

Par exemple, 1011 couvre 1001 et 1010 incouvre 00. La couverture et la découverture
sont des ordres partiels. De plus, on a 8 > -y si une adresse a couvre [ et incouvre +.

Définition : Soit ¢ un terme et soient a3 >z a2 deux adresses de Out(t). On définit
v§(a1,az) comme le nombre d’adresses v de Out(t) couvertes par a; et strictement plus
grandes que ay. On définit v}*(a1, @2) comme le nombre d’adresses v de Out(t) satisfaisant
01 > v > az. On définit v;(a;,az) comme le nombre d’adresses v de Out(t) strictement
entre a; et as. A cette occasion, on introduit deux adresses virtuelles «, —, satisfaisant
+ < v < — pour chaque v dans Out(t).

On voit que I'on a vy(n, a2) = v (a1, a2) + v} (a1, az2), pour chaque paire aq >z .
On voit aussi que v§(aj,+) est le nombre d’adresses dans Out(t) couvertes par a;, que
v} (a1, <) est le nombre d’adresses dans Out(t) incouvertes par oy, que v}'(—, as) est le
nombre d’adresses dans Qut(t) strictement plus grandes que oy et que vf(—, as) est égal
ao.

Notre premier but est de décrire les coupures du terme Ot pour chaque terme t. On
commence par la famille LDI et on montre que chaque coupure de Oyt correspond & une
suite qui s’appelle une cascade.

Définition : Soit ¢ un terme. Une cascade dans t est une suite @ de couples ((a1, a1),. ..,
(ap,ap)) telle que aq, ..., a, est une suite strictement décroissante d’adresses de Out(t),
et ai,...,ap sont des coefficients 0 ou 1, pour lesquels a; = 0 entraine ¢ = p ou a; > o;41.
La cascade finale de t est la cascade ((1*,0)). On écrit Casc(t) pour ’ensemble de toutes
les cascades dans ¢.

On définit P'ordre lexicographique <, pour deux cascades @ = ((a1,a1),...,(0p,ap))

et § = ((B1,b1)y.-+,(Bq,bg)) comme suit :

a; < B; et aj = Bj et a; = by, pour un ¢ < p et tous 5 < i,
&<1exﬂ"<:> a; =P et a; > b; et oj = B et a; =b;, pour un i < p et tous j < 4,
p<gqeta;=peta;=bj pour tous j < p,
(4.19)

Exemple 4.37 Soit ¢ le terme (z - y) - z. Ordonné par l'ordre <,,, toutes les cascades
de ¢ sont : ((00,1)), ((00,0)), ((01,1)), ((01,1),(00,1)), ((01,1),(00,0)), ((01,0)),
((1a 1)), ((151)7(007 1))a ((171)a(00,0))’ ((L 1)7(01,1))7 ((1’1)7(01,1)a(007 1))7
((1,1),(01,1),(00,0)), ((1,1),(01,0)) et ((1,0)). La suite ((01,0),(00,1)) n’est pas une
cascade parce que 01 couvre 00.

On définit maintenant lapplication 7; de Casc(t) vers A. On montrera plus bas que 7,
décrit une correspondance bijective entre les cascades de t et le contour de Oypt.

CHAPITRE 4 IneENTITES LD, I, LI ET LEURS EXPANSIONS 170



SECTION 4 LA FORME O-NORMALE 172

Définition : Soient ¢ un terme et & = ((1,a1), ..., (ap, ap)) une cascade de t.
(7) On définit, pour chaque 1 < i < p,

pi(t, @) =2 (v} (s, ait1) + aivg (4, ig1)) + iga- (4.20)
On étend la définition aussi pour ¢ = 0 et pour ¢ = p en posant g = —, Apt1 =
et ap = ap+1 = 0.
(7%) On définit, pour & non finale,
my(@) = 0P LA =1 (10,1 (1)) (10P2(E:A)) ... (10Pp-1 (B:X)) 1 l¥pl1F+1—ap (4.21)
7r£" (@) = Po(tﬂ)—l(10p1(t@))(10ﬂ2(t,55)) e (10Pp—1(tﬁ))(lopp(t,&'))’ (4.22)

et, pour @ finale, on définit (&) = 1lel+1,

On peut remarquer que (&) pour & finale est en fait aussi définie par (4.21) : on a

(@) = pleal+1 — g-1gqlaali+1-0 _ gpo(t,@)—1pqlerli+l-ar

On est enfin prét & décrire la forme des coupures du terme 0,p,t.

Proposition 4.38 (i) Pour chaque terme t, I'application m; est une bijection monotone
de I’ensemble Casc(t) ordonné par >, sur ’ensemble Out(Oynt) ordonné par >.z. Pour &
cascade non finale, le successeur immédiat de m;(&) dans le contour de Oyt est m; (&).
(#3) Supposons que & = ((@1,1),. -, (ap, ap)) est une cascade de t. Alors on a :

cut (Oypt, T4 (&)) = O, cut(t,ay) - - - 0a,, cut(t, ay), (4.23)
et, pour & non-finale,
cut(Oupit, T (&) = B4, cut(t, ag) - --- - Oa,, cut(t, ap) - , (4.24)

ot Oy signifie Oyp;, 01 signifie Oypy; et T est une variable.

DEMONSTRATION : On fixe d’abord une notation : pour & = ((a1,a1), ..., (ap, ap) cascade
et «y adresse, on écrit y@ pour ((yai,a1),...,(yap,ap)). Soit B = ((B1,b1),...,(Bg:bq))
une autre cascade. On note &8 la suite ((a1,a1),...,(ap,ap), (B1,01),... (B4, bq)). 1

est évident que v&@ est une cascade et que & est une cascade si et seulement si on a
soit ap, = 1 et app > By soit ap = 0 et ap > By

On montre le résultat par induction sur t. Lorsque ¢ est une variable, il n’y a que
deux cascades dans ¢, & savoir ((2),(1)) et ((2),(0)). L’application 7; les envoie sur 0
et 1 respectivement qui sont les deux adresses externes du terme Oy t. Donc le résultat
est vrai. Supposons t = t; - to. Par définition, les cascades de ¢ sont de trois types :

- 1’7’“05, avec E cascade de t; et 4 cascade non finale de t3;
- 19, avec v cascade de to;
- O,E, avec ﬁ cascade de t;.
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Supposons d’abord que E est une cascade non-finale de t; et ¥ une cascade non-finale
de t5. Pour chaque as dans Out(tz) et a; dans Out(¢1) on a

vi(lag,0cr) = vp (az, <) + v (=, oa),
Vtc(1a270a1) = Vtcg(a%(_) = Vtcr_;(a%(_) + Vfl(_hal)a

ce qui reste vrai méme pour az = — ou a; = <. En utilisant la définition de =, on
obtient

m(17708) = 7 (9)0m, (B),  mf (197°08) =y} (9)0r /. (B),

ol la deuxiéme égalité est vraie seulement pour ﬂ non finale. Avec une notation similaire
on trouve

m(17) = me, ()1, mf (19) = m, ()0°™,

m:(0B) = 0*"2my, (B), ™ (08) = 0*™2m{ (B),

ol me signifie v, («—, —).

Soit maintenant ((19), (0)) la cascade finale de t;. Alors, pour chaque ¥, une cascade
non-finale de t5, on obtient

i (157((019), (0)) = mh (DL, w/ (019, (0)) = 0*™ 711,
m((019), (0)) = 02219+ = 0?M21, (((19), (0))).

Enfin, soit ((19), (0)) la cascade finale de t. Alors ((1971),(0)) est la cascade finale
detetona
m (1741, (0))) = 1772 = my, (((19), (0))) 1.

On en déduit que 'image de I'application m; consiste en toutes les suites ;" (7)0m, 8),
pour ﬁ cascade de t; et 4 cascade non-finale de t2, completé par toutes les suites ﬂ'?; ()1

—

avec 7 cascade non finale de t2, et toutes les suites 02’”271',5(5) avec ﬁ cascade de t;.
L’hypothése d’induction implique que I’ensemble de toutes les suites de la forme 77,}2 avec ¥
une cascade non finale est le contour de O,,t2 privé de 'adresse 0*, et que I’ensemble des
suites sous de la forme 7, (6) avec ,g cascade de t; forme le contour de Oy t;. Alors,
d’aprés le lemme 4.36, I'image de m; est le contour de Oypt1 * Oipte, ce qui est Oipt. Un

argument semblable montre que I'image de 7rt+ est le contour de Jyt privé adresse 0*.

Par construction, on a 7;(&) < w7 (@) pour chaque cascade non finale de ¢. En plus,
7(a) et w7 (&) ont la forme y01* et y10* respectivement. Alors aucune adresse 3 ne peut
satisfaire 7; (@) < 8 < 7, (@). Cela montre que 7; (&) est le successeur immédiat de (&)

dans le contour de J,yt.

En_f}n, les relations suivantes sont vraies par induction :
- m(08) < ﬂ't(l"y') < wt(lf’y"\O,B) pour 5 cascade de t et 7 cascade de t2;
- 7Tt(1’7’\0,3) < 7rt(1"”\0,3 ), pour ﬂ ' cascades de t; et 7 <, 7' cascades de ty;
- 7Tt(1’7’\0,3) < 7Tt(1’7’\0,3 ), pour B <. B cascades de t; et 7 cascade de t,.
L’application m; est donc croissante puisque, par hypothése d’induction, les applica-
tions m;, et 7, sont croissantes. Ceci compléte la démonstration de (7).
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(#4) Supposons maintenant que 5 est une cascade de t; et ¥ une cascade de ts, soit

5 = ((ﬂh T /Bq)a (bl’ IR bq)) et ’7 = ((71’ s a’yT‘)7 (cl, [ERE) CT))' Alors ﬂ-t(l:yv\oﬂ_’)) qul est
ﬂ't (¥)0m, (B), appartient au contour de Jypt. Le lemme 4.36 donne

= -

cut(@LDIt, Ft(l’_)/‘,\oﬁ)) = Cut(aLDItl * 8LDIt2a 77?; (’_);)Oﬂ-tl( ))
= (6LDIt1 * 31) """ (6LDIt1 * sm) : CUt(aLDItlaﬂ't(/g))a
ol cut(@mltg,ﬂ't+ (%)) est supposé étre sy - --- - S, - & pour une variable z. Par hypothése

d’induction, on a m = r et s = O, cut(te, V), pour k < r. Utilisant cut(¢,1v;) =
t1 - cut(te, Vi) et O, cut(t, 1) = Ount1 * O, cut(ta, V), on trouve

-,

cut(Out, m (157708)) = O, cut(t,1v1)-- - -0, cut(t, 1,)-0p, cut(t,081)-- - --Op, cut(t,08,),

ce qui est la formule (4.23). Le cas de 03 seul est semblable.
Considérons maintenant le cas de 19, ou ¥ = ((y1,.--,7), (c1, - - -, ¢r)) est une cascade
de t5. Alors on a m;(17) = m;(7)1 et, d’aprés le lemme 4.36,

cut(Oupmt, ¢ (19)) = cut(Oipt1 * Oumita, 7r;'; (7)1) = Oupit1 * cut(Oumt2, ﬂ'j; ).

Par hypothése d’induction, on a cut(dymt2, 77, (7)) = e, cut(ta, 1) -+ O, cut(ta,vr)
et donc on trouve

cut(Oupt, ¢ (19)) = Oumtr * (O¢, cut(ta,y1) - -+ - O, cut(ta,v,))

= (8LDIt1 * acl Cut(t2a '71)) """ (6LDIt1 * BCT CUt(t2a 77‘))
= (0c, (t1 - cut(t2,71))) - -+~ (Oc,.(t1 - cut(t2,7r)))

= Oy cut(t, 1)) - --- 0., cut(t,1v,)),
ce qui donne la formule (4.23) de nouveau.
Puisque 7" (@) est le successeur de m;(&) dans le contour de dint, la formule (4.24) en
résulte en appliquant la proposition 4.28. [

Ce résultat concernant les coupures de Opt nous permet d’établir immédiatement le
résultat analogue pour Oypyt.

Définition : Soit ¢ un terme et soit & = ((a1,a1),...,(ap,ap)) une cascade de t. On
dit que & est une cascade mineure de ¢ si on a & <, ((1*,1)). L’ensemble de toutes les
cascades mineures de t est noté casc(t).

Proposition 4.39 (i) Pour chaque terme t, I'application m; est une bijection monotone
de I’ensemble casc(t), ordonné par >, sur I’ensemble Out(0,pyt), ordonné par >y.
(1) Supposons que @ = ((a1,a1),- .., (ap,ap)) est une cascade mineure de t. Alors on a :

cut(Ouput, m (&) = Oq, cut(t,ay) - -« - Oq, cut(t, ap),

ot Oy signifie Oy, et 01 signifie Oppy;.
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DEMONSTRATION : On a Oyt = Oiput - Oiput, d’aprés le lemme 4.6. Dong, si on prend
une adresse a de Out(Oyput), 'adresse Oa appartient & Out(O;pit) et on a cut(diput, @) =
cut(O;pit, 0r). Pour une cascade & de ¢, 'adresse (&) commence par 0 si et seulement
si a est mineure. Le reste résulte de la proposition 4.38. [

Exemple 4.40 Supposons t = z - (y - z). Le terme O;p;t est représenté dans la figure 4.6.
Considérons, par exemple, la cascade & = ((01,0), (0,1)). On a m(&) = 0100 et la cou-

-

pure cut(Oupt, 7 (&)) est Ou(z - y) - Opu(z). Considérons maintenant la cascade S =

-,

((1,1),(01,0)). On a m(B) = 1011 et la coupure cut(dypt, m:(8)) est Oput - Oumi(z - y).

F1G. 4.6 — Le terme Oz - (y - 2).

Lemme 4.41 Pour chaque terme t et chaque k on a 9%t C 9F t.

DEMONSTRATION : On fait induction sur k. Le résultat est trivial pour & = 0. Suppo-

sons k > 0. D’aprés I’hypothése d’induction il existe I tel que 8%, 1t = sub(8k1t,0') est

vrai. Donc on a Of 't = cut(df;'t,0'1%). On a mye—1,((0'1%,1)) = 0" 1* pour un cer-
LDI

tain /. Donc on a cut(df,t, 0" 1*) = dypy cut(dF1t,001*) = 8 .t et le terme 9%t est un

sous-terme & gauche du terme O t. [

Maintenant, quand on sait exprimer les coupures de d4t en fonction de coupures de ¢,
on peut définir une forme to-0;-normale :

Définition : Soit ¢y un terme. Pour & > 0, on dit qu’un terme ¢ est un terme tg-Oy-
normal de degré k si t est la coupure de 8%t en une adresse « et aucune coupure de 8%t en
une adresse 8 <. a n’est X-équivalente a t. De plus, pour k£ > 0, on demande qu’aucune
coupure de as_lt ne soit X-équivalente 3 t.

Exemple 4.42 Soit to = z - (y - ). Les termes ¢o-Op-normaux de degré 0 sont z, z -y
et z-(y-z). Les termes t(-0yp-normaux de degré 1 sont ((z-z)-y)-z, Oiputo-T, Oputo- (z-2)-y
et aLDLItO - ((.’L‘ ) m) : y) - Z.

On obtient immédiatement 1'unicité de la forme d-normale :

Proposition 4.43 Soit ty un terme. Alors chaque terme t avec t Cy to est X-équivalent
a unique terme ty-Oy-normal.
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DEMONSTRATION : D’aprés la proposition 4.34, il existe un terme t{, X-équivalent a ¢, tel
que t est une coupure de t,. D’aprés la proposition 4.12, il existe k tel que le terme 8’,§t0 est
une expansion de ). Enfin, d’aprés le corollaire 4.32, il existe une coupure du terme 0%ty
qui est X-équivalente au terme ¢. Par conséquent, il existe un terme ¢y-0x-normal qui est
-équivalent & ¢y et son unicité est évidente. ]

Dans le cas de LD, aucune deux coupures du terme 9t pour un ¢ ne sont LD-équi-
valentes, ce qui n’est pas vrai dans le cas de LDI : Considérons & = ((a1,a1),..., (ap,ap))
et @ = ((a1,a1),---,(ap,a;)) cascades d'un terme to ; ces cascades différent uniquement
par des coefficients. La coupure de Oypto en 7(&) est LDI-équivalente & la coupure en
Padresse 7(&'). Par conséquent, la condition de minimalité de I’adresse de coupure dans
la définition d’un terme to-0;-normal est nécessaire. Malheureusement, on peut aussi
obtenir des coupures LDI-équivalentes & partir de cascades dont les suites d’adresses ne
sont pas égales : soit top = (2 -y) - ¢ et soient & = ((01,1),(00,1)) et 5= ((1,1)). Alors on
a cut(Oupito, m(&)) = ((z - x) - y) - « et cette coupure est LDLI-équivalente au terme ¢y et
donc aussi & cut(@LDIto,ﬂ(B)). On ne peut pas donc dire que les coupures X-équivalentes
proviennent de la méme origine. Cependant il est possible que les coupures X-équivalents

de ijto aient toutes quelque chose en commun :

Conjecture 4.44 Soient to un terme et k un entier. Alors chaque coupure t du terme 9%ty
est une X-expansion du terme ty-Oy-normal qui est X-équivalent a t.

La proposition 4.43 dit que chaque terme ¢ satisfaisant ¢t Cy; tg est équivalent & un terme
to-Oy-normal. Mais elle n’est pas effective dans le sens qu’elle ne donne pas un moyen de
trouver le terme ty-0y-normal en question. Le moyen pourtant existe si la conjecture 4.44
est vraie :

Proposition 4.45 Soient t et ty deux termes satisfaisant t T, to. Si la conjecture 4.44 est
vraie, alors il existe un algorithme qui trouve le terme ty-Og-normal qui est X-équivalent
at.

DEMONSTRATION : D’aprés ce qui a été dit dans la démonstration de la proposition 4.43,
il existe k tel qu’une coupure de 8’;750 est une X-expansion du terme t. On sait décider
si un terme t' est une -expansion du terme t. Alors on parcourt tous les k et toutes
les coupures des termes 0%t jusqu’au moment ol on trouve un k et une coupure t' du
terme 6’;150 qui est une X-expansion du terme t. Maintenant, le terme ¢’ est un candidat
a la to-Ogx-normalité.

Soit ¢ une coupure d’une puissance 8’,§t0 en une adresse a qui est candidat a la -
Oy-normalité. D’aprés la conjecture 4.44, il suffit de vérifier que toutes les coupures du
terme O%t; en les adresses 3 avec a >, 3 ainsi que toutes les coupures des termes 6't,
avec | < k ne peuvent pas étre X-expansées en le terme t'. Si c’est vrai, alors le terme #’
est to-Oy-normal. Si on trouve un terme ¢’ avec t’ = t', alors le terme t” est un nouveau
candidat a la tg-Oy-normalité. Puisqu’il n’y a qu’un nombre fini de coupures a vérifier,
I’algorithme doit trouver le terme ¢g-Oy-normal qui est X-équivalent au terme ¢. [ |
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Si deux termes t et t’ satisfont ¢t T ¢y et t' T tg, pour un terme tg, alors ils ont
la méme forme normale. Si la conjecture 4.44 est vraie, alors on peut trouver par un
algorithme ces formes normales. Le point important est donc de savoir trouver un tel
élément to et de savoir montrer t' T to. La premiére question n’est pas si compliquée,
on peut prendre, par exemple, {y = t et on a immédiatement ¢ T ty. Pour résoudre la
deuxiéme, la proposition 4.34 peut aider comme dans I’exemple 4.35 mais un algorithme
général n’est pas connu pour I'instant.
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Chapitre 5

Monoides de géométrie

Dans cette section on étudie les monoides de géométrie, une approche qui a permis de
résoudre le probléme de mots dans le cas de LD (voir [12]). Les identités de distributivité
4 gauche et d’idempotence & gauche sont associées ici & des opérateurs qui spécifient
quelle identité s’applique et sur quel sous-terme. Ces opérateurs peuvent se composer
naturellement et on en obtient un monoide appelé le monoide de géométrie. On étudie
les monoides de géométrie pour LDI et pour LDLI, et on décrit certaines relations qui
sont vraies dans ces monoides. Ensuite on définit les monoides syntaxiques comme les
monoides qui satisfont les relations de base des monoides de géométrie. On montre que
ces monoides satisfont toutes les propriétés des monoides de géométrie et en plus que
le monoide syntaxique de LDLI est simplifiable a gauche et que sa divisibilité a gauche
forme un treillis.

Dans la section 1, on définit les LDI-opérateurs et on établit certains résultats de base
les concernant. Dans la section 2, on établit une liste de relations vraies dans les monoides
de géométrie de LDI et LDLI. Ces résultats sont utilisés dans la section 3 pour définir les
monoides syntaxiques et montrer leur propriétés. Dans la section 4, on étudie le monoide
syntaxique de LDLI.

5.1 LDI-opérateurs

On introduit dans cette section des opérateurs qui correspondent aux suites d’appli-
cations d’identités LD et I. Ensuite, on établit des résultats préparatoires concernant les
monoides engendrés par ces opérateurs. On suit la méthode utilisée dans [12] pour les
LD-opérateurs.

On rappelle que Tx désigne ’ensemble de tous les termes avec des variables dans X.
On définit d’abord les opérateurs qui correspondent aux expansions de base.

Définition : Pour chaque ensemble X et chaque adresse «, on définit D, x (respective-
ment I, x) comme la fonction partielle de T'x vers Tx qui envoie chaque terme ¢ sur son
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LD-expansion de base (son I-expansion de base) en I’adresse a, si elle existe.

L’opérateur I, x agit sur un terme t si et seulement si a appartient au squelette
de t; dans ce cas-14, le terme ¢ « 1, x est obtenu & partir de ¢ en remplagant le sous-
terme sub(t, o) par le terme sub(t, a) - sub(t, ). L’opérateur D, x agit sur un terme ¢ si
et seulement si le sous-terme sub(t, ) est défini et il est sous la forme ¢; - (¢2 - t3). Dans
ce cas-1a, le terme ¢ « D, x est obtenu & partir de ¢ en remplacant le sous-terme sub(¢, «)
par le terme (t1 - t2) - (¢1 - t3). Si ’ensemble X est une partie d’un ensemble X', alors
chaque opérateur D, x est la restriction de ’opérateur Do, x+ sur ’ensemble T'x. On voit
donc que, pour un terme ¢, I'image d’un opérateur D, x ne dépend pas de I’ensemble X
et c’est pourquoi on n’écrit pas l'indice X dans les cas ou il ne joue aucun role.

Exemple 5.1 Considérons t = z; - 22 - 23 - x4 (voir la figure 5.1). Ce terme appartient au
domaine des opérateurs Dy, Dy, 14, I, I1, 110, I11, I110 €t I111-

X1 T1
. /2>\ ~ %

T3 T4 T2 T3 T2 T4

I - 1 N Z1
1- T
Tr3 T4 ) Io

T3 T4 T3 T4

F1G. 5.1 — Les opérateurs Dy et I; et leurs actions sur le terme 7 - 22 - 23 - Z4.

On n’a pas défini ce qu’est un LI-opérateur. En fait, on n’en a pas besoin si on remarque
qu’une LI-expansion de base en une adresse « la I-expansion de base en ’adresse 0.

Définition : Soient A;, et A; deux copies disjointes de I’ensemble d’adresses A. On
note A,y 'ensemble A, U A, et, pour chaque o de Ay, on définit DI, soit comme D,
si a appartient & A,, soit comme 1, si o appartient & A;. On note aussi Ay le sous-
ensemble de A, défini comme {a € A;; 37 : a = 0} et on note Ay, ’ensemble A, UA,,.

Le lemme suivant résulte immédiatement de la définition des opérateurs :
Lemme 5.2 Pour chaque adresse « de A,p;, 'opérateur DI, est une application partielle
injective vers Tx ; son inverse est I'opérateur DI1' défini comme DI, en échangeant les

roles de t1(tg - t3) et (t1 - t2) - (t1 - t3), respectivement ty et ty - t1.

On utilise de nouveau le symbole X pour désigner une des familles LD, LDI ou LDLI.
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Définition : Pour X ensemble non vide, le monoide de géoméirie de  relatif & X
est le monoide G, x engendré par les opérateurs DIiIX avec a dans A, en utilisant la
composition. De la fagon analogue, le monoide positif de géométrie est le monoide g; <
engendré par les opérateurs DI, x avec a de A.

Le monoide G, x n’est pas un groupe, parce que ’application DI;,IX 0Dl x n'est pas
I’application identique sur T’x en général, elle est seulement ’application identique sur le
domaine de DI, x.

Une bijection entre X et X’ engendre un isomorphisme entre les monoides Gy x et Gy x/
donc le monoide G x dépend seulement de la cardinalité de X. On peut montrer que Gy x
ne dépend pas non plus de la cardinalité de X mais on ne le fait pas ici parce que la
démonstration est la méme que celle pour le monoide de géométrie de LD dans [12]. En
sachant cela, on n’utilise plus 'indice X dans DI,, Gy et GI.

Par définition, les éléments de G sont des produits finis d’opérateurs DI,, donc ils
sont de la forme
Dlg, O+ 0 Dlg, 0 Dy, -

De tels éléments peuvent étre exprimés par des suites finis d’adresses de A, c’est-a-dire
par des mots sur A;. On note A} I'ensemble de ces mots. Le produit de deux mots u et v
est la concaténation de ces mots, notée uv ou u - v. Puisqu’on travaille avec des mots dont
les lettres sont des adresses, il est nécessaire d’écrire le point pour éviter ’ambiguité : la
suite 0 - 10 - & est un mot de longueur 3 sur A* On écrit le symbole € pour le mot vide.

On considére que les opérateurs DI, agissent & droite, c’est-a-dire on compose les
opérateurs de gauche & droite. Donc, pour ne pas confondre la composition & droite avec
la composition o dont la direction est de droite & gauche, on utilise le symbole ..

Définition : Pour ay----- a, de A}, Popérateur DI, est défini comme DIy, ¢ -+« DIy,
c’est-a-dire comme DIy, 0+ 0 DIy, . L’opérateur DI, est défini comme I'identité.

Considérons maintenant le monoide Gy. Ses éléments sont sous la forme
el es e
DIg, ¢ DIZ} «--- ¢ DI?

avec o; dans Ay et e; = £1, pour ¢ entre 1 et p. Pour spécifier un tel produit, il est
naturel d’introduire 'inverse formel a~! d’une adresse a de A,;. On note A;! ’ensemble
des inverses formels des adresses de A, et A:n|E1 I'ensemble A, UAZ!.

Définition : Pour w =af* ----- ay” dans (AE1)*, I'opérateur DI, est défini comme le
produit Dlgl1 e oo Dlg‘;.

Les éléments de A} sont appelés les mots positifs et les éléments de (Aﬁl)* sont appelé
les mots, tout simplement.

Définition : Pour un terme ¢ et un mot w de (AX!)*, le terme ¢ « w est défini comme
I'image de t par 'application DI,,, s’il existe.
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Exemple 5.3 Considérons DI, = Ijg * Dy * IO1 1l est facile & voir que le terme z -y - 2z
appartient au domaine de DI, et que I'image de z -y - z par DI, est le terme (z-y) -z - 2,
comme on voit dans la figure 5.2.

1 D 1,
/>\ 10 7 xzf 01

wywz

Fi1G. 5.2 — Action de 'opérateur 119 » Dy Iall sur le terme = - y - z.

Par construction, on a la relation ¢t « w = ¢, pour chaque mot w de (Anil)*, sit
appartient au domaine de DI,,. On a aussi la relation ¢ « u = ¢ pour chaque mot positif u
de A}, sit appartient au domaine de DI, . En fait, ces implications sont des équivalences :

Proposition 5.4 Soient t et t' deux termes de Tx.

(7) Les termes t et t' sont X-équivalents si et seulement si un opérateur de G, envoie t
vers t', c’est-a-dire si on a t' =t « w pour un mot w sur Al

(#7) Le terme t est une X-expansion du terme t si et seulement si un opérateur de G;
envoie t vers t', c’est-a-dire si on a t' =t « u pour un mot u sur Ay.

DEMONSTRATION : Par définition, les X-expansions de base correspondent a l'action des
opérateurs DI, avec a dans A . Les k-XX-expansions consistent 4 faire k X-expansions de
base consécutives et donc elles correspondent aux mots de longueur k sur A, . De méme,
deux termes t et ' sont X-équivalents si et seulement s’il existe une suite ¢t = tg,...,t; = t’
de termes telle que deux termes voisins sont ’'un une X-expansion de base de ’autre. Cette
suite corresponde & un mot w de longueur k sur Al et Popérateur DI, envoie ¢ sur ¢'. m

D’aprés la proposition 5.4, étudier la relation = sur Tx est équivalent & étudier le
monoide G, x et étudier la relation 2 sur Tx est équivalent & étudier le monoide g;r, X
L’avantage de 'approche monoidale est qu’elle permet une analyse plus précise.

Dans la suite, on décrit le domaine des opérateurs. Ces résultats seront utilisés dans
la deuxiéme section pour démontrer des relations dans les monoides de géométrie. On ne
donne la preuve de ces résultats parce qu’elle est semblable & celle des résultats analogues
présentés dans [12].

Définition : On dit qu'un terme ¢ de Ty, s,,...z,} €st canonique si les variables de ¢,
ordonnées par ses premiéres apparitions a gauche, sont z1,xs,.... On dit qu'un terme ¢
est injectif si aucune variable n’apparait deux fois dans £. On dit qu’une substitution est
injective si, pour chaque variable z, le terme h(z) est injectif et en plus, les variables qui
apparaissent dans h(z) sont disjointes de celles qui apparaissent dans h(y) pour y # z.

On voit que, pour chaque terme t, il existe exactement un terme injectif et canonique
qui a le méme squelette que t.
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Définition : Soit (s,s’) une paire de termes de T'x. Pour chaque substitution A, on dit
que la paire (s", s’ h) est une instance de la paire (s, s’).

Lemme 5.5 Pour chaque adresse o de Ay, il existe un couple (t£,t2) de termes cano-
niques de T'x telle que I'opérateur D1, envoie t sur t' si et seulement si le couple (t,t') est
une instance du couple (tZ,tE). De plus, le terme tL est injectif.

Le résultat précédent implique qu’un terme appartient au domaine de DI, si et seule-
ment si le squelette de ¢ est assez grand :

Lemme 5.6 (i) Le terme t appartient au domaine de D, si et seulement si I’adresse a10
appartient au squelette de t.

(74) Le terme t appartient au domaine de 1, si et seulement si I’adresse « appartient au
squelette de t.

(iii) Le terme t appartient au domaine de D, si et seulement si les adresses a10 et a00
appartiennent au squelette de t et on a sub(t, @00) = sub(¢, a10).

(iv) Le terme t appartient au domaine de 13! si et seulement si I’adresse a1 appartient

au squelette de t et on a sub(t,a0) = sub(¢, al).

Proposition 5.7 (i) Pour chaque mot w sur ALl  soit I'opérateur DL, est vide, soit il
existe un couple unique (tZ t®) de termes canoniques de Tx telle que I’opérateur DI,

envoie un terme t sur un terme t' si et seulement si le couple (t,t') est une instance
de (ty,t3)-

(i) Pour chaque mot u sur Ay, l'opérateur DI, est non vide et le terme tZ est injectif;
dans ce cas-la, un terme t appartient au domaine de I’opérateur DI,, si est seulement si le
squelette de t est inclus dans le squelette de tL.

Exemple 5.8 Il existe des LDI-opérateurs dont le domaine est vide. Par exemple, consi-
dérons 'opérateur I, « I » 1;1. L’opérateur 1,.; envoie chaque terme ¢ sur le terme ¢-¢-¢.
D’aprés le lemme 5.6, le terme ¢ - ¢ - ¢t n’appartient pas au domaine de ’opérateur I,fl,
parce que le sous-terme a gauche est différent du sous-terme a droite. Par conséquent,
l’opérateur 1,.1.4-1 est vide.

Exemple 5.9 Le couple (tZ, tE) pour DI, = Dy « 15" « D; est présentée dans la figure 5.3.
Une description, comment & trouver ces termes est donnée dans [12].

1 T1
T1
T2 I3 T1 T2 X1 T3

Fic. 5.3 — Le couple (t%,tE) pour b1, = Dy « 15" « D;.

Le résultat précédent peut étre généralisé pour le cas de plusieurs opérateurs.
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Proposition 5.10 Soient w1, .. .,w,, des mots sur AL!. Alors, I'intersection de domaines

des opérateurs D, , ..., DI, soit est vide, soit est I’ensemble de tous les substitués d’un
. . L . . N
terme canonique unique t,;, ., . Siws,..., wn sont des mots positifs, alors le deuxiéme

cas apparait et le terme tﬁ,h_“,wm est injectif.

5.2 Relations dans les monoides de géométrie

Dans cette section on étudie les relations dans les monoides de géométrie de LDI et
de LDLI et on en trouve trois familles. Grace aux relations déduit un rapport entre LDI-
équivalence et LDLI-équivalence. Le démonstration resemblent beaucoup a celle pour LD
mais on doit les faire ici parce que 1’on ne sait pas a priori si les opérateurs I satisfont les
méme propriété comme les opérateurs D.

Définition : Pour w un mot sur ALl et v une adresse de A, on note shy (w), ou
simplement yw, le y-décalage de w défini comme le mot obtenu de w en remplagant
chaque adresse a™! par 'adresse ya™'.

Lemme 5.11 Pour chaque a, DI, = DI,, implique DIy, = Dlyqyr.-

DEMONSTRATION : Une induction simple sur lg(w) montre que ¢ appartient au domaine
de DI,y si et seulement si sub(¢,a) appartient au domaine de DI,. Dans ce cas-1a, le
terme ¢ « DI,,, et obtenu & partir de ¢ en remplagant le sous-terme sub(t, @) par son image
par DI,. [ ]

La premiére famille de relations dans G, exprime que des opérateurs associés aux
adresses orthogonales agissent indépendamment.

Proposition 5.12 Soient a et 8 deux adresses orthogonales dans A.y,. Alors les opéra-
teurs DI, et DIg commutent.

DEMONSTRATION : D’aprés le lemme 5.6, un terme ¢ appartient au domaine de DI, * Dig
si et seulement si le squelette de sub(¢, ) est assez grand et si le squelette de sub(t, 3)
est assez grand. Ces deux sous-termes sont disjoints et donc on voit que ’image de ¢
par DI, « Dlg de méme que par Dlg « DI, consiste & remplacer le sous-terme sub(¢, &) par
le terme sub(t, ) « & et le sous-terme sub(t, 3) par le terme sub(¢, 8) « 2. |

Corollaire 5.13 Soient w; et wo deux mots sur ALl tels que chaque adresse de w; est
orthogonale 4 chaque adresse de ws. Alors D1, et D1, commutent.

Maintenant on définit, pour chaque mot positif u, les héritiers d’'un ensemble B. Les
héritiers sont des adresses qui sont obtenues comme des images de B par l'opérateur DI,,.

Définition : Soit B un ensemble d’adresses de A, et soit v un mot sur Ap,. L’en-
semble Heir(B,u) de tous les héritiers des adresses de B par lopérateur DI, est défini
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inductivement :

(7) Heir(B, u) existe si et seulement si Heir({8}, ) existe pour chaque 3 dans B, et, dans
ce cas-1a, on a Heir(B, u) = Uge p Heir({8},u);

(73) Pour chaque B on a Heir(B,¢) = B;

(73t) Pour chaque a dans Ay, Heir({3}, ) est défini comme :

{5} pour 8 1L @ ou B = ally,
00 10 =al
Heir({8},a) = {200y, @10y} pour 5= aly, pour a € Ay,
{a01~} pour 8 = al0y,
n’est pas défini pour 8 C al,
{8} pour 8 L o,
Heir({8}, @) = ¢ {a0v, aly} pour 8 = o, pour o € Ay,

n’est pas défini pour 5 C a.

(iv) Pour u = a - ug, on a Heir(B, u) = Heir(Heir(B, a), ug), s’il existe.
Le lecteur peut immédiatement vérifier le lemme suivant :

Lemme 5.14 Soit v un mot sur Ay, et soit 3 une adresse.

(i) L’ensemble Heir({3},u) existe si et seulement si une adresse externe de tL est un
préfixe de .

(74) Si Heir({8},u) est défini, alors Heir({v},u) est aussi défini, pour chaque adresse ,
et on a Heir({8v},u) = {B’'v; B’ € Heir({8},u)}.

(7i7) Les éléments de chaque ensemble Heir({8},u) sont deux & deux orthogonaux.

(iv) Supposonst’ =t « u et 3 dans Skel(t). Si Heir({8}, u) est défini, alors on asub(t’, 8') =
sub(t, 8) pour chaque B’ dans Heir({8},u).

Le résultat (iv) implique, pour une adresse externe « de t, que I’ensemble Heir({a}, u)
sont des adresses externes de t'. En particulier, si ¢ est injectif, I’ensemble Heir({a}, u)
est ’ensemble de toutes les adresses externes o’ de t' satisfaisantes sub(t’,a’) = sub(¢, a).

Exemple 5.15 Supposons DI, = Dy « I1g. Il est évident que le terme tﬁ est x1 - To - 3.
Alors, pour les adresses & et 1, ’ensemble des héritiers n’est pas défini. Pour les autres
adresses on a Heir({0},«) = {00, 100, 101}, Heir({10},u) = {01} et Heir({11},u) = {11}.

On est prét a présenter la deuxiéme famille de relations, & savoir les relations liées a
I’héritage.

Proposition 5.16 Supposons que u est un mot sur Ay, que B est une adresse de A et
que Heir({8}, u) est défini. Alors on a

Dg * DI, = DI, * H Dgr, (5.1)
B'€Heir({B},u)
13 *» DI, = DI, H Ig: . (5.2)

B’ €Heir({B},u)
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DEMONSTRATION : On montre le résultat par induction sur lg(u). Pour u = ¢, le résultat
est évident. Supposons maintenant DI, = 1. L’ensemble Heir({8},u) existe et donc «
est soit orthogonale a 3, soit un préfix de 3. Le cas orthogonal est résolu par la pro-
position 5.12. Supposons ay = 3. On veut montrer Dg « I = I5 * Daoy * Daiy- S0it ¢
un terme. Le terme ¢ appartient au domaine de Dg » I, si et seulement si ’adresse 510
appartient au squelette de ¢. Le terme ¢ appartient au domaine de I, ¢ Doy * Da1y si et
seulement si les adresses a0y10 et a1y10 appartiennent au domaine de t « o ce qui est vrai
si et seulement si 'adresse oy appartient au squelette de t. Donc, les opérateurs Dg « 1,
et Iy ¢ Dogy * Da1y Ont le méme domaine et un calcul simple montre qu’ils sont égaux.
L’argument est similaire pour 'opérateur Dg et pour o € A,

Supposons maintenant lg(u) > 2, disons v = « - ug. Par construction, ’hypothése
que Heir({8}, ) existe implique existence de Heir({8}, ) est de Heir(Heir({8}, @), uo)
et que le second est égal & Heir({8}, u). Par hypothése d’induction, on a

DIg * DI, = DI, » H DIg * DIy, .
B’ €Heir({8},0)

Par hypothése d’induction de nouveau, on a, pour chaque 8’ de Heir({3}, ),

DIgs * DIy, = DIy, H Dig,
B’ €Heir({B’},u)

Dlg * DI, = DI, H H Digr .

B’ €Heir({8},a) B €Heir({8'},u)

et on obtient

Maintenant, d’aprés le lemme 5.14 (i7), les adresses 8 sont deux & deux orthogonales, les
opérateurs associés commutent et le produit double dans la formule est égal & ’expres-

sion [ g eneir({g},u) P18’ |

On présente maintenant une famille d’égalités qui ne sont pas des relations du mo-
noide Gy, parce que les opérateurs ont des domaines différents. Néanmoins, les domaines
différent seulement trés peu : chaque terme dont l'adresse o est externe, appartient au
domaine de 1, et n’appartient pas au domaine de I; ¢ Dy.

Proposition 5.17 Soit t un terme et o une adresse. Si I’adresse al appartient au sque-
lette de t, alors on a
telgi * Dy =tel,. (5.3)

DEMONSTRATION : L’adresse al appartient au squelette de ¢ donc le sous-terme sub(¢, o)
est sous la forme ¢; - t. Maintenant, opérateur 1,7 * D, envoie ce sous-terme sur (¢ -t2) -
(t1 - t2), de méme que Popérateur I,,. ]

Pour présenter une troisiéme famille de relations, il faut d’abord introduire un opéra-
teur qui correspond & la distribution uniforme.
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Définition [12] : Pour ¢ un terme, on définit le mot §; sur A, par :

(5.4)

e lorsque t est une variable,
‘ & - 16;, - 06, pour t = t1 - ta.

Proposition 5.18 [12] Soient tg,t,t’ termes. Alors le terme t, -t appartient au domaine
de Dg, si et seulement si le squelette de t' contient le squelette de t. L’opérateur D,
envoie tg - t sur ty * t.

Exemple 5.19 Il est montré dans [12] que le mot §; est le produit de toutes les adresses
internes de ¢, ordonnées par >. Supposons t = 1 - (Z2 - 3 - 4) - T5. Il y a quatre adresses
internes dans t et le mot §; est égal & & -1-10-101.

La troisiéme famille de relations est liée au mot §; :

Proposition 5.20 Soit u un mot sur A, tel que DI, envoie un terme t sur un terme t'.
Si t n’est pas une variable, alors on a :

Ds, * DI, = DIy, * D, . (5.5)

DEMONSTRATION : L’idée de la démonstration est la suivante : quand on applique 1’opé-
rateur DIs, sur un terme ¢ - t, on distribue le terme ¢o dans toutes le feuille de ¢. Quand
on applique 'opérateur DI,, on obtient le terme ¢y * t'. Et c’est la méme chose comme
appliquer d’abord DIy, sur %g -t et aprés la distribution uniforme.

On montre la proposition par induction sur u. Le résultat est montré dans [12] pour u
dans A}, supposons donc u hors de A;,. Le résultat est évident pour u = €, suppo-
sons lg(u) = 1. Puisque u n’appartient pas & A*  on a u = a pour une adresse
de A;. On utilise induction sur la longueur de @ comme un mot sur {0,1}. Supposons
d’abord oo = &. On doit vérifier 1'égalité Ds, * I, = I;  DIs,,, ol I, envoie ¢ sur t'. Par
hypothése, le terme ¢t n’est pas une variable et donc on a

Ds, ¢ 1y =1y * Dgs, ®* D15, = I1 * Dy * D14, * Dos, =11 * Dg,, -

Supposons maintenant a = ef3 avec e = 0 ou e = 1. On écrit t = 1 - t2 et t' = ¢} - th.
Supposons d’abord e = 1. La relation ¢ = t « o implique ¢} = t; et t), = t3 « 8. Tous
les deux opérateurs agissent sur termes dont squelettes contiennent ’adresse 11 donc le
terme ¢ n’est pas une variable. On a, par hypothése d’induction, Ds,, « 1Ig = I1 D,y 5
et on obtient, d’aprés le lemme 5.11,

Dy ¢ D15, *11g = Dy * 1118 ¢ D1<st,2 .

Lorsqu’on multiplie tous les deux cotés par Dos,, , qui commute avec 1115 par orthogonalité,
en utilisant le résultat que D, et 1313 commutent par la proposition 5.16, on obtient

Ds, *T1p = Dg * D15y, * Dos,, * T1p = T1g * Dy © D1g,y © Dos,, = N1 * Ds,, -
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L’argument est similaire pour o = 08.
Supposons maintenant lg(u) > 2, disons u = a - ug, avec a dans A,,. Supposons
que DI, envoie t a t’ et, d’aprés I’hypothése d’induction, on a

D5t ° DIa ° DIuo = DIla ° D(Stn ° Duo = DIla ° DIluo Dét/ = DIlu ° D(St/ .

Maintenant on va montrer que deux termes sont LDLI-équivalents si et seulement s’ils
sont LDI-équivalents et ils ont la méme hauteur & droite.

Définition : Pour ¢ un terme on définit la hauteur a droite comme :

rht(t) =0 lorsque t est une variable,

5.6
rht(¢) =rht(ts) +1 pour t =t - to. (5.6)

On voit que la hauteur a droite d’un terme ¢ est la longueur de la branche & droite de .
On présente d’abord trois résultats auxiliaires :

Lemme 5.21 Pour chaque w sur AE! tel que le domaine de DI,, n’est pas vide, on a
DIy, * Iy = Iy * Dlgy, * Dlqg, (5.7)

DEMONSTRATION : Un terme ¢t appartient au domaine de I » DIy, * DIy, si et seulement
s’il appartient au domaine de DI,,. Ensuite, les deux opérateurs envoient ¢ sur (¢ » w)- (¢ »
w). |

Lemme 5.22 Pour chaque mot w sur AZL! tel que le domaine de D1,, n’est pas vide, il

. +1 .
existe un mot w' sur ALl et des nombres p et q tels que 'on ait

DI, = I « DI, s 1,7. (5.8)

En particulier, le nombre p est plus petit que le nombre d’adresses dans w qui sont de
forme 1% € A, et le nombre q est plus petit que le nombre d’adresses dans w qui sont de
forme (1%)~1 € AL,

DEMONSTRATION : D’aprés la proposition 5.17 et d’aprés un argument inductif, on a

-1

In1k :IDt'Dc;l'D;ll""'Dalk'

On note wy le mot qui est obtenu & partir du mot w en remplagant chaque adresse 1*
de A, avec k > 1 par le mot équivalent. Le mot wy est un mot sur (A, U {&,})*'. On
montre maintenant le résultat par induction sur le nombre d’adresses g*! € A*! dans le
mot wy. S’il n’y a aucune telle adresse, le résultat est vrai. Supposons maintenant qu’il y
en a au moins une. Supposons d’abord DI, = DI, * I * DI, 0ll w; est un mot sur AL .
D’aprés le lemme 5.21, on a DI, * Iz = Iy * Dlpy, * Dl1y, et le mot Ow; - 1wy - we contient
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moins d’adresses g*' € A que le mot wp. L’argument pour DI,, = Dly, * I, * Dl,,
ot wy est un mot sur AEL est semblable. Le dernier cas possible est DI,,, = DI, * I, «

Dly, * Iy * Dl,, Oll we est un mot sur AEl. On a
1 _ -1 _
I, * Dlyg ® Ig = Dliywg ® Dlgwg * 15~ ¢ Iy = Dliwg * Dlgw,
et le mot ws - lwg - Qwg - wr contient moins d’adresses g*! € AIlLl que le mot wy. [ |

Exemple 5.23 Supposons DI, = Ifl e Dy eDgely oDy eIp o Ial o I17. Il est facile de

vérifier que le terme z- (((y-2) - (y-2)) - (y-2)) - (((y-2) - (y-2)) - (y-2)) appartient au
domaine de DI,,. Maintenant on a

DI, =1; ' «Dy eDg eIy +Digelgy oIy’ «1p;
1 -1 -1 1 -1
:Dgolﬁ .D}Z.DO.Iﬂ.Dll.IO.DO .IO .Iﬂ.Dg .Dl
= Dg * D1 * Do - D1g '1;1 ¢ Iy ¢ 1y ¢ Do11 * D111 * Igo °I10°D501 °D1_01 '1501 °11_01
'D;1°D1_1 =1y *Dg* Dy * Dog * Dig * Do1 * D11 * Dogo * D100 * Do1o

-1 -1 -1 -1 _ -1 _ -1
* D110 * Do11 * D111 * Ipo * 110 ®* Dgg * D19 *Igg *I19 * Dy * Dy

Lemme 5.24 Soient t,t' deux termes satisfaisant t = t'. Alors on at Cipy t' out’ Cipy t.

DEMONSTRATION : Soit w un mot satisfaisant ¢ « w = t'. D’aprés le lemme 5.22, on
ater «DI, « 1,7 =t Notons t; le terme t » 12 et t} le terme t' « 1. On a t; "= t; et
donc les termes t; et ) ont une LDLI-expansion commune, disons ¢3. Le terme ¢ est un
sous-terme a gauche iteré de ¢; et donc, d’aprés la corollaire 4.32, il existe une adresse o
du contour de t5 telle que la coupure de t; en ’adresse o est une LDLI-expansion du
terme t. De méme, il existe une adresse o’ du contour de t5 telle que la coupure de ¢,
en I'adresse o’ est une LDLI-expansion du terme ¢'. Maintenant on a o < o’ ou o’ < a.
Si on a @ < &, alors le terme cut(tz, ) est une coupure de cut(te,a’) et, d’aprés la
proposition 4.34, on a t C,p; t'. De méme, dans le cas o’ < aon a t/ Gy t. n

On montre maintenant que deux termes sont LDLI-équivalents si et seulement s’ils
sont LDI-équivalents et ils ont la méme hauteur & droite. Pour cette démonstration-ci, on
a besoin de la conjecture 4.44.

Proposition 5.25 Si la conjecture 4.44 est vraie, alors deux termes t et t' sont LDLI-
équivalents si et seulement s’ils sont LDI-équivalents et ils ont la méme hauteur a droite.

DEMONSTRATION : Puisque les identités LD et LI préservent la hauteur & droite, la seule
direction non triviale est ‘<=’. Soient t et ¢’ deux termes LDI-équivalents avec la méme
hauteur & droite. D’aprés le lemme 5.24, on a t Cp; ¢/ ou ¢/ Ty t. Supposons, sans
perte de généralité, t' C,,; t. Notons ty le terme t-O;p-normal qui est LDI-équivalent
a t, t; le terme t-0,,,-normal qui est LDLI-équivalent a t et to le terme #-0,,,-normal
qui est LDLI-équivalent a t'. D’aprés le lemme 4.41, le terme t5 est une coupure d'un
terme 8% t, pour un k. Les termes ¢; et t» sont LDI-équivalents au terme t, et donc,
d’aprés la conjecture 4.44, ils sont des LDI-expansions du terme ty. Notons £y « u; = t;
et to « ug =t avec u et v des mots sur A,;. D’aprés le lemme 5.22, on a DI, = I’,;" * DI,
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pour ¢ = 1,2, ot w; est un mot sur ALl Donc on a t; « DI} « 1,7* « 172 « DI, = t5. Les
mots wy et wo ne changent pas la hauteur a droite de termes et on a rht(¢;) = rht(¢z)
donc on a p; = py. Par conséquent, on a t; o DI{UI1 e DI,, = t2. Puisque le terme t est
LDLI-équivalent au terme £; et le terme ¢’ est LDLI-équivalent au terme to, ce deux termes

sont LDLI-équivalents. [ ]

5.3 Relations syntaxiques

Dans cette section on étudie les monoides définis par les relations de base des mo-
noides de géométrie. On déduit de ces relations de base toutes autres types de relations
démontrées pour les monoides de géométrie et, en particuler, la confluence.

Définition : L’ensemble A;; est défini comme ’ensemble de symboles di,, avec «
de A,.;. Une LDI-relation est un couple de mots sur A, parmi les relations suivantes :

(dwa ~dy1, dyig- d’YOOé) type L
(Lo - dy1s » dy1p-1y0a) type L
(dyoa  1y18 , 1418 - dyoa) type L
(Lyoa - 1y18 , 1y18 - 10a) type L
(dyoe - dy , dy - dyooa - Ay10a) type DO
(dy10a - dy , dy-dyo1a) type D10
(dy11a-dy , dy-dy11a) type D11
(dy1-dy-dy1-dyo, dy-dya-dy) type D1
(lya iy 5 1y " 1y0a " iy1a) type I
(dya iy, 1y dyoa * dyla) type DI
(iy0a - dy , dy - 14000 *1y10a) type IDO
(iy10a - dy , dy-iy01a) type ID10
(iy10-dy-dyo, dy-iyo) type ID10+
(iy11a-dy s dy-iy11a) type ID11
(i'vl +dy-dy1-dyo, dy 'iq) type ID1
(diya i1+ dy, diya-1iy) type C
(dy-iy11-dy1, dy-iy) type C
(iy1-dy-diyia s iy - diyia) lg(a) 21 type C
(ly1-dy-dy, iy-dy) type C
(ivl “dy-dy1, iy- d'yl) type C

L’ensemble A;;;; est défini comme 1’ensemble de symboles di,, avec a dans A;p,;. Une
LDLI-relation est une LDI-relation (u,v) telle que u et v appartiennent a A;p;. Pour X,
une des familles LDI, LDLI, la relation =} est définie comme la congruence du mo-
noide A}, engendrée par les X-relations, et la relation =, est définie comme la congru-

CHAPITRE 5 MONOIDES DE GEOMETRIE 206



SECTION 3 RELATIONS SYNTAXIQUES 208

ence du monoide (Afl)* engendrée par les I-relations et par les relations (di, - di; 1e)
et (dij'-diy,e).

Proposition 5.26 Pour u,v dans A}, la relation di, =, di, implique DI, = DI,,.

DEMONSTRATION : Il suffit de montrer le résultat pour les paires de LDI-relations. La
proposition 5.12 donne le résultat pour les types L, La proposition 5.16 pour les types
Do, D10, D11, I, DI, IDO, ID10 et ID11. La proposition 5.20, considérant ¢t = ¢ -y - 2
et DI, = D4, donne le résultat pour le type D1, considérant ¢t = x - y et D1, = 14, pour le
type ID1 et, considérant ¢ = z-y et DI, = Iy, pour le type ID10+. Enfin, la proposition 5.17
donne le résultat pour le type C. [

Est-ce que la réciproque de la proposition 5.26 est vraie, c’est-a-dire, est-ce que DI,, =
DI, implique di, =7F di, ? La réponse est négative pour 1’équivalence =* . On a
p q hud p LDLI

. . s+ s . . . —+ . . . 4+ . . T .
1o 100 - 1o =15 1o * 10 - ooo - 1010 =ip; 1o - o1+ do * 1000 - to10 =1p; 10 - 1o1 - oo - do =15 1010 - do

mais on montrera dans la section 4 que 'on a ig-1igo-1ig Z;; 10-10-do. Par contre, la
réponse pour 1’équivalence =7 reste inconnue.

On montre d’abord que les X-relations entrainent les mémes familles de relations
comme ces qui ont été trouvées dans les monoides de géométrie. On doit faire tout le
calcul formellement parce que l'on n’est par sir si toutes les relations vraies dans les
monoides de géomeétrie se transcrivent sous forme de relations syntaxiques.

Proposition 5.27 Pour u,u’ deux mots sur A, et a dans A, la relation di, =} di.
implique dig, E;L digw - Pour w,w’ des mots sur Aﬁl, la relation di,, =5 di, im-
plique dig, = digw-

DEMONSTRATION : 11 le suffit montrer pour (di,,di,) une m-relation. Si (di,,di,) est
une X-relation, alors (digy, diy) est aussi une X-relation. n

Lemme 5.28 Soient u; et us deux mots sur Ay tels que chaque adresse dans u; est
orthogonale & chaque adresse dans us. Alors on a

diy, - diy, =7 diy, -diy (5.9)

iy, - din, -1y =, s - digu, - Aigu, - dizu, dizu, (5.10)
digy, - Aigu, - dy = dy - digou, - Aigou, - Aizou, Fi1ou, (5.11)
ditou, - ditou, - dy = dy - dipry, diore, (5.12)
dit1u, - ditta, - dy =1 dy - dizge, ditie, (5.13)

DEMONSTRATION : Utiliser une induction sur lg(uq) + lg(u2). |
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Proposition 5.29 Supposons que u est un mot sur A, que 8 est une adresse de A et
que Heir({8}, u) est défini. Alors on a

dg-diy = di,- [ 48,
BEHeir({B},u)

ig-di, = di,- [ 18-
BeHeir({8},u)

DEMONSTRATION : La démonstration est semblable & celle de la proposition 5.16. Pour u
de longueur 1, le résultat est vrai grace & une de relations de type L, DO, D10, D11, I, DI,
ID0, ID10 ou ID11. Pour u de longueur plus grande, il suffit de connaitre le lemme 5.28
et le reste est semblable a la démonstration de la proposition 5.16. [

Proposition 5.30 Supposons que u est un mot sur Ay, que t n’est pas une variable et
que DI, envoie t sur t'. Alors on a

ds, - diy = diy-ds,, - (5.14)

*

DEMONSTRATION : La démonstration pour u dans A, est faite dans [12], supposons
donc u ¢ A¥ . On montre le résultat par induction sur Ig(u). Pour u = ¢, le résultat est
vrai, pour © = « on fait induction sur la longueur de .. Notons t = ¢; - t2. Pour di, = i4,
on a

ds, - diy = dg - dis,, - dos,, - is

=i A+ 1o doss,, - d11s,, - doos,, - d1os,, (DI1)
Ej{)l il . dﬁ . dl . dO . d015t2 . d115t2 . d005t1 . le(Stl (ID].)
EI:;I i-dg- d15t . d05t = digy - dtstl . (J—)

Maintenant supposons di, = ig. On a, pour ¢; une variable,
ds, - diy, = dg - dig,, -0

E;"I;LI dﬂ . :LO * dlét,_, (J_)
= 10+ dg - dis,, - do = diyy - ds,, - (ID10+)

Pour t; =t3-t4,0n a

ds, - di, = dg - dis,, - dos,. +io
=bu Ao - o - doo - dox - dooos,, - doros,, - dooss,, - donss,, - dis,,  (DI)
=5 110 - dg - dis,, - do - doss,, - doos,, = diry - ds,, - (ID10+)

Supposons maintenant o = 08 avec 8 non vide dans A;, respectivement dans Aj;.
On écrit t' =t - t}, et on sait que DIg envoie t; sur t;. Par hypothése d’induction, on

CHAPITRE 5 MONOIDES DE GEOMETRIE 210



SECTION 3 RELATIONS SYNTAXIQUES 212

ads, -ig =1 lip- dgt,l. D’aprés le lemme 5.27, on a dos,, -ios =5 i015- doat,l et on trouve

ds, - di, = dg - dis,, - dos,, -log = dg - dos,, - log - dis,, (L)
=f dy-loip- dos,, + dis,, (hyp.)
=1 dijos-dy - dis,, 'd06t,1 = dijn - ds,, - (ID10)
L’argument pour oo = 18 est similaire et 'induction sur lg(u) est facile. |

Lemme 5.31 Pour chaque t,ts, on a

—+
d‘stl*tz =LpLI d&cz ' H (da : da06t1 )
a€Out(tz)

DEMONSTRATION : Ce produit est correctement défini parce que toutes les adresses du
contour de to sont deux a deux orthogonales. On montre le lemme par induction sur ;.
Lorsque t3 est une variable, on a ds, ,,, = ds,,.,, = dy - dos,, - Supposons donc &y = t3-14.

On a

d(stl*tz = d‘s(tl*ts)-(tl*t4) = dﬁ ) dlétl*t4 ° dO&tl*t:s (déf)
=huds-dis, - [] (dia-dicos,)-dos,- J] (dos-dosos,) (hyp.)
a€Out(ty) BEOut(ts)
E$LI d5t2 : H (da : da()(stl ) (J-)
a€Out(tz)
Ce qui est la forme voulue. ]

Lemme 5.32 Pour chaque terme t et chaque u sur Ay on a
digy - ds, =5 ds, - J[  diaou- (5.15)
a€Out(t)

DEMONSTRATION : Soit ¢ un terme dans le domaine de D1, et notons t;, le terme #g * DI,,.
Alors, Vopérateur DIy, - Ds, envoie tg -t sur ¢ * t. Par conséquent, le résultat du lemme
résulte de la proposition 5.29. [

Dans le chapitre 4, on a montré que les expansions sont confluentes. Ce résultat, traduit

dans le langage de monoides, dit que chaque couple d’éléments a un multiple commun.
Pour montrer cela, on introduit des éléments qui correspondent aux expansions Ot.

Définition : Pour ¢ un terme, on définit les éléments A}™ et AP inductivement :

i lorsque ¢ est une variable
AIEDI = ; LDI LDI a , (516)
sho(A) - ds,, -AY  pour t =t - ta,
— lorsque ¢ est une variable, (5.17)
' sho(A}Y) - ds,,, -AR" pour t =ty - 1y, '

ou shy(di,) signifie dig,,.
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Lemme 5.33 Supposons t =ty - ta. Alors on a

(i) A¥ =} shy(AY) - sho(AP) - ds, ., (5.18)

(i) Af=fds, - [ shao(AP)- A, (5.19)
aeOut(tz)

(iid) AP = { . sho(APY) - shy (AP, (5.20)

DEMONSTRATION : () Lorsque t2 est une variable, le résultat est vrai pour A}”". Pour A}
ona
AP = sho(AR) -1y =, sho(AE) -1 - dg = sho(AP) - shy (M) - ds,,,  (C)
= sh1(A7)) - sho(AT) - dsp, - (L)
Lorsque t; n’est pas une variable, on utilise la proposition 5.30 pour obtenir A¥ =}
ShO(Atl) -shy (Atz) : d68t2 .
(73) Ceci résulte du lemme 5.32.
(73¢) On utilise induction sur ¢. Le résultat est vrai méme si ¢ est une variable. Pour

t = t; - t3 on obtient

AP = sho (M) - di,, 1 sho( A - shy (AF)
=i, sho(A%") - 1, -sho(ds,, ) - shi(ds,, ) - sho (AR - shy (ALY
= i, -shoo(AR)') - shig(Ay') - sho ds,, -shus,, - sho(A") - shi(ADY)

=i 1o sho(A}™) - shy (AP"),

TETE
N

ce qui finit la démonstration. ]

On attend évidemment que I'image de ¢ par A} soit le terme 0y t. Pour chaque terme ¢
on note t « di, le terme t « DI,,.

Proposition 5.34 Pour chaque t, on at s A} = Oyt.

DEMONSTRATION : On utilise induction sur . Lorsque t est une variable, le résultat est

vrai. Supposons maintenant t = t1 -t2. On a A} = shg(Ay,)-shi(Ay,) - ds, , - Donc on a

te AY = (t1-t2) * (sho(As,) - shi(Ay,) - dsp ,, ) = (Outi - t2) « (shi(A) - ds,,,) =
= (6,1151 . (9;@52) o d58Ht2 = 8'[’1 * 8t2

et c’est ce que 'on voulait démontrer. [ |

Le résultat suivant est une traduction du résultat que 9t est une expansion commune
de toutes les expansions de base de t.

Lemme 5.35 Supposons que t appartient au domaine de DI, avec o dans Ay. Alors il
existe un mot u sur A, satisfaisant di, - di, = A¥.
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DEMONSTRATION : Lorsque t est une variable, alors le résultat est vrai par définition.
Supposons t = t; - t3. On utilise induction sur «. Pour di, = dg, le résultat résulte du
lemme 5.33 (ii). Pour di, = iy ou di, = i, on utilise le lemme 5.33 (4ii). Supposons
maintenant o« = 0F avec § dans Ay non vide. Par définition, le mot AY commence
par sho A¥ . Par hypothése d’induction le mot A} est équivalent & dig-di, pour un

mot u’. Donc on obtient A¥ = :n di, - digy - d(gt A’;‘z. L’argument est semblable pour o =
18 & cause du lemme 5.33 (). [

Le lemme suivant dit que les mots AY grossissent avec les expansions.

Lemme 5.36 Si o de A, envoie t sur t', alors il existe un mot u sur A tel que I'on
a diy A% =F AT - di,.

t/ —x

DEMONSTRATION : On montre le résultat par induction sur . Pour di, =i, on a

diy -AY' =1 1, -sho(AL) - shy (AL - dsp,_ . =F AP, dsg, . -

t’ —LpI
Pour diy, =igett =1t;-tz, 0n a
diy AT =F i -shg(A%);,) - sha(
ig - shoo(A%,)") - shox
sho(A})) - shy (AL
sho(A%)) - shy (ALY

LDLI) déamutz
LDI) d05a ity Shl(AIt;Iz)LI) . d56mut2

ig- dOJamtl d56mut2

L 5.33)
L 5.33)
I, DI)

L 5.32)
L 5.33)

—+
=LDLI

_LDLI )
) d5a ‘HﬂEOut(B‘LDLItz) (iﬂo : dﬂ058u,,t1)

_LDLI

~ o~ o~ o~ o~

_LDLI ALDLI HﬂEOUt(aLDLItz) (lﬂO dﬁoéamﬁ)

Supposons diy = dgy et t =t1 - (t2-t3). On a
da 'A?’ = d)” .A?tl't2)'(t1't3)

=1 dgsho(A}),,) -shi(Af ) - A5, 1y -15) (L 5.33)
=1 d, -shoo(AY) - shor (A) - doss,., - Shig(ALY) - shyy (APH)
. dl&autg : d5amtl «O.tg (L 5.33)

=1 sho(A})') - dg - sho1 (A7) - shai (AF) - dos,,,., ~dis,,,
g, 11 00,t5 (L, L0, ILO)
=.F sho(A) - shig(A)) - dg -sh1i (AL) - doss,,,, - d16,.,
Ao, 0, o0t (L10, IL10)
= sho(AL") - shio(A%)) - shi1(A,) - do - dosy,e, * d16s,eq
55,0101 0,1 (L11, IL11)
= sho(A})) - shio(A%)) - sha1(A%) - Aoy, ey.0.e
~dss,ey (da - daoss,,., ) (L 5.31)
=/ sho(A") - shig(AY) - shi1 (AF,) - dis,,,,
Qg 0e0.05 11(da - daosy,,,, ) (L 5.30)
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= sho(A) - shy (ARS) - dsy.ry.rg) (e - daoss., ) (L 5.33)
=5 ALtDPI(tz-ta) T(dg - da0ss,,:, )- (L 5.33)

1

Maintenant supposons o = 08 et t = ¢1-t2. Puisque ig envoie ¢; sur un terme, disons ¢},
on a ig-A¥ = A} - di, pour un mot u'. Donc on a
1

la AD = 1op A 4, = log-sho(AY)) - ds,, -AY,

=1 shg (APY) - digy -shi(AY) - dss,,, (hyp)
=F sho(AY) - shy (AF,) - dss ., TI(digow) (L 5.32)

E: A? . H(dlﬂoul)

Enfin, on suppose oo = 13 et t' = t; - t,. Par hypothése, on a ig-A% =+ A% -di,. On
2 B ta

th, —m
trouve
i A% = iip -shl(A‘;‘,z) -sho (A7) - d(;ant,2
= shi(A) - diru sho(AL) - ds, , (hyp)
E;_ Sh1 (Altjz) . Sho(AIiT) . dfsa,,tg . dlul EI A? . diul (L 530)

ot I'égalité dirn - ds, |, =t ds, t * dur Tésulte du lemme 5.30 puisqu’on a t3 ¢ (ig -A’;‘,Z) =
nto "
Oxty = ta « (A}, - diy) et donc on a 9ty = Oxta » du- u

Lemme 5.37 Supposons que u est un mot sur Ay et que DI, envoie t sur t'. Alors il
existe un mot positif u' satisfaisant

diy A% = AT diy . (5.21)

DEMONSTRATION : On utilise une induction sur 1g(u). Pour u = ¢, le résultat est trivial.
Pour lg(u) = 1, le résultat est énoncé dans le lemme 5.36. Supposons maintenant u =
U1 - U2, OU ni wj ni uz ne sont vides. Soit ¢t; = t - DI,. Par hypothése d’induction, il
existe u et uj satisfaisant di,, -Af = A¥-diy et di,, -Af =} A}, -di,;. On en déduit

di, -AY, =} diy, -AY - diyy =+ AY- diy - diy. ]
Dans le chapitre 4, on a montré que chaque X-k-expansion d’un terme ¢t admet a',;t
comme une X-expansion. On exprime maintenant le résultat en utilisant les opérateurs di.

Définition : Pour chaque terme t, on pose ’AX = ¢ et FAX = AX . Pt T gg—lt

pour k£ > 1.

Lemme 5.38 Soit u un mot sur A, de longueur au plus k et soit t un terme du domaine
de D1, Alors, il existe un mot v’ sur A satisfaisant di, - di,» =} *A%.
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DEMONSTRATION : On utilise une induction sur k. Pour k£ = 0, le résultat est trivial.
Autrement, on écrit u = ug-a avec a dans A . Par hypothése d’induction, il existe un mot
positif v satisfaisant di,, - diyy =t k_lA’,;‘. Soit ¢’ I'image de t par DI,,. Par hypothése,
le terme t' appartient au domaine de DI, et donc, d’aprés le lemme 5.36, il existe un
mot positif v qui satisfait di, -di, = A%. En appliquant le lemme 5.37 aux termes ¢’
et 0X~1t, on voit qu’il existe un mot positif v qui satisfait di, 'Ana,’;*lt =F A% . di,y. On

~x
en déduit

diy, - iy - diyy = iy, - dig - diy - diyy = diy, A% - digy =

—+ 31 . = —+ k—1An =t _ kan
=x dluo . dlv(/) ‘Aag_lt =x At . a)};_lt = At .
Donc, on obtient le résultat en posant v’ = v - vy. ]

Proposition 5.39 Soient u,v deux mots sur A, de longueur au plus k. Alors il existe
des mots u',v’ sur A, satisfaisant

di, - diy = di, - diw =AY (5.22)
DEMONSTRATION : D’aprés la proposition 5.10, l'intersection des domaines des opéra-
teurs DI, et DI, consiste en substitués du terme ¢ . L’application du lemme 5.38 a ¢},

donne deux mots positifs v’ et v’ tels que di,-di, et di,-di, sont =f-équivalents

5 kAR

amAY . [ ]
tu,v

On a montré que les relations =7 décrivent assez bien les monoides de géométrie dans
le sens que tous les résultats trouvés pour les monoides de géométrie sont aussi vrais en uti-
lisant les relations =7. Ceci nous permet de travailler plutot avec les relations =} qu’avec
les monoides de géométrie et d’utiliser des méthodes basées sur des présentations comme
la méthode du retourmenent de mots dans la prochaine section. On finit cette section par
deux résultats sur ’équivalence =,;. Le premier est un analogue du résultat 4.12.

Proposition 5.40 Si w est un mot sur AX! qui contient k adresses positives, et si
un terme t appartient au domaine de DI,,, alors il existe un mot u sur Ay satisfai-
sant di,, - di, =4 kA‘;‘.

DEMONSTRATION : L’argument est similaire & celui utilisé en montrant le lemme 5.38.
On fait induction sur k. Pour k = 0, le mot w contient uniquement des adresses négatives
et, en définissant v = w™!, on obtient di,, - di,, =y €. Supposons maintenant & > 0. On
écrit w = wg - o - vy 1 o0l a est une adresse positive et vy un mot positif. Par hypothése
d’induction, il existe un mot positif ug qui satisfait wp - ug = ¥ 'A% Soit ¢ I'image de ¢
par DI, . Il existe un mot positif v’ qui satisfait di, - di,s =} di,, -A’;k_lt. On obtient le
résultat en posant u = v - v - uy. : [

Enfin, on présente le résultat qui dit que deux éléments X-équivalents ont une expan-
sion commune.
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Proposition 5.41 Si w est un mot sur A;‘El tel que le domaine de DI1,, n’est pas vide,
alors il existe des mots u, v sur A, satisfaisant di, =y di, - di,-1.

DEMONSTRATION : Corollaire immédiat de la proposition 5.40. [ |

5.4 Monoide syntaxique

Dans cette section on étudie le monoide engendré par les LDLI-relations en utilisant la
méthode de présentation complémentée, présentée dans [16]. Cette méthode nous donne
un algorithme pour résoudre le probléme de mots de ce monoide et elle permet de dire que
ce monoide et simplifiable et que 'ordre de divisibilité forme un treillis. On ne s’intéresse
pas aux LDI-relations parce qu’il y en a trop et le monoide correspondant semble laisser
ésperer moins d’applications que le monoide de LDLI.

Définition [12] : Soit A un alphabet. On dit que f est un complément sur A si f
est une application partielle de A x A vers A* satisfaisante f(z,z) = €, pour chaque z
de A, et que f(z,y) existe si f(y,z) existe. On note Ej{ la relation engendrée par les
relations (zf(z,y),yf(y,x)) avec (z,y) dans le domaine de f. Le monoide associé ¢ f
@ droite est le monoide A* quotienté par =F. On note = ¢ la relation engendrée par
les les relations (zf(z,y),yf(y,z)) avec (z,y) dans le domaine de f completées par les
relations (zz~1,¢) et (z7'z,¢). Le groupe associé a f & droite est le monoide (AU A~1)*
quotienté par =;.

Définissons le monoide syntaxique de LDLI M,;;; comme le monoide (Aff){l)* quotienté
par les LDLI-relations. On voit que le monoide M;y; est associé & un complément a droite :
on a

,

€ pour di, = dig,
dig pour 8 L aouallC Bou (B C aeta#pfl),
ig pour dig =1ig et (a = ou a = 1),
L ot
1a01y pour 8 = al0y et 8 # all,
100 pour 8 = al0;,
dg-de pour 8 = al,
(dg - da - dgo pour o = 1,
(¢ pour di, = dig,
F(ias dig) = dig pour 8 Laou(BCaet (a#B10ouf € Ay)),
diaoy - dia1y pour 8 = ay et di, # dig,
Ldg - dgo pour oo = 810 et B € Ayp.

Les LDI-relations ne donnent pas un complément parce qu’il y a, par exemple, la rela-
tion iy iy =5, iy -i0 - 11-
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Les présentations complementées permettent d’utiliser une méthode combinatoire ap-
pelée le retournement de mots. Le retournement consiste & remplacer de fagon itérée un

sous-mot ! - y par le sous-mot f(z,y)- f(y,z) '

Définition [16] : Soient w,w’ deux mots. On dit que w se retourne (@ droite) vers w/',

noté w ~ w', s'il existe une suite de mots w = wq,...,wx = w’ satisfaisant, pour
chaque 7 < k,
! —1 1 ! -1 "
Wi =W; Ty - Yi Wy et wiy1 = w; - f(zi,y:) - f(yi, )" - w;

ol x; et y; sont des lettres.

On voit que w ~ w’ implique w =; w’. Donc on obtient éventuellement par returne-
ment un mot qui est équivalent & w et qui est un produit d’un mot positif et d’un mot
négatif. A priori, le retournement n’est pas un procés déterministe, & chaque étape on peut
returner n’importe quel couple de lettres z—'y. Cepandant, le processus est confluent et
si on arrive & un mot vu~!, alors le mot est unique.

Proposition 5.42 [12] Chaque mot w se retourne vers au plus un mot sous la forme v -

u~! avec u et v mots positifs.

Définition [12] : Soient u et v deux mots positifs. On définit u\v comme le mot unique v’
tel que v—lu se retourne vers v'u' "' avec u' et v’ positifs, si un tel mot existe.

On voit, en particulier, que l'on a z\y = f(z, y) pour tous z,y dans A. Sion a u\v =
v\u = ¢, alors on a u E}" v. On voudrait que cette implication soit une équivalence,

c’est-a-dire on voudrait avoir u E}' v si et seulement si on a u”lv €.

Définition [16] : On dit qu’un complément est homogéne a droite, s’il existe une appli-
cation A satisfaisant
Azv) > A(v), AMwz) = AMv) et Au) = A(v) (5.23)

pour x dans A et u E}' v mots positifs.

Proposition 5.43 [16] Soit M un monoide associé a droite 4 un complement f : Ax A —
A* homogéne a droite. Alors la relation v~ 'v ~ ¢ implique u E? v si et seulement si la
condition suivante est satisfaite pour tous x,y, z dans A :

((@\y) \ (z\2) \ ((¥\2) \ (¥\2)) = ¢ (5.24)

On veut montrer que le monoide My, satisfait les conditions de la proposition 5.43.
On commence par ’homogénité du complément f.

Lemme 5.44 Le complément f du monoide My, est homogéne a droite.
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DEMONSTRATION : On définit, pour chaque mot positif u,
A(diu) = 1g(ty) —1g(ty)

Puisque di, =, di, implique DI, = DI,,, on a tZ = tL et t& = t& et donc aussi A\(di,) =
A(di,). Par définition, on a t2, =tL «a «u, donc il existe une substitution A satisfai-
sant tZ e a = (tE)h et tE, = (tE)". On en déduit

tRu) - lg(tgu)

A(diq - diy) = lg(t®
taRu) - lg(tgu * a) + lg(tgu * a) - lg(tgu)

(
= lIg(
=1g((t)") —1g((t)") +1g(ta.u * @) — lg(ta.)
> lg((t)") —1g((t)") > 1g(t) — 1g(ts) = A(diw).
Un argument semblable montre A(u - &) > A(u) et donc f est homogéne a droite. [

Proposition 5.45 Le complément f du monoide M,,,, satisfait la condition 5.24.

DEMONSTRATION : On écrit d’abord di,, =" di, pour deux mot positifs u et v si le mot v
est obtenu & partir de u par plusieurs remplacements d’un sous-mot a; - as par le sous-
mot az - a7 avec a1 L az. On a lg(u) = lg(v) et on montre par induction sur lg(u) que
I'on a di, 1. di, ~ e. Pour u = ¢ le résultat est trivial. Supposons v = a - ug. Le mot v
est sous la forme vg - @ - v1, ol chaque adresse de vy est orthogonale & a. On a maintenant

dig' - di, ~ dig,) - diy, - dig! - dig - div, ~ dig) - diy, - diy, N e
par hypothése d’induction parce que I'on a di,, =1 di,, - di,,.

On montre maintenant le résultat. On considére tous les triplets di,, dig, di, de Aoy
Puisque les LDLI-relations sont closes par décalage, on peut considérer que le plus grand
préfixe commun de «a, 3 et v est 'adresse &.

Cas 1. Deux éléments sont égaux. Supposons di, = dig. On a

(dig \ dig)\(dia \ diy) = €\(dis \ di,) = dis \ di,,

(dig\ dia)\(dig\ di,) = e\(dig \ di,) = dig\ di,;

(dig\ di,)\(dig\ dia) = (dig\ di)\e =€,

(diy \ dig)\(diy \ dia) = (diy \ din)\(di, \ dia) = &;
et cela suffit parce que a et 8 jouent un réle symétrique.

Cas 2. Une adresse est orthogonale au plus grand préfixe commun des autres deux
adresses. Supposons que « est orthogonale au plus grand préfixe commun des autres « et 3.
Dans ce cas, -y est aussi orthogonale & chaque adresse dans les mots di, \ dig et dig\ di,.
On a

dig \ dig
dig \ dig
dig \ di,
dig \ di,

dig \ di,
dig \ di,
dig \ di,
dig \ di,

(dia \ dig)\ diy = di,,
(dig\ dia)\ diy = diy;
diy \(dip \ dia) = (di \ dia),
di, \(dig \ dia) = (dig\ dia);

( I\
( \(
( A\
( IN(

~— ~— ~—
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et cela suffit de nouveau parce que a et 8 jouent des roles symétriques.

Cas 3. Un des éléments est i,. Supposons di, = i,. On peut supposer que les autres
adresses sont différentes de 14, autrement on est dans le cas 1. On a

(dia \ dig)\(dia \ diy) = (dia \ dig)\is = ig,

(dig\ dia)\(dig \ diy) = (dig \ dia)\ iz = ig;

(dig\ diy)\(dig\ dis) = is\(dig\ dia) == (dies \ diga) - (dirp \ dira),

(diy \ dig)\(diy \ dia) = (digg - di1g)\(diga - dira) = (dieg \ dioa) - (disg \ dita);

Cas 4. Une adresse est un préfixe propre du plus grand préfixe des autres deux adresses.
On suppose que v est un préfixe du plus grand préfixe 7' de a et de 8. On peut suppo-
ser di, = dg, autrement on est dans le cas 3.

Cas 4.1. L’adresse 0 est un préfixe de a et de 8. On écrit o = 0ag et 8 = 08y. On a

(dig \ dig)\(dia \ diy) = shg(dia, \ dig,)\ dg = dg,

(dig\ dia)\(dig \ di,y) = sho(dia, \ dig,)\ dp = do;

(dig\ diy)\(dig \ dia) = dg \sho(dig, \ dia,)
=" shyg(dig, \ dia,) - shoo(dig, \ diag)s

(diy \ dig)\(diy \ dia) = (diz0s, - dioos, ) \(di10a, - diooa)
=shyo(dig, \ dia,) - sheo(dig, \ diag);

et cela suffit de nouveau parce que « et 8 jouent des roles symétriques.
Cas 4.2. L’adresse 1 est un préfixe propre d’un préfix commun de o et de 3.

Cas 4.2.1. Un des éléments est i19. On suppose dig = 119 et dig = diioa, 7 i10-

(dia \ dig)\(dia \ diy) =110\ dg = dy - do,
(dig \ dia)\(dig \ diy) = (di1000, - Ai101a0)\(ds - do)

= dg -((dio10a, - dlo11a,)\ do) = dg - do;
(dig\ diy)\(dig \ dia) = (dg - do)\(di100a, * di101a)

= do \(dio10a, - dio1100) = dloo1a, * dio11ae,
(diy \ dig)\(diy \ dia) = 10 \ dioia, = diooiae - dlo11a0;
(diy \ dia)\(diy \ dig) = dig1a, \ 1o = o,
(dia \ diy)\(dia \ dig) = dg \110 =10

Cas 4.2.2. Aucun des éléments n’est i19. On écrit a = leag et 5 = 1lefy avec e =0
oue=1.0na

(dia \ dig)\(dia \ diy) = shie(dia, \ dig,)\ dg = dg,

(dig\ dia)\(dig \ di,) = Shle(dlﬂo \ digy)\ dy = dg;

(dig\ diy)\(dig \ din) = dy \shie(dig, \ ding) = sher (dig, \ ding),
(diy \ dig)\(diy \ dia) = dicig, \ die1ae = she1(dig, \ diag);
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et cela suffit & cause de roles symétriques de « et 8.
Cas 4.3. L’adresse 1 est le plus grand préfixe commun de « et de 5.
Cas 4.3.1. Les adresses a et  sont orthogonales.

Cas 4.3.1.1 Un des éléments est i;9. On suppose dig = 119 et & = 11ap. On a

( ig)\(di iy) =110\ dg = dy - do,

( )\( ) = dillao \(d;z; . do) = dz . do;
(dig\ dlv)\(dlﬂ \ dla) = (dg - do)\ dit1a, = dit1ae,
( ig)\(di o) =10\ dit1ae = dit1ae;

( i) \(diy \ dig) = ditrae \ io = io,

( iy)\(di ig) = dgy \l10 =1o-

(dia \ dig)\(dia \ diy) = diiog, \ dp = d,

(dig\ dia)\(dig \ di,) = dit1a, \ dg = dg;

(dig \ diy)\(dig\ dia) = dg \ dit1a, = dit1ac,
(diy \ dig)\(diy \ dia) = disgp, \ di11ae = dit1a;
(diy \ dia)\(diy \ dig) = dit1a, \ dirog, = dirog,;
(dia \ dl’y)\(dla \ dig) = dg \ diiog, = diiog, -

Cas 4.3.2. Les adresses o et 3 sont comparables. On peut supposer que 8 est un
préfixe propre de «, donc dig = d;.

Cas 4.3.2.1 L’adresse 10 est un préfixe de a.
Cas 4.3.2.1.1. L’élément di, est i;9. On a

(dia \ dig)\(dia \ diy) =di1\(dy-do) =dg-di-do-((d1-dy)\ do)
=dgy-di-do-(dg \ do) = dy-di-do-dig- doo,

(dig\ dia)\(dig \ diy) = (i100 - i110)\(dg - d1 - do)

= dy -((i010  1120)\(d1 - do)) = dy - d1 - d1o - do - doo;

= (dg - d1 - do)\(i100 - 1110) = (d1 - do)\ (f010 - i110) = 100 - i10,

= (d1-dy)\ 10 = dg \ 1o = 110 - Loo;

=19 \(d1-dg) = di-dy,

(dy - do)\ di = do \(d1 - dy) = dy - dy .

dig \ di,
di, \ dig
di, \ di,
dig \ di,

dig \ di,
di, \ di,
di, \ dig
dig \ dig

( )
( )
( )
( )

_— o~ o~ o~
— — — —

\
\
\
\

Cas 4.3.2.1.2. L’élément di, n’est pas i,9. On écrit o = 10aq. On a

(dig \ dig)\(dia \ diy) = d1\ dy = dy - d1 - do,
(dig\ dia)\(dig \ diy) = (di110a, - di100a0)\(d1 \ dy = dg - d1 - do)
= dl\dg = dg'dl'do;
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(dig\ di,)\(dig \ dia) = (dg - d1 - do)\(di110a, - di100ac)
= (di - do)\(di1100, - Al0100g) = Ai10100 - Al00100s
(dl»y \ dlﬂ)\(dl’y \ dia) (d dg)\ lelao = dg \ lelao = dllOlao leOlam
(diy \ dia)\(diy \ dig) = dio1a, \(d1-dg) = d1 - dg,
(dia \ diy)\(dia \ dig) = dg \ d1 = d1 - dg;
Cas 4.3.2.2 L’adresse 11 est un préfixe propre de o.
Cas 4.3.2.2.1. L’élément di, est i119- On a
(dia \ dig)\(dia \ diy) = (d1 - d10)\ dg = d1o \(dg - d1 - do)
=dy +(do1 \(d1-do)) = dg - dy - do - do1 - doo,
(dig\ dia)\(dig \ diy) =110 \(ds - d1 - do)
=dg-do-(lo\(d1-do)) = dy-do-di-doo-do;
(dig\ di,)\(dig\ dia) = (dg - d1 - do)\ i10 = 1o,
(di, \ dig)\(di, \ dia) = (d1-dg)\ 110 = dg \ 110 = i0;
(dl’y \ dla)\(dl’y \ dlﬂ) = 1110 \(d1 . dg) = d1 . d10 '(110 \ dg) = d1 . d10 . dg . d(),
(dig \ diy)\(dia \ dig) = dg \(d1-d10) = d1-dp -((dg - d1 - do)\ d1o)
=d;-dg-((di-do)\do1) = di-dy-doy-do;
et on trouve
dyt-d;t-dig-dit-di-dy-dor-do ~dyt-dyt-dpy - dy - dos - do
~dytdyt - dydyt cdor-do ~dyt-do e

Cas 4.3.2.1.2. L’élément di, n’est pas i119- On écrit a = 1leag. On a

(dia \ dig)\(dia \ diy) = d1\dg = dg - d1 - do,

(dig\ dia)\(dig \ diy) = dite1a, \(dg - d1-do = dg - di - do;

(dig\ di,y)\(dig \ dia) = (dg - d1-do)\ ditera, = (di-do)\ dici1a, = diet1ags
(diy \ dig)\(diy \ dia) = (dl dy)\ dit1ea, = Ay \ ditera, = dieriao;

(dia \ di,)\(dia \ dig) = dit1ea, \(d1- ds) = d1 - dg,

(dig \ diy)\(dia \dig) = dg\d1 =di-dy.

Cas 4.3.2.3 L’adresse o est 11. Toutes les trois adresses appartiennent & A, et

ce cas est montré dans [12].

Cas 4.4. L’adresse & est le plus grand préfix commun de a et 3. On peut supposer o L

(3, autrement on est dans le cas 1. On écrit a = Ocyp.

Cas 4.4.1. L’adresse 1 est un préfix propre de 3.
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Cas 4.4.1.1. L’élément dig est i19. On a

(dia \ diﬂ)\(dia \ div) =110 \ dy = dg - do,
(dig\ dia)\(dig\ diy) = diga, \(dg - do) = dy - do;
(dig\ diy)\(dig \ dia) = (dy - do)\ dioa, = do \(di10a, - diooa,)
= di10a0 * Ai010a0 * 100000
(diﬂ \ di,y)\(diﬂ \ dig) = 1o \(di10ag * Aio0ay) = diooag * Ai000ag - A1010a0;
(dig \ diy)\(dia \ dig) = (di10a, - diooas )\ to = 1o,
(dia \ diy)\(dia \ dig) = dg \ 110 =10-

Cas 4.4.1.2. L’élément dig n’est pas ij9. On écrit 5 = 1lefy et on a

(dia \ dig)\(dia \ di,) = diteg, \ dp = dg,

(dig\ dia)\(dig \ diy) = digg, \ do = dog;

(dig\ di,y)\(dig \ dia) = dy \ dige, = ditoa, - dicoas,

(dig\ di,)\(dig \ dia) = dic1, \(di10a, - Aiooa,) = Ail10ag - dlooag;
(dia \ diy)\(dia \ dig) = (di10a, - iooag)\ dierg, = die1g,s

(dia \ diy)\(dia \ dig) = dg \ direg, = ditep, -

Cas 4.4.2. L’adresse 3 est égale 4 1. On trouve

(dia \ diﬂ)\(dia \ di’y) =d \ dy = dg-d. do,

(dig\ dia)\(dig \ diy) = diga, \(dg - d. do) = d - d. do;

(dig\ diy)\(dig\ dia) = (dg - di - do)\ diva, = (di - do)\(di10a - diooas)
= di110a0 * d1100a0 * d1010a0 * 10000

(dig\ diy)\(dig\ dia) = (d1 - ds)\(dit0a, - dicoa,)
= di110a, - d1010a0 * d1100a0 * d000a0;

(dia \ div)\(dia \ diﬂ) = (di10a0 * digoao)\(d1 - dg) = d1 - dg,

(dia \ di’y)\(dia \ diﬂ) =dy \ di=d;-dy.-

Cas 5. Le plus grand préfixe de deux adresses est un préfixe de la troisiéme adresse.

Supposons que le plus grand préfixe v/ de a et 8 est un préfixe de 4. Si on a § = «/

ou v = «/, alors on est dans le cas 4. Si a et 3 sont orthogonales, alors on est forcement

dans le cas 1. On a considéré tous les cas et la démonstration est finie. [ |
On déduit de la proposition 5.43 :

Proposition 5.46 On a di, =, di, si et seulement si on a di, Lodi, ~e.

Chaque monoide qui satisfait les conditions de la proposition 5.43 a de bonnes pro-
priétés :
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Proposition 5.47 Le monoide My, est simplifiable & gauche et 'ordre de divisibilité a
gauche sur My, forme un treillis.

DEMONSTRATION : Il est montré dans [12] que chaque monoide qui satisfait les conditions
de la proposition 5.43 est simplifiable & gauche, deux éléments admettent un et unique
plus grand diviseur & gauche commun et deux éléments qui admettent un multiple & droite
commun admettent un et unique plus petit multiple & droite. D’aprés la proposition 5.40,
chaque couple d’éléments de M, admet un multiple & droite commun et donc ’ordre de
divisibilité & gauche sur M, forme un treillis. [ |

Remarque 5.48 On ne peut pas avoir ig-1gg-ip =1, 1010 do, parce que 'on a Ipg *
Ip # Ip * Do : Popérateur Ipg » Ip envoie (z-y) -z sur (((z-z)-y)-((z-z)- y)) 2 et
Popérateur 1y » Dy envoie (z-y) -z sur (((z-y)-z)-((z-y)-y))- 2. Par contre, on a montré
dans la derniére section la relation Iy « Igg » Ig = Iy * Ig » Dg. Par conséquent, la projection
canonique de My, sur G5 . n’est pas un isomorphisme.

On voit maintenant pourquoi on a défini les LDLI-relations comme elles ont été défi-
nies. Le monoide M, est plus grand que le monoide G, | et pourtant il conserve toutes
les bonnes propriétés de G5 . De plus, il est simplifiable & gauche et il est fort possible
que son groupe de fractions n’est pas « trop loin » du monoide G,p;;. Ceci n’est pas vrai
dans le cas de LDI parce qu’il est facile de voir que 'on a dgy = i :

_ =1 . _ =1 . a1 e—1 . . a1 e—1 . .. .
dﬂ = Y1 'll'dﬂ = 1l =i Y '1;5 g lg = 1y '121 1z 1110 =t 0 -

Par conséquent, la relation =;; est loin de pouvoir bien décrire le monoide G-

Dans [12], une solution comment & décider si deux termes sont LD-équivalents a été
établie en utilisant le monoide syntaxique de LD. Cette solution consiste & trouver une
application injective de l’ensemble des classes de la LD-équivalence dans le groupe de
fraction du monoide syntaxique. Peut-étre, une solution analogue existe aussi pour LDLI
et ceci permetrait de résoudre le probléme de mots pour LDLI mais aussi pour LDI,
d’aprés la proposition 5.25.
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Chapitre 6

Construction de LDLI-systemes

Dans ce chapitre on étudie les systémes distributifs & gauche idempotents & gauche. On
montre que chaque LDLI-systéme posséde une congruence canonique dont le quotient est
un systéme idempotent. Cette congruence met en jeu une construction des LDLI-systémes
en utilisant de LDI-systémes et des systémes constants & droite. Ensuite, on utilise cette
méthode pour construire les LDLI-systémes libres et pour caractériser la variété des LDLI-
systémes.

Dans la section 1, on introduit une congruence sur chaque LDLI-systéme dont le
quotient est un LDI-systéme. Dans la section 2, on trouve une construction basée sur cette
congruence. Ensuite on donne une application de cette construction. Dans la section 3,
on construit des LDLI-systémes possiblement libres et on montre que leur liberté est
équivalente au résultat que la LDLI-équivalence est 'intersection de la LDI-équivalence
et de I’équivalence constante & droite.

6.1 Congruence idempotente sur des LDLI-systemes

Dans cette section on définit la congruence ipg et on montre que son quotient est un
LDI-systéme. Sauf mention contraire, chaque systéme considéré dans ce chapitre est muni
de Popération binaire -. On commence par deux lemmes concernant les LI-systémes. On
écrit abc pour a - (b-c) et a® pour a - a1,

Lemme 6.1 Soit G un LI-systéme et soit a dans G. Alors on a, pour tous a,b dans G,
a*b = ab et (a®)t = aFti-1, (6.1)

DEMONSTRATION : On montre d’abord a¥b = ab pour tous a,b dans G. Le résultat est
évident pour £ = 1. Pour £ > 1, 0n a
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On montre maintenant ’autre résultat par induction sur [. Puisqu’il est vrai pour [ =1,
on suppose [ > 1. On a

(ak)l _ (ak) A (ak)l—l —a- ak+l—2 _ ak+l—17

et c’est ce que 'on voulait démontrer. [

Définition : Soit G un systéme. On définit ipg comme la plus petite équivalence sur G
qui satisfait (a,a?) € ipg.

Lemme 6.2 Soit G un LI-systéme. Alors les conditions suivantes sont équivalentes pour
deux éléments a,b dans G :

(?) on a (a,b) € ipg;

(i1) il existe des entiers positifs k,[ satisfaisants a® = b.

DEMONSTRATION : (i) = (4¢) : La relation (a,b) € ipe implique lexistence d’une
suite @ = ag,a1,...,a, = b, telle que 'on a a; = a?_; ou a? = a; 1, pour chaque i
entre 1 et n. On montre par induction sur n, qu’il existe des entiers positifs k,[ satis-
faisants a® = b'. Le résultat est évident pour n = 0. Supposons n > 1. L’hypothése
d’induction donne qu'il existe &', !’ satisfaisants a* = a!_,. Il y a deux possibilités main-
tenant :

-pour b2 =a,_1,ona bt =B =al_| =d";

-pour b=aj_;,ona b= (a%—l)l, = (05—1)2 = (a¥)? = a¥" .

(ii) = (i) : Evident. ]
De méme que dans le cas des treillis, on définit une congruence et un systéme simple.

Définition : Soit (G,-) un systéme binaire. Une équivalence 6 sur G est appelée une
congruence si elle satisfait la condition suivante :

(a,b) € 6 et (c,d) € 0 entraine (a-c,b-d) € 6. (6.2)
Le systéme G est dit simple s’il posséde seulement deux congruences, a savoir idg et G X G.

Exemple 6.3 La relation ¢pg n’est pas une congruence en général, par exemple

est un LI-systéme qui est simple : si on a (0,1) € 4, alorson a (2-0,2-1) € 6 et si on a
(2,a) € 0 avec a dans {0,1}, alors on a (a-2,a - a) € §. Pourtant, I’équivalence ipg n’est
pas triviale.

Par contre, si G est un LDLI-systéme, alors la relation ips est une congruence.
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Proposition 6.4 Pour chaque LDLI-systéme G, la relation ipg est une congruence et,
pour tous a, b, c dans G avec (a,b) € ipg, on a ac = be.

DEMONSTRATION : Considérons (a, b) € ipg. Il existe k, [ satisfaisant a® = b!. Maintenant,
pour chaque ¢ dans G, on a

a-c=d¥-c=b-c=b-c

(c-a)f=c-a*=c-b =(c-b).

Ceci implique que ipg est une congruence. Le résultat que (a,b) € ipg entraine ac = be,
pour tous ¢ dans G, est maintenant évident. [

Il est facile & voir, pour un LDLI-systéme G, que le quotient G/ipg est un LDI-systéme
et que toutes les classes d’équivalence satisfont I’identité constante & droite

zT-z=y-2 (RC)

De plus, les éléments des ces classes satisfont a* = b'.

Exemple 6.5 Considérons le LDLI-systéme suivant :

-0 1 2 3
0/1 1 3 2
111 3 2
203 3 2 1
3/]2 2 1 3

La congruence ipg a trois classes d’équivalence : {0,1}, {2} et {3}. Le quotient est iso-
morphe a 'unique quasi-groupe distributif & gauche & trois éléments.

Remarque 6.6 Kepka et Némec [37] ont montré la proposition 6.4 pour G un LDLI-
systéme simplifiable a gauche. Ils ont aussi montré, dans le cas de LD-systémes simpli-
fiables & gauche, que l'identité LD est équivalente a 1’identité

TT T = TT. (6.3)

Ce résultat n’est pas vrai en général pour des LD-systémes qui ne sont pas simplifiables
a gauche, on le voit dans ’exemple suivant qui est LD, satisfait I’identité énoncée mais il
n’est pas LI parce que 'ona (1-1)-0#£1-0:
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6.2 Décomposition de LDLI-systémes

Dans cette section on présente une construction qui permet de reconstruire les LDLI-
systémes & partir de LDI-systémes et de RC-systémes. Ensuite on classifie tous les LDLI-
systémes simples non idempotents. Le résultat de la proposition 6.4 suggére la définition
suivante :

Définition : Un ensemble A est appelé une algébre mono-unaire s’il est muni d’une
opération unaire a. L’algébre mono-unaire (4, a) et dit conneze, si, pour tous a, b dans 4,
il existe k,l satisfaisant o (a) = o!(b).

Exemple 6.7 Chaque algébre mono-unaire (4, a) peut &tre représentée par un graphe
orienté I" dont les sommets sont A et les arétes représentent o (voir la figure 6.1) : pour
chaque sommet a de A, il existe une unique aréte qui commence en a, & savoir ’aréte de a
vers a(a). Une algébre mono-unaire est connexe si et seulement si son graphe est connexe.

F1G. 6.1 — Une algébre mono-unaire représentée par son graphe

Chaque RC-systéme G est muni de 1’opération naturelle og : a — a? qui détermine
entiérement la multiplication sur G. De ’autre coté, on peut batir sur chaque algébre
mono-unaire une structure d’un RC-systéme. On dit donc qu’un RC-systéme est connezxe
si lalgébre mono-unaire correspondante est connexe. Si G est un LDLI-systéme, toutes
les classes de ipg sont des RC-systémes connexes, d’aprés la proposition 6.4. Ceci nous
permet de trouver une décomposition du systéme G.

Proposition 6.8 (i) Soit H un LDI-systéme et soit A,, avec a € H, une famille d’en-
sembles deux & deux disjoints. Supposons qu’il existe des applications f,, de Ay vers Agy,
pour tous a,b dans H. Définissons le systéme B(H, f) comme I’ensemble |J . Aa avec
Dopération * définie par  *y = f,(y), pour z dans A, et y dans A,. Alors le sys-
téme B(H, f) est LI De plus, si les applications f,; satisfont I’identité

fa.,bc o fb,c = fab,ac o fa,c (64)

pour tous a, b et ¢ dans H, alors le systéme B(H, f) est LD.
(i) Soit G un LDLI-systéme. Alors G est isomorphe & B(G/ipg, f), ot on a f;5 = ac
et @ désigne la classe de ipg qui contient a.
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DEMONSTRATION : (7) Considérons a, b, ¢ quelconques de H, et = dans A,, y dans A et z
dans A.. L’élément x * z = f, o(x) appartient aussi & A, parce que H est idempotent.
Donc on a (z * ) * y = fa5(y) = = * y. Pour la distributivité & gauche, on a

T (Yy*2) =% foc(2) = fape(fo,c(2)) = fabac(fa,c(2))
("L' * y) * (:E * Z) = fa,b(y) * fa,c(z) = fab,ac(fa,c(z))

et donc B(H, f) est un LDLI-systéme.

(#4) On remarque d’abord que la définition de fa,» ne dépende ni du choix de a, d’apres
la proposition 6.4, ni du choix de b. On vérifie maintenant la condition (6.4), pour a,b,c
dans G et d dans ¢ :

fape(£5,6(d)) = f5 po(bd) = a(bd) = (ab)(ad) = fop zz(ad) = fop ae(fa,e(d))-

Donc la construction donne un LDLI-systéme et on montre que ce systéme est isomorphe
a (G,-). Choisissons a,b dans G, cdans @ et d in b. On a

cxd= f3(d) =a-d=c-d,

et ceci finit la démonstration. [ ]

Dans la suite, chaque élément du systéme B(H, f) est noté par le couple (a,z) avec a
dans H et x dans A,.

Mentionnons que, pour chaque a dans G, on a 1’égalité f5 5 = og sur la classe d’équiva-
lence @. Quand on considére a, b dans G, 'application f; j doit étre un homomorphisme :
I’égalité

fap(oa(d)) = fa5(f5,5(d) = fapap(fa,5(d) = 0 (fa5(d))

(
est vraie pour d quelconque dans b.

Exemple 6.9 Soit H un LDI-systéme et soit A un RC-systéme connexe. Considérons,
pour chaque a dans H, une copie disjointe de A, notée A,. On définit ’application f,
comme d — og,(d), pour chaque d dans A;. Alors on a (a,c) * (b,d) = (ab, fap(d)) =
(ab, o, (d)) = (ab, cd) et on voit que le systéme B(H, f) est isomorphe au produit H x A.

Exemple 6.10 Soit G un RC-systéme. Alors G est aussi un LDLI-systéme et on a ab = bb
pour tous a et b dans G et, quand on note @ et b les classes de ipe qui contiennent a et b
respectivement, on a f; ; = f; 5 = 0g. Puisqu’il existe un unique RC-systéme idempotent
pour chaque cardinalité, chaque RC-systéme G est déterminé par les classes de la congru-
ence ipg.

Remarque 6.11 Une décomposition similaire est décrite dans [35] pour les systéme dis-
tributifs & gauche symétrique a gauche, c’est-a-dire pour les systéme qui satisfont, & part
de l'identité LD, aussi ’identité

¢ (z-y) =y (LS)
On y montre aussi que chaque LSLD-systéme satisfait ’identité LI et donc notre décom-
position est une généralisation de celle pour les LSLD-systémes.
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L’existence de la congruence ipg permet de classifier tous les LDLI-systémes non
idempotents simples. Cette classification résulte directement des résultats sur LD-systémes
simples présentés dans [37], mais on le fait ici en utilisant une approche différente.

Définition : Le systéme Cyc,.(n), avec n > 1, est I’ensemble {0,1,...,n — 1} avec
lopération¢-j=j5—1,pour j >0,eti-0=n—1.
Le systéme Path,(n), avecn > 1, est ’ensemble {0, 1, ...,n—1} avec l’opération i-j = j—1,

pour j > 0, et i-0=0 (voir la figure 6.2).

F1G. 6.2 — Les algébres mono-unaires qui correspondent au systéme Cyc,.(6)
(& gauche) et au systéme Path,(6) (& droite).

Proposition 6.12 (Stanovsky [45]) Les seuls RC-systémes simples sont, & lisomor-
phisme prés, le RC-systéme idempotent & deux éléments, Path,(2) et Cyc,(p) pour p
premier.

Proposition 6.13 Les seuls LDLI-systémes non idempotents simples sont, & l’isomor-
phisme prés, Path,(2) et Cyc,(p) pour p premier.

DEMONSTRATION : La congruence ipg sur un LDLI-systéme G n’est pas triviale, sauf
si G est idempotent ou si G est un RC-systéme connexe. Les seuls RC-systémes non
idempotents simples sont, d’aprés la proposition 6.12, les systémes Path,(2) et Cyc,(p).

]

6.3 LDLI-systemes libres

Dans cette section, on va essayer de construire les LDLI-systémes en utilisant la
construction de la proposition 6.8. On ne saura pas montrer qu’ils sont libres mais on
caractérisera de facons équivalentes leur liberté. On commence par les LDLI-systémes mo-
nogénes. Il est évident que chaque LDLI-systéme monogéne est un RC-systéme connexe.
Il existe seulement un RC-systéme monogéne infini, a I’isomorphisme prés : ’ensemble N
avec l'opération a b = b+ 1 (voir la figure 6.3). Donc on en déduit :

Lemme 6.14 Le systéme (N, ") est isomorphe au LDLI-systéme libre monogéne et aussi
au RC-systéme libre monogéne.
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Fic. 6.3 — Le LDLI-systéme monogéne infini

On commence maintenant & construire des LDLI-systémes en plusieurs générateurs qui
sont suspectés d’étre les LDLI-systémes libres. Dans le chapitre 5, proposition 5.25, on
a montré (a une conjecture prés) que deux termes sont LDLI-équivalents si et seulement
s’ils sont LDI-équivalents et ils ont la méme hauteur & droite. On montre maintenant une
variante de cette proposition pour les carrés.

Lemme 6.15 Soient t et t' deux termes LDI-équivalents qui ont la méme hauteur a
droite. Alors les termes t -t et t' - t' sont LDLI-équivalents.

DEMONSTRATION : Les termes ¢ -t et ¢ - t' sont LDI-équivalents et ils sont la méme
hauteur & droite. D’aprés le lemme 5.22, il existe un mot w sur A;y; et un entier k
satisfaisant ¢ - ¢ » I’;, e DI, I;k = t' -t'. On va montrer le résultat par induction sur k.
Pour k& = 0 le résultat est trivial.

Suppossons k£ > 0. On a t « I’;H e DI, * I;k_l = t/. Maintant on fait disparaitre tous

les apparances de 'opérateur D, de w. En regardant les LDI-relations on remarque que
I’'on peut bouger tous les Dy & gauche du mot w et tous les D;1 A droite de w. Maintant
on a

Ig elg e Dy =1y *1g *Igp * l10

puisque tous les deux opérateur envoient chaque terme ¢t au terme ((¢t-¢t)-¢t) - ((¢-¢t) - ¢).
Alors il existe un mot w; sur A, et un mot wy sur A, satisfaisant

t o 15T! e Dlgy, o Dlyy, « 1,5 1 =1

Maintenant le mot w; de méme que le mot wy envoient le terme ¢ « I’; sur le terme ¢’ « I’;.
Alors on a aussi

t o 1571« Dlgy, * Dlyy, « ;77 =1
Mais on a
151 ¢ DIgy, * Dlyg, + 1571 =15 e DI, o 15 e 1571 =15 o D1, o 157

Donc lopérateur 1571 « b1, « 175! envoie le terme ¢ - ¢ sur le terme ¢ - ' et le reste

résulte de ’induction. ]

On va construire les LDLI-systémes suspectés libres & partir des LDI-systémes libres
et du systéme (N, *). La classe de la LDLI-équivalence d’un terme ¢ va é&tre codé par le
couple d’un élément du LDI-systéme libre, & savoir par la classe de la LDI-équivalence de
I’élément t et d’un nombre de N qui va exprimé la différence entre la hauteur & droite de ¢
et la hauteur & droite minimale dans la classe de la LDI-équivalence.

On note FLDIx le LDI-systéme libre engendré par X, c’est-a-dire ’ensemble Tx quo-
tienté par =, et on note [t] la classe de I’équivalence = associé au terme t. On définit la

CHAPITRE 6 CONSTRUCTION DE LDLI-SYSTEMES 250



SECTION 3 LDLI-SYSTEMES LIBRES 252

hauteur a droite de chaque élément [t] de FLDIx comme la hauteur & droite minimale
d’un terme ¢’ qui est LDI-équivalent au terme ¢. Considérons maintenant, pour chaque [t]
dans FLDIx, une copie disjointe de (N, "), notée Nj;. Pour tous [t], [s] dans FLDIx, on
définit fi) s)(a) = a + rht([s]) — rht([t - s]) + 1. On a f,(s(a) > a pour chaque a dans N
et donc B(FLDIy, f) est un LI-systéme.

Lemme 6.16 Le systéme B(FLDIy, f) défini plut haut est un LDLI-systéme.

DEMONSTRATION : On doit montrer que c’est un LD-systéme, c’est-a-dire que les appli-
cations f, 5 satisfont la condition (6.4). Pour tous termes ¢1, t2,t3 et chaque a dans N, on
a:

Fital lt2ts] © Fita1ts1(@) = Fita],[t2-1] (@ + tht([ta]) — rht([ts - t3]) + 1)
= a + rht([t3]) — rht([t; - t2 - t3]) + 2
= a + rht([ts]) — rht([(¢1 - t2) - t1 - t3]) + 2,
= f[t1-t2],[t1-t3](a + I‘ht([tg]) - I‘ht([t1 - t3]) + l)
= fits-tal fta ts] © Frta],[ta] (@)

et donc le systéme B(FLDIy, f) est LDLI. [ ]

On ne sait pas montrer que ce systéme est libre mais on sait exprimer cette propriété
difféeremment :

Proposition 6.17 Soit X un ensemble de variables. Les résultats suivants sont équiva-
lents :

(7) Deux termes t et t' de Tx sont LDLI-équivalents s’ils sont LDI-équivalents et ils ont
la méme hauteur & droite.

(7) Le systéme B(FLDIx, f) est isomorphe au systéme libre engendré par X.

(42) Soit G le LDLI-systéme libre engendré par X , alors chaque classe de ’équivalence ipg
est un systéme simplifiable 4 gauche.

(iv) Deux termes t et t' de Tx sont LDLI-équivalents si les termes t -t et t' - t' sont
LDLI-équivalents.

. LDLI . . . LDI RC
(v) La relation = sur Tx est Iintersection des relations = et =.

DEMONSTRATION : (i) = (ii) L’ensemble Tx quotienté par I’équivalence "= est le LDLI-

systéme libre sur X. On note £ la classe de LDLI-équivalence qui contient ¢. On définit
lapplication h comme % + ([t],rht(t) — rht([t]) + 1). Cette application est évidemment
surjective et, d’aprés (i) elle est injective. Il suffit de montrer qu’il s’agit d’'un homomor-
phisme. On a

h(tl) * h(t2) = ([tl],rht(tl) — I‘ht([tl]) + ].) * ([tg],rht(tQ) — I‘ht([tg]) + ].) =
= ([tl . tg],rht(tz) — I‘ht([tl . tg]) + 2) = h(tl . tz). (65)

L’application h est donc un isomorphisme entre le LDLI-systéme libre engendré par X et
le systéme B(FLDIy, f).
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(73) = (#ii) Les classes de ipg sont des copies de N et donc simplifiables & gauche.
(i43) = (iv) Les termes t et t' sont LDI-équivalents et donc on a t -t = ¢ -¢t. Par

simplification on obtient ¢ = #'. (iv) = (i) Les termes t et t' sont LDI-équivalents et,

d’aprés le lemme 6.15, on a t -t ‘= t' - #'. Le reste résulte du résultat (iv). (i) <= (v) 1l
est facile de voir par induction que deux termes sont RC-équivalents si et seulement s’ils

ont la méme hauteur & droite et la méme variable la plus & droite. ]

On ne sait pas pour l'instant aucun des résultats de la proposition 6.17. Mais ce
résultat, s’il est vrai, pourrait se traduire en disant que la classe des LDLI-systémes
est la plus petite classe qui contient & la fois les LDI-systémes et les RC-systémes. On
a méme montré que chaque LDLI-systéme s’obtient comme une expansion d’un LDI-
systéme par des RC-systémes. Les RC-systémes ont une structure assez simple et donc
étudier les LDLI-systémes, ¢a pourrais revenir & étudier les LDI-systémes ; beaucoup de
problémes seraient équivalents pour LDI et pour LDLI, par exemple le probléme de mots
des systémes libres. Méme maintenant, grace & la proposition 6.15 on sait qu’une solution
du probléme de mots de LDLI donnerait une solution du probléme de mot pour LDI :
considérons deux termes ¢,t' avec rht(¢) < rht(¢’) et notons k = rht(¢') — rht(¢) ; alors les
termes t o 11;+1 et t' » 15 sont LDI-équivalents si et seulement s’ils sont LDI-équivalents,
d’aprés la proposition 6.15.

La relation "= est téoriquement plus difficile a résoudre que la relation = mais ’avan-
tage de la famille LDLI est qu’il existe des structures associées qui sont plus commodes
pour certaines approches que les structures analogues pour LDI. Par exemple, on a étudié
dans le chapitre 5 les monoides syntaxiques et on a montré que le monoide syntaxique
pour LDLI a des bonnes propriétés qui sont improbables de trouver dans un monoide
analogue associé a la famille LDI.
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