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ÚvodTento text sestává ze dvou èástí, a to ze studia semidirektních souèinù svazù a jejichu¾ití v Coxeterových grupách a v Garsidových monoidech a ze studia volných levodistri-butivních idempotentních grupoidù (LDI grupoidù), jejich¾ prvky jsou tøídy ekvivalencestrukturované jako èásteènì uspoøádané mno¾iny. To, co tyto dost nezávislé èásti spojuje,je pojem svazu a konuence a obecnìji typ kombinatorické a algebraické argumentace,který bývá pou¾it.V první èásti se soustøedíme na pojem semidirektního souèinu svazù, co¾ je analogpojmu semidirektní soèin grup, pøetáhnutý do svìta svazù. Stejnì jako u grup existujevnitøní a vnìj¹í verze semidirektního souèinu, pøièem¾ ta vnìj¹í se konstruuje pomocí akcejednoho svazu na druhém. Direktní souèin odpovídá semidirektnímu, u kterého je akcetriviální. Ponìvad¾ svazy vlastní dvì základní operace (prùsek a spojení), je potøeba apriori dvou zobrazení z prvního svazu do mno¾iny endomor�smù druhého. Ve skuteènostistaèí pouze jedno zobrazení, které plnì urèuje uspoøádání na svazu a tedy i ono druhézobrazení.Kapitola 1 této práce popisuje konstrukci semidirektního souèinu svazù a semidirekt-ního souèinu polosvazù (struktury, kde je de�nována jen jedna svazová operace). Zkou-máme podrobnìji nìkteré pøíklady a doká¾eme napøíklad v tvrzení 1.15, ¾e v pøípadìdiskrétních svazù (èili speciálnì i v pøípadì koneèných svazù) staèí umìt spoèítat mno-¾inu trojic zvaných speciální, abychom umìli rekonstruovat celý semidirektní souèin. Tytotrojice kódují v jistém smyslu relaci bezprostøedního následníka v souèinu. Jiným výsled-kem je charakterizace nejmen¹í tøídy svazù uzavøené na semidirektní souèiny:Tvrzení 1.25 Buï L koneèný svaz. Následující podmínky jsou ekvivalentní:(i) svaz L nále¾í nejmen¹í tøídì, která obsahuje dvouprvkový svaz a která je uzavøená napodsvazy, semidirektní souèiny a izomorfní obrazy;(ii) svaz L neobsahuje ¾ádný podsvaz, který se zobrazuje na nìjaký jednoduchý svaz;(iii) svaz L nále¾í nejmen¹í tøídì, která obsahuje dvouprvkový svaz a která je uzavøenána podsvazy, na krátké exaktní sekvence a na izomorfní obrazy;(iv) svaz L nále¾í nejmen¹í tøídì, která je uzavøená na podsvazy a na homomorfní souèinya která neobsahuje ¾ádný jednoduchý svaz.Kapitola 2 popisuje pou¾ití semidirektního souèinu svazù v Coxeterových grupách.Úvod 7



Úvod 9Toto pou¾ití je vlastnì výchozí bod práce a hlavní motivace proè byl de�nován semidi-rektní souèin svazù. Coxeterovy grupy jsou tøída grup, která obsahuje symetrické grupya obecnìji grupy zrcadlení a�ních prostorù a jsou objektem mnoha prací [27], [4] nebo [5].Ka¾dá Coxeterova grupa W je vybavena èásteèným úspoøádáním, které se nazývá slabéuspoøádání 4 a které tvoøí polosvaz u v¹ech Coxeterových grup nebo dokonce svaz v pøí-padì, ¾e je W koneèná. Na¹ím cílem je popsat explicitnì konstrukci tohoto (polo)svazua zde se vyu¾ívá semidirektní souèin svazù. Mezi v¹emi podgrupami Coxeterovy grupyexistují podgrupy zvané parabolické, které jsou samy Coxeterovými grupami a které jsougenerovány podmno¾inami mno¾iny kanonických generátorù grupy W . Je-li WJ parabo-lická podgrupa, existuje pøirozený rozklad prvkù W vzta¾ený k WJ a ukazuje se, ¾e tentorozklad dává kongruenci (polo)svazu slabého uspoøádání na W . Navíc, tøídy této kongru-ence jsou izomorfní a mají strukturu podsvazù. Doká¾eme následující obecné tvrzení:Vìta 2.10 Buï (W;S) Coxeterùv systém a buï J podmno¾ina S. Oznaème WJ pod-grupu grupy W generovanou mno¾inou J a W J levou rozkladovou tøídu k WJ . Pak jepolosvaz (W;4) izomorfní nìjakému semidirektnímu souèinu (WJ ;4) a (W J ;4).Tento výsledek je navíc natolik efektivní, ¾e umo¾òuje, ve velkém mno¾ství pøípadù,úplnì popsat uva¾ované semidirektní souèiny tím, ¾e spoèítáme v¹echny speciální trojice.Zabýváme se té¾ konkrétnímy typy, a to An, Bn, Dn, Im, a té¾ ~A2: pro ka¾dou z neko-neèných øad se svaz slabého uspoøádání konstruuje induktivnì z pøedcházející grupy danéøadyV literatuøe existují jiné pøípady rozkladù slabého uspoøádání [41], [23]. Ná¹ výsledekje speci�cký v tom, ¾e umo¾òuje induktivnì konstruovat polosvazy (ty vìt¹í z men¹ích,které u¾ jsou známy) a není to pouze rozklad (vyjádøení prvkù velkého polozvazu pomocímen¹ích polosvazù). Navíc se zdá, ¾e se dosud uva¾ovaly pouze koneèné Coxeterovy grupy,zatímco ná¹ pøístup funguje rovnì¾ pro ty nekoneèné.Kapitola 3 je vìnována studiu svazù dìlitelnosti v Artinových a v Garsidových mo-noidech. Ke ka¾dé Coxeterovì grupì se pøiøazuje grupa zvaná Artinova, její¾ prezentacese dostane z prezentace pøíslu¹né Coxeterovy grupy odstranìním torzních relací s2 = 1,a monoid stejné prezentace. Je-li grupa W koneèná, a oznaèíme-li M odvozený Artinùvmonoid, existuje pøirozený surjektivní homomor�smus zM naW a zároveò existuje kano-nická mno¾inová sekce tohoto homomor�smu. Obraz pøi této sekci prvku w0 grupy W jeprvek � monoidu M jeho¾ vlastnosti jsou dùle¾ité a, speciálnì, dìlitelé prvku � v mono-iduM tvoøí svaz, který je izomorfní svazu slabého uspoøádání naW . Studujeme zde svazy,které se objevují jako svazy dìlitelù prvkù �k a takté¾ svaz dìlitelnosti monoidu M :Tvrzení 3.11 BuïM ireducibilní Artinùv monoid sférického typu, který má alespoò dvaatomy. Pak je svaz dìlitelnosti na M jednoduchý.Pojem Artinových monoidù se zobecòuje na pojem Garsidových monoidù, de�nova-ných jako monoidy vlastnící prvek znaný Garsidùv prvek, jeho¾ dìlitelé tvoøí svaz [17].Úvod 9



Úvod 11Popisujeme zde pøíklady Garsidových monoidù M , kde se svaz dìlitelù minimálního Gar-sidova prvku � monoidu M obdr¾í jako semidirektní souèin svazu dìlitelù minimálníhoGarsidova prvku Æ nìjakého podmonoidu monoidu M a svazu dìlitelù �, kteøí jsou ne-soudìlní s Æ.Druhá èást této práce se vìnuje studiu levé distributivity v pøítomnosti idempotence.Levá distributivita je algebraická rovnost LD: x(yz) = (xy)(xz), a idempotence je alge-braická rovnost I: x = xx. O LD grupoidech, tzn. algebrách s jednou binární relací spl-òující identitu LD, byly hodnì publikováno v minulých letech, napøíklad Dehornoy [13],Drápal [19], Kepka [34] nebo Laver [39]. LDI grupoid je LD grupoid, který splòuje na-víc identitu I. Základní problém, kdy¾ se studuje grupoid splòující nìjakou algebraickouidentitu èi vícero identit, je problém slov, tj. otázka jak algoritmicky rozhodnout, zdajsou dva abstraktní výrazy zapsané pomocí promìnných a operace (èili jednodu¹e øeèenotermy) rovny modulo uva¾ované identity. Vyøe¹it tuto otázku znamená vlastnì konkrétnìpopsat volné algebry rovnicové variety de�nované tìmito identitami.V pøípadì identity LD byla tato otázka zodpovìzena pozitivnì v [12] a existuje dokoncevíce metod, které rozeznají, jsou-li nebo ne dva termy LD ekvivalentní. V pøípadì LDI, tj.kdy¾ pøidáme idempotenci, je tato otázka stále otevøena { a stále jí zùstává. Na výsledkypøinesené v této práci mù¾e být nahlí¾eno jako na èásteèné výsledky na cestì k øe¹eníproblému slov, které stále zbývá nalézt.Kapitola 4 zavádí základní pojmy nutné ke studiu LDI, tzn. k popisu ekvivalence natermech indukované identitami LD a I. Základní my¹lenkou je sledovat metody vyvinutév [12] pro identitu LD a zkou¹et je roz¹íøit pro LDI, co¾ není okam¾itì vidìt. Zdá se býtpøirozené zavést jistou variantu idempotence, a to identitu LI: (x � x) � y = x � y a véstvýzkum paralelnì pro LDI a pro LDLI.Jeden ze známých výsledkù pro LD je, ¾e ka¾dá tøída ekvivalence pro LD má struk-turu svazového typu (zda se jedná o opravdový svaz zùstavá obecnì otázkou): zavádímeorientovaný pojem LD expanze, který zjemòuje LD ekvivalenci a jeden z nejdùle¾itìj¹íchtechnických výsledkù je konuence, co¾ znaèí, ¾e dva termy jsou LD ekvivalentní právìtehdy, kdy¾ mají spoleènou LD expanzi. Tento výsledek byl dokázán Laruem [38] rovnì¾pro pøípad LDI. Zopakujeme tento dùkaz a doká¾eme obdobný výsledek pro LDLI:Tvrzení 4.12 Dva termy jsou LDLI ekvivalentní tehdy a jen tehdy, kdy¾ mají spoleènouLDLI expanzi.Otázka øe¹ení problému slov pro nìjakou skupinu identit, napøíklad pro LDI neboLDLI, znamená umìt dokázat, kdy dva termy nejsou ekvivalentní: ve skuteènosti, pokudjsou dva termy ekvivalentní, mù¾eme to v¾dy zjistit postupným vyèíslováním v¹ech ekvi-valentních termù a zkoumáním, zda se ná¹ term objevil na seznamu. Existují dva typymethod jak dokázat, ¾e dva termy t; t0 nejsou ekvivalentní: sémantická metoda, která spo-èívá v konstrukci pøíkladu grupoidu S, který splòuje uva¾ované identity a pøi dosazeníÚvod 11



Úvod 13de t a t0 se dostanou rùzné hodnoty; a metoda syntaktická, pøi které se naleznou èistìformální kritéria, která doká¾ou, ¾e t a t0 nemohou být ekvivalentní. Napøíklad v pøípadìLDI, obì identity zachovávají nejpravìj¹í a nejlevìj¹í promìnné a tedy, pokud nejpravìj¹ía nejlevìj¹í promìnné v t a v t0 nejsou shodné, tyto termy nemohou být LDI ekvivalentní.To, co bychom rádi, je najít dostateènì jemná kritéria, abychom umìli oddìlit v¹echny ne-ekvivalentní termy, co¾ by znamenalo umìt vyøe¹it problém slov. V pøípadì LDI (a LDLI),nemáme zatím takového kritéria, nicménì doká¾eme èásteèný výsledek, který umo¾òujesyntakticky oddìlit termy, které jsme doposud neumìli syntakticky oddìlit. Znìní vyu¾ívájistého pojmu zvaného øez termu.Vìta 4.29 Jsou-li t; t0 LDI ekvivalentní, pak ka¾dý øez termu t0 le¾í v mno¾inì Cut(t).Pøedvedeme netriviální pøíklady vyu¾ití tohoto kritéria tím, ¾e jej dáme dohromadys pojmem váhy promìnných termu.V páté kapitole studujeme geometrické monoidy identit LDI a LDLI. Pro ka¾dou sku-pinu algebraických identit existuje monoid, který popisuje relaci ekvivalence termù jakoorbity akce jistého monoidu operátorù [15]. V pøípadì asociativity dostaneme v podstatìThompsonovu grupu F [10] a v pøípadì asociativity s komutativitou dostaneme v podstatìThompsonovu grupu V [7]. V pøípadì levé distributivity LD je geometrický monoid ex-tenzí Artinovy grupy B1 a studium tohoto monoidu umo¾nilo nalézt øe¹ení problému slovpro LD a dal¹ích souvisejících otázek [12]. Je tedy pøirozené chtít zkoumat geometrickémonoidy pro skupiny LDI a LDLI doufaje, ¾e se podaøí vyøe¹it problém slov. V pøípadì LDsestávalo øe¹ení ze ètyø etap: zavedení syntaktického monoidu { monoidu, který splòujenejzákladnìj¹í relace geometrického monoidu; dùkaz konuence v syntaktickém monoidu,co¾ vlastnì znamená dokázat, ¾e ka¾dý prvek podílové grupy syntaktického monoidu lzezapsat ve formì uv�1, kde u i v le¾í v syntaktickém monoidu; vyøe¹ení problému slov syn-taktického monoidu; a konstrukce injektivního zobrazení z mno¾iny tøíd LD ekvivalencedo syntaktické grupy. Podaøí se nám dokonèit první dvì etapy tohoto pøístupu pro LDIa první tøi etapy pro LDLI. Hlavní výsledky jsou následující:
Tvrzení 5.41 Ka¾dý prvek podílové groupy syntaktického monoidu pro LDI (respektivepro LDLI) lze zapsat jako uv�1, kde u a v nále¾í do pozitivního syntaktického monoidupro LDI (respektive pro LDLI).Tvrzení 5.46 Syntaktický monoid pro LDLI je zleva kratitelný, ka¾dá dvojice prvkù mánejmen¹í spoleèný pravý násobek a nejvìt¹ího spoleèného levého dìlitele a problém slovtohoto monoidu se dá øe¹it metodou pøevracení slov.Kapitola 6 obsahuje výsledky týkající se LDLI grupoidù, tj. grupoidù splòujících jakLD, tak i LI, Popí¹eme jistý rozklad LDLI grupoidù, který umo¾òuje rekonstruovat LDLIÚvod 13



Úvod 15grupoidy pomocí LDI grupoidù a grupoidù pravých konstant, co¾ jsou grupoidy splòujícíidentitu x � z = y � z. Vyu¾ijeme tohoto ke konstrukci volných LDLI grupoidù pomocívolných LDI grupoidù a vyvodíme z toho tvrzení ekvivalentní tvrzení, ¾e dva termy jsouLDLI ekvivalentní tehdy a jen tehdy, jsou-li LDI ekvivalentní a mají-li stejnou pravouvý¹ku, co¾ je délka nejpravìj¹í vìtve, díváme-li se na termy jako na binární stromy.Jestli¾e platí pøedchozí výsledek, pak by øe¹ení problému slov pro LDLI dalo i øe¹eníproblému slov pro LDI a naopak. Jiným dùsledkem by bylo, ¾e rovnicová varieta genero-vaná LDLI je nejmen¹í varietou obsahující tøídu LDI grupoidù a tøídu grupoidù pravýchkonstant.Nìkteré výsledky z této práce u¾ byly publikovány oddìlenì. De�nice semidirektníhosouèinu je souèástí diplomové práce autora [28]. Èlánek [29] obsahuje pøibli¾nì kapitolu 1této práce. Èlánek [31] popisuje konstrukci slabého uspoøádání na Coxeterových grupáchpomocí semidirektního souèinu polosvazù. A èlánek [30] je pøibli¾nì kopií kapitoly 6.
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Kapitola 1Semidirektní souèiny svazùSemidirektní souèin svazù je konstrukce inspirovaná semidirektním souèinem grup.V jednom smìru má svaz, který dostaneme jako semidirektní souèin dvou men¹ích svazù,kanonickou kongruenci, která umo¾òuje nalézt výchozí men¹í svazy, jeden jako faktor,druhý jako jednu z tøíd ekvivalence. V druhém smìru mù¾eme témìø ka¾dý svaz, kterývlastní kongruenci mající v¹echny tøídy ekvivalentní, zkonstruovat jako semidirektní sou-èin faktoru a jedné tøídy zmiòované kongruence.Tato kapitola obsahuje pìt sekcí. V sekci 1 de�nujeme semidirektní souèin svazù po-mocí dvou funkcí, které zachycují svazové operace spojení a prùseku. V sekci 2 studujemetyto funkce, abychom dokázali, ¾e pouze jedna z nich staèí pro konstrukci semidirektníhosouèinu. V sekci 3 de�nujeme semidirektní souèin polosvazù. V sekci 4 doká¾eme, ¾e li-bovolný svaz s libovolnou kongruencí � se vnoøuje do nìjakého semidirektního souèinu,jeho¾ kanonická kongruence roz¹iøuje kongruenci �. Nakonec v sekci 5 studujeme tøíduKoneèných svazù uzavøenou na semidirektní souèiny.1.1 Semidirektní souèin svazùV této sekci popí¹eme konstrukci semidirektního souèinu svazù. Zaènìme pøipome-nutím semidirektního souèinu grup: buï G grupa, K její podgrupa a H její normálnípodgrupa splòující KH = G a K \ H = ;. De�nujeme zobrazení ' z K do Aut(H)takové, ¾e mno¾ina K �H s operací � de�novanou jako(k1; h1) � (k2; h2) = (k1 � k2; h1 � '(k1)(h2)); (1.1)je izomorfní grupì G.Rádi bychom vytvoøili analogickou konstrukci v pøípadì svazù. Bohu¾el, svazy majíjiné vlastnosti ne¾ grupy; neexistuje napøíklad þnormální podsvazÿ, musíme mluvit o kon-gruencích.Kapitola 1 Semidirektní souèiny svazù 19



Sekce 1 Semidirektní souèin svazù 21De�nice: Buï L svaz a buï � relace ekvivalence na L. Øekneme, ¾e � je kongruencesvazu L, jestli¾e je � kompatibilní s obìma svazovými operacemi, tj. máme-li, pro v¹echnaa; b; c; d v L, z (a; b) 2 � a (c; d) 2 � vyplývá (a _ c; b _ d) 2 �; (1.2)z (a; b) 2 � a (c; d) 2 � vyplývá (a ^ c; b ^ d) 2 �: (1.3)Faktorový svaz L=� je mno¾ina tøíd kongruence [a]�, pro a v L, se svazovými operacemi _a ^, de�novanými jako [a]� _ [b]� = [a _ b]� a [a]� ^ [b]� = [a ^ b]�.Ka¾dá kongruence grupy G je vázána na normální podgrupu { podgrupa K je tøídoukongruence a ostatní tøídy jsou kopie podgrupy K pomocí translací. Naproti tomu, tøídykongruence svazu L jsou v¾dy podsvazy, ale nemají obecnì nic spoleèného. A tak prvnímkrokem zobecòování je pøedstavení kongruence její¾ tøídy jsou stejné.De�nice [26]: Buï L svaz a buï � kongruence na L. Øekneme, ¾e kongruence � na L jeizoformní pokud jsou tøídy � po dvou navzájem izomorfní svazy.De�nice: Hasseùv diagram svazu (L;6) je graf jeho¾ vrcholy jsou prvky svazu L a jeho¾hrany vyznaèují uspoøádání 6 na L : hrana stoupá z a do b, kdy¾ máme a < b a kdy¾neexistuje ¾ádný prvek c splòující a < c < b.Pøíklad 1.1 Na obrázku 1.1 vidíme dva Hasseovy diagramy svazù a v ka¾dém z nich jevyznaèena jedna kongruence. Kongruence svazu C(4) má ètyøi tøídy ekvivalence, kterénejsou izomorfní, ponìvad¾ mají rùzný poèet prvkù; tato kongruence tedy není izoformní.Naproti tomu, kongruence svazu P(3) je izoformní.
Obrázek 1.1: Svazy C(4) a P(3), ka¾dý s jednou kongruencí: prvky, kterénále¾í do stejné tøídy ekvivalence jsou spojeny èernými hranami.Pøedpokládejme, ¾e je L svaz s izoformní kongruencí �. Oznaème K faktor L=� a Hlibovolnou tøídu kongruence �. Pro ka¾dý prvek a svazu L znaèíme �a tøídu ekvivalenceKapitola 1 Semidirektní souèiny svazù 21



Sekce 1 Semidirektní souèin svazù 23prvku a. Oznaème ��a izomor�smus �a ! H . Pak je zobrazení a 7! (�a; ��a(a)) bijekcí mezimno¾inou L a mno¾inou K �H . Díky této bijekci nebudeme ve zbytku textu rozli¹ovatmezi mno¾inou K a mno¾inou K �H .Na¹ím cílem je vybavit mno¾inu K �H dvìma binárními operacemi, øeknìme t a utak, aby byl svaz (K � H;t;u) izomorfní svazu (L;_;^). V teorii grup je operace �kódována zobrazením '. V pøípadì svazù máme dvì operace, a budeme tudí¾ potøebovatdvì zobrazení ' a  , abychom zakódovali tyto dvì operace.Pøedpokládejme, ¾e existuje 0H , nejmen¹í prvek svazuH , a 1H , nejvìt¹í prvek svazuH .De�nujme zobrazení ' a  z K �K do HH následujícími rovnostmi: (pøipomínáme, ¾emno¾inaK�H je identi�kována s mno¾inou L, a tedy, ¾e operace _;^ jsou ty ze svazu L):(k; h) _ (k _ k0; 0H) = (k _ k0; '(k; k0)(h)); (1.4)(k; h) ^ (k ^ k0; 1H) = (k ^ k0;  (k; k0)(h)): (1.5)Situace je naèrtnuta na obrázku 1.2. Ve skuteènosti pí¹eme 'k;k0 (h) a  k;k0 (h) spí¹e ne¾'(k; k0)(h) a  (k; k0)(h) s my¹lenkou, ¾e 'k;k0 a  k;k0 jsou zobrazení z H do H .
(k; 0H)(k_k0; 0H) (k; h)(k_k0; 'k;k0 (h)) (k; 1H)(k_k0; 1H)

Obrázek 1.2: Tento obrázek je èástí Hasseova diagramu svazu L. Témìø vodo-rovné èáry vyznaèují tøídy ekvivalence �. Prvek (k_k0; '(k; k0)(h)) je nejmen¹íprvek tøídy k _ k0, který je men¹í ne¾ prvek (k; h). Obecnì nevíme, jestli exis-tuje nìjaký prvek mezi prvky (k; h) a (k _ k0; '(k; k0)(h)), a to je dùvod, proèona témìø svislá èára do prvku (k _ k0; '(k; k0)(h)) nezaèíná v prvku (k; h).Doká¾eme zde jisté vlastnosti zobrazení ' a  v uva¾ovaném pøípadì, tj. v pøípadì,¾e svaz H má nejmen¹í a nejvìt¹í prvky. Posléze v tvrzení 1.9 budeme uva¾ovat obecnìj¹ípodmínky.Lemma 1.2 Zobrazení ' a  , de�novaná pomocí (1:4) a (1:5), jsou korektnì de�novánaa splòují, pro v¹echna k; k0; k00 v K a h; h0 v H , následující podmínky:'k;k =  k;k = idH ; (1.6)'k;k0_k00 = 'k_k0 ;k00 Æ 'k;k0 ; (1.7) k;k0^k00 =  k^k0;k00 Æ  k;k0 ; (1.8)h 6  k;k^k0 Æ 'k^k0;k (h); (1.9)Kapitola 1 Semidirektní souèiny svazù 23



Sekce 1 Semidirektní souèin svazù 25h > 'k;k_k0 Æ  k_k0;k (h); (1.10)'k;k0 (h _ h0) = 'k;k0 (h) _ 'k;k0 (h0); (1.11) k;k0 (h ^ h0) =  k;k0 (h) ^  k;k0 (h0): (1.12)Dùkaz: Doká¾eme nejdøíve, ¾e je prvek (k; h) _ (k _ k0; 0H) tvaru (k _ k0; h00), pronìjaké h0 v H . Ponìvad¾ k _ k0 je vìt¹í ne¾ k v K, existuje prvek h00 v H splòu-jící (k _ k0; 0H) > (k; h00). Ka¾dá tøída kongruence tvoøí podsvaz, a tak máme (k; h00) >(k; 0H), a tedy té¾ (k _ k0; 0H) > (k; 0H). Nyní, ponìvad¾ (k; h) patøí do stejné tøídykongruence jako (k; 0H), prvek (k; h)_ (k _ k0; 0H) nále¾í do stejné tøídy jako (k_ k0; 0H).Nyní zaèneme dokazovat podmínky. Podmínka (1.6) plyne z de�nice. V¹imnìme si, ¾epokud platí (1.6), je podmínka (1.7) splnìna právì tehdy, kdy¾ jsou splnìny následujícídvì podmínky: 'k;k0 = 'k;k_k0 ; (1.13)'k;k00 = 'k0;k00 Æ 'k;k0 for k 6 k0 6 k00: (1.14)Implikace (1:7) ) (1:13) a (1.14) je vidìt okam¾itì. Následnì doká¾eme opaèný smìr:uva¾ujme náhodná k; k0; k00 v K. Relace k > k _ k0 > k _ k0 _ k00 s podmínkou (1.14)dávají 'k;k_k0_k00 = 'k_k0 ;k_k0_k00 Æ 'k;k_k0 . Poté (1.7) vyplývá z (1.13).Nyní staèí dokázat (1.13) a (1.14), abychom z toho odvodili (1.7). Podmínka (1.13)plyne z de�nice. Doka¾me nyní (1.14) (viz obrázek 1.3). U¾ jsme si v¹imli, ¾e pro k 6 k0 6k00 v K, máme (k; 0H) 6 (k0; 0H) 6 (k00; 0H). Mù¾eme tedy psát(k00; 'k;k00 (h)) = (k; h) _ (k00; 0H) = (k; h) _ (k0; 0H) _ (k00; 0H) == (k0; 'k;k0 (h)) _ (k00; 0H) = (k00; 'k0 ;k00 Æ 'k;k0 (h));pro v¹echna h v H .
(k; 0H)(k0; 0H)(k00; 0H) (k; 1H)(k0; 1H)(k00; 1H)

(k; h) (k0; 'k;k0 (h))(k00; 'k;k00 (h))
Obrázek 1.3: Podmínka (1.14) vyjadøuje, ¾e se dostane stejný výsledek, kdy¾se vystoupá ze tøídy k do tøídy k00 pøímo a kdy¾ se vystoupá z k do k00 pøestøídu k0.Kapitola 1 Semidirektní souèiny svazù 25



Sekce 1 Semidirektní souèin svazù 27Uva¾ujme (1.9) (viz obrázek 1.4). Bez újmy na obecnosti pøedpokládáme k0 6 k. Máme(k0;  k;k0 Æ 'k0 ;k(h)) = (k; 'k0;k(h)) ^ (k0; 1H) (1.5)= ((k0; h) _ (k; 0H)) ^ (k0; 1H) (1.4)> ((k0; h) ^ (k0; 1H)) _ ((k; 0H) ^ (k0; 1H)) (dist.)> (k0; h) ^ (k0; 1H) = (k0; h)
(k0; 0H)(k; 0H) (k0; h) (k0;  k;k0Æ'k0;k(h))(k; 'k0;k(h)) (k0; 1H)(k; 1H)

Obrázek 1.4: Podmínka (1.9) : prvek (k0;  k;k0 Æ'k0;k(h)) je nejvìt¹ím prvkemtøídy k0, který je men¹í ne¾ prvek (k; 'k0;k(h)). Prvek (k0; h) je takté¾ men¹íne¾ prvek (k; 'k0 ;k(h)) a tedy máme h 6  k;k0 Æ 'k0;k(h).Nakonec doká¾eme (1.11):(k _ k0; 'k;k0 (h _ h0)) = (k; h _ h0) _ (k _ k0; 0H)= ((k; h) _ (k _ k0; 0H)) _ ((k; h0) _ (k _ k0; 0H))= (k _ k0; 'k;k0 (h)) _ (k _ k0; 'k;k0(h0)= (k _ k0; 'k;k0 (h) _ 'k;k0 (h0)):Zbytek dùkazu plyne z duality operací prùsek a spojení.Je vhodné dodat k dùkazu, ¾e za pøedpokladu (1.6), je podmínka (1.8) ekvivalentnídvojici podmínek  k;k0 =  k;k^k0 ; (1.15) k;k00 =  k0;k00 Æ  k;k0 for k > k0 > k00: (1.16)Pøíklad 1.3 Podmínka (1.11) vyjadøuje, ¾e je zobrazení ' kompatibilní se spojením.Kompatibilita s prùsekem obecnì neplatí: pøíklad vidíme na obrázku 1.5 { máme rovnost'0K ;1K (a) = '0K ;1K (b) = 1H , aèkoliv prvek '0K ;1K (a ^ b) je 0H .Lemma 1.2 popisuje jisté vlastnosti zobrazení ' a  . Tyto vlastnosti jsou postaèujícípro sestrojení externího semidirektního souèinu.Kapitola 1 Semidirektní souèiny svazù 27



Sekce 1 Semidirektní souèin svazù 29
0K1KK 0H1H ba H (0K ; 0H)(1K ; 0H) (1K ; 1H)(0K ; 1H)(0K ; a) (0K ; b)(1K ; a) (1K ; b) LObrázek 1.5: Zobrazení ' není nutnì kompatibilní s operací ^Tvrzení 1.4 Buïte K;H dva svazy a buïte ';  : K�K ! HH dvì zobrazení splòujícípodmínky (1:6){(1:12). Pak mno¾ina K �H s dvìma operacemi t, u, de�novanými(k1; h1) t (k2; h2) = (k1 _ k2; 'k1;k2(h1) _ 'k2;k1(h2)); (1.17)(k1; h1) u (k2; h2) = (k1 ^ k2;  k1;k2(h1) ^  k2;k1(h2)); (1.18)tvoøí svaz.Dùkaz: V¹imnìme si prvnì následujících dvou vlastností pro v¹echna k; k0 v K a h; h0v H : h 6 h0 ) 'k;k0 (h) 6 'k;k0 (h0); (1.19)'k;k0 (h ^ h0) 6 'k;k0 (h) ^ 'k;k0 (h0): (1.20)První vlastnost plyne z (1.11) a druhá z (1.19). Vidíme stejným zpùsobemh 6 h0 )  k;k0(h) 6  k;k0(h0); (1.21) k;k0 (h _ h0) >  k;k0 (h) _  k;k0(h0): (1.22)Mno¾ina se dvìma operacemi je svaz, pokud tyto operace splòují zákony idempotence,symetrie, asociativity a absorpce. Idempotence operací t a u plyne z (1.6), symetrie plynez de�nic. Nyní doká¾eme asociativitu:�(k1; h1) t (k2; h2)� t (k3; h3)= �k1 _ k2; 'k1;k2(h1) _ 'k2;k1(h2)� t (k3; h3) (1.17)= �k1 _ k2 _ k3; 'k1_k2;k3�'k1;k2(h1) _ 'k2;k1(h2)� _ 'k3;k1_k2(h3)� (1.17)= �k1 _ k2 _ k3; 'k1_k2;k3 Æ 'k1;k2(h1) _ 'k1_k2;k3 Æ 'k2;k1(h2)_ 'k3;k1_k2(h3)� (1.11)= �k1 _ k2 _ k3; 'k1;k2_k3(h1) _ 'k2;k1_k3(h2) _ 'k3;k1_k2(h3)� (1.7)= �k1 _ k2 _ k3; 'k1;k2_k3(h1) _ 'k2_k3;k1 Æ 'k2;k3(h2)_ 'k3_k2;k1 Æ 'k3;k2(h3)� (1.7)= �k1 _ k2 _ k3; 'k1;k2_k3(h1) _ 'k2_k3;k1�'k2;k3(h2) _ 'k3;k2(h3)�� (1.11)Kapitola 1 Semidirektní souèiny svazù 29



Sekce 1 Semidirektní souèin svazù 31= (k1; h1) t �k2 _ k3; 'k2;k3(h2) _ 'k3;k2(h3)� (1.17)= (k1; h1) t �(k2; h2) t (k3; h3)�: (1.17)Pro absorpci musíme nejdøív dokázat:'k1^k2;k1( k1;k2(h1) ^  k2;k1(h2)) 6 h1: (�)To dostaneme takto:'k1^k2;k1� k1;k2(h1) ^  k2;k1(h2)�6 'k1^k2;k1 Æ  k1;k2(h1) ^ 'k1^k2;k1 Æ  k2;k1(h2) (1.20)6 'k1^k2;k1 Æ  k1;k2(h1)= 'k1^k2;k1 Æ  k1;k1^k2(h1) (1.15)6 h1: (1.10)A nyní u¾ mù¾eme dokázat absorpci:(k1; h1) t �(k1; h1) u (k2; h2)�= (k1; h1) t �k1 ^ k2;  k1;k2(h1) ^  k2;k1(h2)� (1.18)= �k1; 'k1;k1^k2(h1) _ 'k1^k2;k1� k1;k2(h1) ^  k2;k1(h2)�� (1.17)= �k1; 'k1;k1(h1) _ 'k1^k2;k1� k1;k2(h1) ^  k2;k1(h2)�� (1.13)= �k1; h1 _ 'k1^k2;k1� k1;k2(h1) ^  k2;k1(h2)�� (1.6)= (k1; h1) (�)Dùkazy asociativity a absorpce pro prùsek jsou stejné.De�nice: Svaz sestrojený v tvrzení 1.4 se nazývá semidirektní souèin svazù K a H , a jeznaèen K n' H .Pøíklad 1.5 Buïte K;H libovolné svazya mìjme 'k;k0 =  k;k0 = idH , pro v¹echna k; k0vK. Vidíme okam¾itì z de�nic (1.17) a (1.18),¾e je semidirektní souèinKn' H roven direkt-nímu souèinu K �H .Pøíklad 1.6 Buïte K;H libovolné svazy a,pro v¹echna k 6 k0 v K a h v H ,mìjme 'k;k0 (h) = 0H ,  k0 ;k(h) = 1H . Pakmáme (k; h) 6 (k0; h0) tehdy a jen tehdy, kdy¾platí k < k0 v K, anebo k = k0 a h 6 h0v H . A tedy semidirektní souèin svazù K a Hsestává z jKj kopií svazu H seskupených dotvaru svazu K.Kapitola 1 Semidirektní souèiny svazù 31



Sekce 1 Semidirektní souèin svazù 33Pøíklad 1.7 Buïte K, H libovolné svazy a,pro v¹echna k 6 k0, mìjme 'k;k0 (h) = 1H ,v pøípadì h > 0H , a  k0;k(h) = 0H , v pøípadìh < 1H . Tentokrát, pokudK obsahuje alespoò2 prvky a H alespoò 3 prvky, je svaz K n' Hnemodulární.Jak mù¾eme oèekávat, svazy K a H se dají nalézt ve svém semidirektním souèinu.Tvrzení 1.8 Pøedpokládejme, ¾e je svaz L roven K n' H . Pak existuje kongruence �na L ní¾ je K faktor a její¾ tøídy ekvivalence jsou izomorfní svazu HDùkaz: Buï � ekvivalence de�novaná jako ((k; h); (k0; h0)) 2 � , k = k0. Jedná seo kongruenci díky de�nicím (1.17) a (1.18). To, ¾e je faktor svazuKn' H pøes � izomorfnísvazuK, je triviální. Existuje bijekce mezi ka¾dou z tøíd kongruence � a svazem H . Navíc,podle (1.6), jsou svazové operace na H a na ka¾dé tøídì kongruence rovny.Budeme nyní zkoumat semidirektní souèin z interního pohledu. U¾ jsme nìco udìlaliv lemmatu 1.2 za podmínky, ¾e ka¾dá tøída kongruence obsahuje nejmen¹í a nejvìt¹í prvky.I pøesto, ¾e tyto podmínky nejsou pøíli¹ omezující, mù¾eme je oslabit. Pøipomínáme, ¾esvaz L s izoformní kongruencí � je ztoto¾nìn s kartézským souèinem svazu L=� a jedné zetøíd ekvivalence.Tvrzení 1.9 Buï L svaz s izoformní kongruencí �. Buï K faktor L=� a buï H jedna zetøíd kongruence. Pøedpokládejme, ¾e jsou následující podmínky splnìny:mno¾ina fh0 2 H ; 9 k; k0 2 K : (k; h) 6 (k0; h0)g, znaèená Eh;je zdola omezená pro v¹echna h v H; (1.23)mno¾ina fh0 2 H ; 9 k; k0 2 K : (k; h) > (k0; h0)g, znaèená Eh;je shora omezená pro v¹echna h v H: (1.24)Pak existují zobrazení ' a  splòující podmínky tvrzení 1.4 takové, ¾e je svaz L izomorfnísvazu K n' H .Dùkaz: Nejdøíve zvolíme, pro ka¾dé h z H , dolní mez h mno¾iny Eh a horní mez hmno¾iny Eh. Dùkaz tvrzení je podobný tomu z lemmatu 1.2. De�nujeme zobrazení ' a  podobným zpùsobem jako pøi de�nicích (1.4) a (1.5).(k; h) _ (k _ k0; h) = (k _ k0; 'k;k0 (h)); (1.25)(k; h) ^ (k ^ k0; h) = (k ^ k0;  k;k0(h)): (1.26)Kapitola 1 Semidirektní souèiny svazù 33



Sekce 1 Semidirektní souèin svazù 35Musíme se ale ujistit, ¾e tyto de�nice nezávisí na volbì mezí. Co¾ je ná¹ pøípad, nebo»máme 'k;k0 (h) = minfh0; (k_k0; h0) > (k; h)g a  k;k0 (h) = maxfh0; (k^k0; h0) 6 (k; h)g,pro libovolnou volbu h a h.Nyní doká¾eme podmínky tvrzení 1.4, pøièem¾ dokazujeme pouze polovinu podmínek,ostatní jsou duální. Vidìli jsme, ¾e de�nice (1.4) a (1.5) nezále¾í na volbì mezí, a takmù¾eme pou¾ívat jakékoliv meze, nejen h a h. Napøíklad, 'k;k(h) = h dává h 6 h, a tedyh, h, h, . . . jsou v¹e dolní meze mno¾iny Eh.Podmínka (1.6) je splnìna triviálnì.V¹imneme si, ¾e h a h0 jsou obojí dolní meze mno¾iny Eh_h0 , a tedy ¾e h_ h0 je dolnímezí mno¾iny Eh_h0 . Nyní se podmínka (1.11) doká¾e takto:(k0; 'k;k0 (h _ h0)) = (k; h _ h) _ (k0; h _ h0) == (k; h) _ (k; h0) _ (k0; h) _ (k0; h0) = (k; 'k;k0 (h)) _ (k0; 'k;k0 (h0)):Pro dùkaz podmínky (1.9), pøedpokládáme bez újmy na obecnosti k > k0. Máme(k0;  k;k0 Æ 'k0;k(h)) = (k; 'k0;k(h)) ^ (k; 'k0;k(h) _ h) (1.26)= ((k0; h) _ (k; h)) ^ (k; 'k0 ;k(h) _ h) (1.25)> ((k0; h) ^ (k; 'k0;k(h) _ h)) _ ((k; h) ^ (k; 'k0;k(h) _ h)) (dist.)> ((k0; h) ^ (k; 'k0;k(h) _ h)) = (k0; h)V dùkaze lemmatu 1.2 jsme vidìli, ¾e staèí dokázat (1.13) a (1.14) namísto pod-mínky (1.7). Podmínka (1.13) platí, pøedpokládejme tedy (1.14). Podle dùkazu tvrzení 1.4,máme (1.19). Tak¾e h 6 'k;k0 (h) implikuje 'k0 ;k00(h) 6 'k0;k00('k;k0 (h)). Máme tedy re-laci (k0; h) 6 (k00; 'k0;k00 Æ 'k;k0 (h)). Nerovnost h 6 'k;k0 (h) dává také, ¾e h je dolní mezímno¾iny E'k;k0 (h). Nyní máme(k00; 'k0;k00 Æ 'k;k0 (h)) = (k0; 'k;k0 (h)) _ (k00; h)= (k; h) _ (k0; h) _ (k00; h)= (k00; 'k;k00 (h)) _ (k0; h) = (k00; 'k;k00 (h)):Nyní víme, ¾e zobrazení ' a  splòují v¹echny po¾adované podmínky. Zbývá dokázat,¾e svazové operace t, u souèinu jsou toto¾né s operacemi _, ^ svazu L. Máme(k1; h1) t (k2; h2) = (k1 _ k2; 'k1;k2(h1) _ 'k2;k1(h2)) (1:17)= (k1 _ k2; h1) _ (k1; h1) _ (k1 _ k2; h2) _ (k2; h2) (1:25)= (k1; h1) _ (k2; h2): (1:23)Dùkaz pro prùsek je stejný.Jeliko¾ jsme dokázali, ¾e jsou operace t, a u shodné s operacemi _, a ^, nebudeme u¾pou¾ívat symboly t, u, nýbr¾ standardní symboly _ a ^.Kapitola 1 Semidirektní souèiny svazù 35



Sekce 2 Zobrazení ' a  37Pøíklad 1.10 Podmínkám (1.23) a (1.24) se nelze vyhnout. Vezmìme napøíklad L =f0; 1g � Z s lexikogra�ckým uspoøádáním. Jedná se o lineárnì uspoøádanou mno¾inu,a tedy o svaz. Tento svaz má jednu evidentní izoformní kongruenci: její faktor je f0; 1ga obì tøídy kongruence jsou izomorfní svazuZ. Pøesto nelze nalézt zobrazení ' a  splòujícípodmínky tvrzení 1.4, proto¾e prvek (1; a) je ostøe vìt¹í ne¾ (0; b) v L, pro v¹echna a; bv Z.1.2 Zobrazení ' a  Konstrukce semidirektního souèinu vyu¾ívá dvou zobrazení, ' a  , aby de�novalastrukturu svazu na mno¾inì K � H . Nicménì, jeliko¾ jsou svazové operace odvozenyz uspoøádání svazu a toto uspoøádání je, dle podmínky (1.17), de�nováno pøes(k; h) 6 (k0; h0)() (k 6 k0) a ('k;k0 (h) 6 h0); (1.27)pouze jedno ze zobrazení musí staèit, abychom mohli popsat strukturu svazu. V této sekcizkoumáme vztah zobrazení ' a  , speciálnì proto, abychom mohli de�novat semidirektnísouèin pouze s jedním z tìchto zobrazení.De�nice: Buï L svaz. Podmno¾ina I svazu L se nazývá ideál, jestli¾e splòuje následujícípodmínky: z a; b 2 I vyplývá a _ b 2 I; (1.28)z a 2 L a b 2 I vyplývá a ^ b 2 I: (1.29)Pro ka¾dé b v L, je mno¾ina fa 2 L; a 6 bg ideál, který se nazývá hlavní ideál a jeznaèen (b ]. De�nujeme duálnì �ltr a hlavní �ltr, znaèený [ b).Následující technické lemma popisuje vztah mezi 'k;k0 a  k0;k v nejdùle¾itìj¹ím pøípadì{ kdy¾ k je men¹í ne¾ k0. Ostatní pøípady u¾ plynou z tohoto.Lemma 1.11 Nech» je svaz L semidirektním souèinem K n' H . Mìjme nìjaké prvky ka k0 svazu K, splòující k 6 k0.(i) De�nujme zobrazení � =  k0;k Æ 'k;k0 a ! = 'k;k0 Æ  k0;k. Pak máme:�(h) = maxf j 2 H ; 'k;k0 (j) = 'k;k0 (h) g;!(h) = minf j 2 H ;  k0;k(j) =  k0;k(h) g:(ii) Platí 'k;k0 Æ  k0;k Æ 'k;k0 = 'k;k0 a  k0 ;k Æ 'k;k0 Æ  k0;k =  k0;k.(iii) Zobrazení 'k;k0 jIm  k0;k je izomor�smus mezi svazy Im  k0 ;k a Im 'k;k0 . Zobrazení k0;kjIm 'k;k0 je inverzní izomor�smus.(iv) Zobrazení  k0;k splòuje  k0;k(h) = max ('�1k;k0 ((h ])).Kapitola 1 Semidirektní souèiny svazù 37



Sekce 2 Zobrazení ' a  39Dùkaz: (i) Z nerovnosti (1.9), dostáváme h 6 �(h). Následnì pou¾ijeme (1.19), a dosta-neme 'k;k0 (h) 6 'k;k0 (�(h)). Z (1.10) plyne 'k;k0 (h) > 'k;k0Æ k0;k('k;k0 (h)) = 'k;k0 (�(h)).A tak, pro ka¾dé h z H , máme 'k;k0 (�(h)) = 'k;k0 (h) a h 6 �(h). Vlastnosti zobrazení !se doká¾í stejnì. Bod (ii) je teï okam¾itým dùsledkem.(iii) Mìjme h v Im  k0;k. Existuje h0 v H splòující  k0;k(h0) = h. Ale platí �(h) =� k0;k(h0) =  k0;k(h0) = h a to dává �jIm  k0;k = idIm  k0;k . Stejnì tak platí !jIm 'k;k0 =idIm 'k;k0 , a tak jsou zobrazení 'k;k0 jIm  k0;k a  k0 ;kjIm 'k;k0 navzájem inverzními bijek-cemi. Vlastnost (1.19) dává, ¾e 'k;k0 (H) je prùsekový polosvaz, a tak, podle (1.21), jemno¾ina �(H), která je rovna Im  k0;k , svazem a zobrazení 'k;k0 jIm  k0;k a  k0;kjIm 'k;k0jsou izomor�smy.(iv) Uva¾ujme prvek h v H a oznaème Mh mno¾inu f j 2 Im 'k;k0 ; j 6 h g. Tatomno¾ina je neprázdná, proto¾e je dle (1.9) prvek !(h) v Mh. Chceme dokázat, ¾e je !(h)nejvìt¹ím prvkem Mh.Doká¾eme nejdøív, ¾e je !(h) maximálním prvkem Mh. Pokud máme prvek j v Mn,splòující !(h) < j 6 h, pak existuje prvek j0 v H , který splòuje 'k;k0 (j0) = j. Podle (1.21)platí  k0;k!(h) =  k0;k(h) 6  k0;k(j) 6  k0 ;k(h), a tak máme  k0;k(h) =  k0;k(j). Apli-kujeme zobrazení 'k;k0 a dostaneme !(h) = !(j) = !'k;k0 (j0) = 'k;k0 (j0) = j, co¾ jespor.Pøedpokládejme, ¾e má mno¾inaMh dva maximální prvky, øeknìme j1; j2. Pak existujíprvky h1; h2 v H , které splòují 'k;k0 (hi) = ji, pro i = 1; 2. Ale platí j1 _ j2 = 'k;k0 (h1) _'k;k0 (h2) = 'k;k0 (h1 _ h2) a také j1 _ j2 6 h, a tak j1 _ j2 nále¾í do Mh a prvek j1 jeroven j2.V tomto okam¾iku máme !(h) = max(Mh). Na tuto rovnost aplikujeme zobrazení  k0;ka dostaneme  k0;k!(h) =  k0 ;k(h) =  k0 ;k(max(Mh)). Následnì nalezneme k0;k(h) =  k0;k(max(Mh)) =  k0;k(maxf j 2 Im 'k;k0 ; j 6 h g)= max f j 2 Im �; j 6  k0;k(h) g (iii)= max f j 2 Im �; 'k;k0 (j) 6 h g (iii)= max f j 2 H ; 'k;k0 (j) 6 h g: (i)= max ('�1k;k0 ((h ])):Co¾ ukonèuje dùkaz (iv).Teï u¾ mù¾eme de�novat semidirektní souèin svazù pomocí jediného zobrazení.Tvrzení 1.12 Nech» jsouK;H svazy a nech» je ' zobrazení zK�K doHH , které splòuje'k;k = idH , pro v¹echna k v K, a podmínky (1:7) a (1:11), a také, pro v¹echna k1; k2 v K,podmínku mno¾ina '�1k1;k2�(h ]� vlastní nejmen¹í prvek. (1.30)Pak tvoøí mno¾ina K �H s uspoøádáním 6 de�novaným v (1:27) svaz.Kapitola 1 Semidirektní souèiny svazù 39



Sekce 2 Zobrazení ' a  41Dùkaz: Rekonstruujeme zobrazení  , pomocí zobrazení ' a uká¾eme, ¾e tato zobrazenísplòují podmínky semidirektního souèinu. Zobrazení  : K � K ! HH je de�novánonásledovnì:  k1;k2(h) = max('�1k1^k2;k1((h])): (1.31)Za prvé, rovnost  k;k = idH , pro ka¾dé k vK, je evidentní, stejnì jako podmínka (1.15).Tak¾e abychom dokázali (1.8), staèí dokázat (1.16). Máme k0;k00 Æ  k;k0 (h) == max f j 2 H ; 'k00;k0(j) 6 max f g 2 H ; 'k0;k(g) 6 h gg (1.31)= max f j 2 H ; 9g 2 H : 'k00;k0(j) 6 g a 'k0;k(g) 6 h g= max f j 2 H ; 9g 2 H : 'k0;k Æ 'k00;k0(j) 6 'k0;k(g) 6 h g (1.19)= max f j 2 H ; 'k0;k Æ 'k00 ;k0(j) 6 h g= max f j 2 H ; 'k00;k(j) 6 h g (1.7)=  k;k00 (h): (1.31)Pro (1.10), podle de�nice '�1k1;k2((h ]), máme 'k1;k2(g) 6 h, pro v¹echna g v '�1k1;k2((h ]).To samé platí pro maximum, co¾ dává nerovnost 'k1;k2( k2 ;k1(h)) 6 h.Podmínka (1.9) je podobná: ka¾dé h z H nále¾í do '�1k1;k2(('k1 ;k2(h) ]). Tak¾e prvek k2;k1('k1;k2(h)), který je roven max ('�1k1;k2(('k1;k2(h) ])), je men¹í ne¾ h.Doka¾me nyní (1.12). V¹imnìme si, ¾e mno¾ina '�1k1^k2;k2((h ]) je hlavní ideál: pokuddva prvky j1; j2 jsou v '�1k1^k2;k2((h ]), máme nerovnost 'k1^k2;k2(ji) 6 h pro i = 1; 2a tedy také 'k1^k2;k2(j1 _ j2) = 'k1^k2;k2(j1) _ 'k1^k2;k2(j2) 6 h. Podmínka (1.19) za-ji¹»uje, ¾e pro v¹echna j v libovolném '�1k1^k2;k2((h ]) v¹echny prvky men¹í ne¾ j nále¾írovnì¾ do mno¾iny '�1k1^k2;k2((h ]). Tyto dvì vlastnosti samy dávají, ¾e '�1k1^k2;k2((h ]) jeideál svazu H . A podmínka (1.30) øíká, ¾e tento ideál je hlavní. Tak¾e máme k2;k1(h1 ^ h2)= max f j 2 H ; 'k1^k2;k2(j) 6 h1 ^ h2 g (1.31)= max �f j 2 H ; 'k1^k2;k2(j) 6 h1 g \ f j 2 H ; 'k1^k2;k2(j) 6 h2 g�= max f j 2 H ; 'k1^k2;k2(j) 6 h1 g ^max f j 2 H ; 'k1^k2;k2(j) 6 h2 g=  k2;k1(h1) ^  k2;k1(h2); (1.31)co¾ dává (1.12).Podmínky (1.7) a (1.11) jsou splnìny dle pøedpokladu tvrzení, a tedy svazy K a Hse zobrazeními ' a  jsou vhodné pro sestrojení semidirektního souèinu, dle tvrzení 1.4.Ponìvad¾ de�nice (1.27) vyhovuje de�nici (1.17), dùkaz je hotov.Kapitola 1 Semidirektní souèiny svazù 41



Sekce 3 Semidirektní souèin polosvazù 43Svaz sestrojený v tvrzení 1.12 je semidirektní souèin, a je znaèen K n' H . Stejnýmzpùsobem, pokud uva¾ujeme zobrazení  , tj. to, které popisuje operaci prùseku, znaèímesemidirektní souèin K n H .1.3 Semidirektní souèin polosvazùDe�novali jsme semidirektní souèin svazù pomocí jediného zobrazení. Stejná my¹lenkalze pou¾ít pro de�nování semidirektního souèinu polosvazù; zkoumáme v této sekci semi-direktní souèin polosvazù a nìkteré jeho vlastnosti.De�nice: Øekneme, ¾e spojový polosvaz L je úplný, jestli¾e má nejmen¹í prvek a ka¾dápodmno¾ina L má supremum. Øekneme, ¾e svaz L je úplný jestli¾e má nejmen¹í a nejvìt¹íprvky a jestli¾e ka¾dá podmno¾ina svazu L má supremum a in�mum.Je známo [1], ¾e tyto dvì de�nice jsou ekvivalentní, tj. ¾e úplný polosvaz je úplný svaz.De�nujeme nyní semidirektní souèin dvou polosvazù a doká¾eme, ¾e semidirektní souèinúplných svazù je úplný.Tvrzení 1.13 (i) Buïte K;H dva spojové polosvazy a buï ' zobrazení z K � K domno¾iny End(H), které splòuje 'k;k = idH , pro v¹echna k v K, a podmínku (1:11). Pakje mno¾ina K �H s uspoøádáním 6 de�novaným pøes (1:27) spojový polosvaz.(ii) Pokud jsou navíc K;H úplné a pokud zobrazení ' splòuje podmínku (1:30), pakje (K �H;6) úplný svaz.Dùkaz: Dùkaz bodu (i) je podobný tomu od tvrzení 1.4. Jediná vìc, kterou je tøebaupøesnit, je ¾e podmínka (1.7) je splnìna, proto¾e ka¾dé zobrazení 'k;k0 je endomor�smuspolosvazu H .(ii) Mìjme dva úplné spojové polosvazy K a H . Oznaème 0K a 0H nejmen¹í prvkytìchto svazù a 1K a 1H jejich nejvìt¹í prvky. Doká¾eme nejdøív, ¾e semidirektní sou-èin (K � H;6) vlastní nejmen¹í prvek. Pro ka¾dé k1; k2 v K máme 'k1;k2(0H) 6 0H ,jeliko¾ '�1k1;k2(0H) je neprázdná. A tak platí 'k1;k2(0H) = 0H . Z toho vyplývá, ¾e prolibovolné k1 6 k2 v K a h v H platí (k1; 0H) 6 (k2; h). Tak¾e (0K ; 0H) je nejmen¹ímprvkem svazu (K �H;6).Mìjme nyníM , neprázdnou podmno¾inuK�H . Chceme dokázat, ¾eM má supremum.Oznaème A mno¾inu f k 2 K; 9h 2 H : (k; h) 2M g a a supremum mno¾iny A. Oznaèmetaké B mno¾inu f j 2 H ; 8(k; h) 2 M : (a; j) > (k; h) g. Tato mno¾ina je neprázdná,ponìvad¾ prvek (a; 1H) je vìt¹í ne¾ nebo stejný jako v¹echny prvky z M . Oznaèíme bin�mum mno¾iny B. Uká¾eme nejdøív, ¾e b patøí do mno¾iny B. Kdyby tomu tak nebylo,pak by existoval prvek (k; h) v M splòující (k; h) 66 (a; b). Buï c prvek 'k;a(h) z H .Prvek c je dolní mezí B, proto¾e ka¾dé (a; j), pro j v B, je vìt¹í ne¾ prvek (k; h). Ale bje nejvìt¹í dolní mez mno¾iny B, a tak máme c 6 b, co¾ dává (k; h) 6 (a; b) a dostávámespor.Kapitola 1 Semidirektní souèiny svazù 43



Sekce 3 Semidirektní souèin polosvazù 45Víme teï, ¾e je prvek (a; b) horní mezí mno¾iny M . Chceme dokázat, ¾e je supremem,co¾ znaèí, ¾e ka¾dá jiná horní mez (k; h) mno¾inyM splòuje (a; b) 6 (k; h). Jeliko¾ je (k; h)horní mezí mno¾iny M , prvek k musí být horní mezí mno¾iny A. Ale a je supremum A,a tak máme k > a. Pokud jsou k a a rovna, máme h 2 B a b 6 h. Pøedpokládejme tedy k >a. Podle podmínky (1.30), víme, ¾e mno¾ina '�1a;k((h ]) má nejvìt¹í prvek, øeknìme m.Ponìvad¾ prvek b nenále¾í do '�1a;k((h ]), platí m 6> b. Ale prvek (a;m) je horní mezímno¾inyM : mìjme libovolný prvek (l; j) vM . Pak je prvek (k; h) horní mezí mno¾inyMa platí 'l;k(j) 6 h. Dle podmínky (1.7) máme 'l;k(j) = 'a;k Æ'l;a(j), a tedy 'l;a(j) nále¾ído '�1a;k((h ]), co¾ dává (a;m) > (l; j). Tedy (a;m) je horní mezí mno¾iny M a dostávámem 2 B, co¾ je spor s pøedpokladem m 6> b. A tak je prvek (a; b) supremem mno¾iny Ma polosvaz (K �H;6) je úplný.Semidirektní souèin polosvazù je znaèen stejnì jako semidirektní souèin svazù, tj.K �' H pro spojový polosvaz a K � H pro prùsekový polosvaz. Semidirektní souèinpolosvazù mù¾e být také charakterizován internì:Tvrzení 1.14 Buï L spojový polosvaz a buï � izoformní kongruence na L. Oznaème Kpolosvaz L=�, a H jednu ze tøíd kongruence. Jestli¾e L splòuje podmínku (1.23), pakexistuje zobrazení ' z K �K do End(H) takové, ¾e L je izomorfní polosvazu K n' H .Dùkaz: Staèí dokázat podmínky tvrzení 1.13. Dùkaz je podobný tomu od tvrzení 1.9.De�nice: Buï (A;6) uspoøádaná mno¾ina. Buïte a; b dva prvky mno¾iny A. Øekneme,¾e b je bezprostøední následník prvku a, jestli¾e je b vìt¹í ne¾ a a jestli¾e neexistuje pr-vek c, odli¹ný od a a b, který je mezí a a b. Øíkáme souèasnì, ¾e prvek a je bezprostøednípøedchùdce prvku b.Chtìli bychom nyní popsat zobrazení '. Mù¾eme je popsat úplnì, tzn. de�novat 'k;k0pro ka¾dou dvojici k; k0 v K. Ale to není nutné. V¹imnìme si, ¾e máme 'k;k0 = idH , prok > k0. Jsou-li k a k0 neporovnatelné, pomocí podmínky (1.13) dostaneme 'k;k0 = 'k;k_k0 .V dùsledku staèí popsat zobrazení 'k;k0 pouze pro k < k0. S jednou dodateènou podmín-kou mù¾eme je¹tì zmen¹it poèet pøípadù a uva¾ovat pouze, ¾e prvek k0 je bezprostøednínásledník prvku k.Tvrzení 1.15 Nech» jsou K;H dva spojové podsvazy nech» je ' zobrazení z K � Kdo End(H) takové, ¾e K n' H existuje.(i) Jestli¾e je ka¾dý interval svazu K koneèné délky, pak je zobrazení ' jednoznaènì ur-èeno zobrazeními 'k;k0 , kde k0 je bezprostøední následník prvku k v K.(ii) Jestli¾e je ka¾dý interval svazu H koneèné délky, pak platí, pro ka¾dé k0, bezprostøed-ního následníka prvku k v K,'k;k0 (h) = 'k;k0�minfh0 2 H : (h0 > h) a ((k0; 'k;k0 (h0)) bezpr. následuje (k; h0)))g�:Kapitola 1 Semidirektní souèiny svazù 45



Sekce 4 Libovolná kongruence 47Dùkaz: (i) Øekli jsme si pøed chvílí, ¾e staèí popsat zobrazení 'k;k0 pouze pro k < k0,ty ostatní jsou u¾ jimi jednoznaènì urèeny. Mìjme pár k; k0 splòující k < k0 v K, kde k0není bezprostøední následník prvku k. Ka¾dý interval v K je koneèný, a tak existujeposloupnost k = k0; k1; ::::; km = k0 taková, ¾e ki je bezprostøední následník prvku ki�1,pro v¹echna i mezi 1 a m. Podle (1.14) platí 'k;k0 = 'km�1;km Æ � � � Æ 'k1;k2 Æ 'k0;k1 .(ii) Jestli¾e je prvek (k0; 'k;k0 (h)) bezprostøední následník prvku (k; h), tvrzení platí.Pokud tomu tak není, pak existuje prvek (k00; h00) mezi (k; h) a (k0; '(k; k0)(h)). Ponì-vad¾ k0 je bezprostøední následník prvku k, nutnì platí k00 = k a mù¾eme pokraèovatindukcí.Tvrzení 1.15 vyjadøuje, ¾e v pøípadì svazu L, jeho¾ v¹echny intervaly jsou koneèné(napøíklad, je-li L koneèný svaz), je zobrazení ' jednoznaènì urèeno dvojicemi prvkù((k; h); (k0; 'k;k0 (h))), kde prvek (k0; 'k;k0 (h)) je bezprostøední následník prvku (k; h).Tuto my¹lenku pou¾ijeme v kapitole 2.Zabývali jsme se v celé sekci spojovými polosvazy. Ale evidentnì existují duální vý-sledky pro prùsekové polosvazy, jejich¾ dùkazy jsou duální.1.4 Libovolná kongruenceV této sekci doká¾eme, ¾e pokud svaz L vlastní libovolnou kongruenci �, pak se Lvnoøí do semidirektního souèinu L=� a jedné ze tøíd ekvivalence �.De�nice: A» jsou L1; L2; : : : ; L� svazy a � ordinál. Znaèíme Pi<� Li ordinální souèetsvazù, de�novaný jako disjunktní sjednocení mno¾in Li s uspoøádáním 6:a 6 b v L() ((a; b 2 Li) a (a 6Li b)) nebo ((a 2 Li; b 2 Lj) a (i < j)):Je evidentní, ¾e je ordinální souèet svazù také svaz.Tvrzení 1.16 Buï L svaz a buï � netriviální kongruence na L. Pak se L vnoøuje dosemidirektního souèinu svazu L=� a ordinálního souètu tøíd kongruence a jednoprvkovýchsvazù. Toto vnoøení roz¹iøuje kongruenci � na kanonickou kongruenci semidirektního sou-èinu.Dùkaz: Oznaème K = L=�, a nech» je [a]� tøída prvku a vzhledem k �. Vnoøíme svaz Lnejdøíve do svazu L0, ve kterém tøídy kongruence mají krajní prvky. Polo¾íme L0 = L [f0k; 1k; k 2 Kg. Uspoøádání na L0 je de�nováno pomocí:a 6L0 b, a 6L b pro a; b 2 L0k 6L0 a, k 6K [a]� pro a 2 L; k 2 Ka 6L0 1k , [a]� 6K k pro a 2 L; k 2 KKapitola 1 Semidirektní souèiny svazù 47



Sekce 4 Libovolná kongruence 490k 6L0 0k0 , k 6K k0 pro k; k0 2 K1k 6L0 1k0 , k 6K k0 pro k; k0 2 K0k 6L0 1k0 , k 6K k0 pro k; k0 2 K1k <L0 0k0 , k <K k0 pro k; k0 2 KSnadno nahlédnout, ¾e (L0;6L0) tvoøí svaz. De�nujeme ekvivalenci �0 na svazu L0, takaby tøídy ekvivalence byly, pro ka¾dé k v K, mno¾iny fa 2 L; [a]� = kg [ f0k; 1kg. Tatoekvivalence je kongruencí a její faktor je svazK. Vnoøíme svaz L do L0 zobrazením a 7! a.Toto vnoøení roz¹iøuje kongruenci � na kongruenci �0.Oznaèíme � kanonický homomor�smus z L0 na K, Zvolme nyní uspoøádání E, které jelineárním roz¹íøením uspoøádání 6K . Oznaème C ostrou formu uspoøádání E. Sestrojímesvaz H pomocí tohoto uspoøádání jako ordinální souèet tøíd kongruence �0:H def= Xk2K; uspoøádané E��1(k):Oznaème  zobrazení z H do K, které posílá ka¾dý sèítanec ordinálního souètu na pøí-slu¹ný prvek svazu K.Ka¾dý sèítanec svazu H je kopií podsvazu ��1(k) pro nìjaké k z K. A tak existujepøirozená bijekce �k mezi mno¾inami ��1(k) a �1(k). Toto zobrazení je homomor�s-mus. Pokud sjednotíme v¹echny �k, dostaneme �, bijekci z mno¾iny L0 na mno¾inu H :de�nujeme �(a) = ��(a)(a).De�nujme teï zobrazení ' z K�K do HH , které umo¾ní sestrojit semidirektní souèet.K tomu de�nujeme 'k;k0 , pro v¹echna k <K k0 v K následovnì (viz pøíklad 1.17):'k;k0 (h) = �(0(h)) pro h 6H �(0k) nebo �(1k0 ) <H h'k;k(h) = �(1k0 ) pro �(1k) 6H h 6H �(1k0)'k;k0 (h) = �(��1(h) _L0 0k0) pro �(0k) <H h <H �(1k) (1.32)Musíme nejdøív dokázat, ¾e toto zobrazení umo¾òuje sestrojit semidirektní souèin.Zaèneme dùkazem, ¾e pro v¹echna k <K k0 v K, je zobrazení 'k;k0 sluèitelné se spo-jením. K tomuto doká¾eme, ¾e prvek 'k;k0 (h) _H 'k;k0 (h0) je roven prvku 'k;k0 (h _Hh0), pro v¹echna h; h0 v H . Uva¾ujme (h) E (h0), bez újmy na obecnosti. Ponìvad¾platí ('k;k0 (h)) E ('k;k0 (h0)), rovnost platí pro (h) C (h0). Pøedpokládejme následnì(h) = (h0). Pøípad (h) 6= k je zøejmý, tak¾e uva¾ujme (h) = (h0) = k. Je-li jedenz prvkù h; h0 roven prvku 0k nebo prvku 1k, pak je rovnost zøejmá. Pøedpokládejme tedy,¾e tomu tak není. Platí'k;k0 (h) _H 'k;k0 (h0) = �(��1(h) _L0 0k0) _H �(��1(h0) _L0 0k0) (1:32)= �k_Kk0(��1(h)(h) _L0 0k0) _H �k_Kk0(��1(h0)(h0) _L0 0k0)= �(h)_K0k0 (��1(h)(h) _L0 ��1(h0)(h0) _L0 0k0)Kapitola 1 Semidirektní souèiny svazù 49



Sekce 4 Libovolná kongruence 51= �k_Kk0(��1(h)(h _H h0) _L0 0k0)= �(��1(h _H h0) _L0 0k0)= 'k;k0 (h _H h0): (1:32)Pou¾ili jsme, ¾e zobrazení � je izomor�smus, pokud zú¾eno na jednu tøídu kongruence,a ¾e platí rovnosti (h) = (h0) a �(��1(h) _L0 0k0) = k _K k0 = �(��1(h0) _L0 0k0).Nyní doká¾eme 'k;k00 = 'k0 ;k00 Æ 'k;k0 pro v¹echna k <K k0 <K k00 v K. Platí'k0 ;k00 Æ 'k;k0 (h) = �(��1(�(��1(h) _L0 0k0)) _L0 0k00) (1:32)= �(��1(h) _L0 0k0 _L0 0k00)= �(��1(h) _L0 0k00 )= 'k;k00 (h); (1:32)pro h v H splòující �(0k) <H h <H �(1k). A ostatní pøípady jsou snadné.Zbývá podmínka (1.30). Ve vìt¹inì pøípadù je jednoduchá, konkrétnì- pro h <H �(0k), je maximum �(1(h)),- pro �(0k) 6H h 6H �(0k0 ), je maximum �(0k),- pro �(1k0) 6H h je maximum �(1(h)).Mìjme teï �(0k0) <H h <H �(1k0 ). Chceme dokázat, ¾e pro ka¾dé k; k0 v K, je maximum�(��1(h) ^L0 1k). Doká¾eme nejdøív, ¾e tento prvek patøí do'�1k;k0((h]).'k;k0 ((�(��1(h) ^L0 1k)) = �(��1(�(��1(h) ^L0 1k)) _L0 0k0) (1:32)= �((��1(h) ^L0 1k) _L0 0k0)6H �(��1(h) ^L0 (1k _L0 0k0)) (distr.)6H h:Teï doká¾eme, ¾e tento prvek je nejvìt¹í z mno¾iny '�1k;k0 ((h]). Pøedpokládejme spo-rem, ¾e existuje prvek h0 v H , splòující (h0) = k, takový, ¾e platí 'k;k0 (h0) 6H h a��1(h0) >L (��1(h)^L0 1k). Ponìvad¾ platí (h0) = k, vyvodíme ��1(h0) 6L0 1k a nerov-nost 'k;k0 (h0) 6H h dává ��1(h0) _ 0k 6L0 h. Odvodíme tak ��1(h0) 6L0 ��1(h). Tak¾emáme ��1(h0) 6L0 (��1(h)^L0 1k), co¾ je spor. A tak je prvek �(��1(h)^L0 1k) nejvìt¹ímprvkem mno¾iny '�1k;k0 ((h]).Ovìøili jsme v¹echny podmínky vy¾adované po zobrazení 'k;k0 , pro k < k0 v K a nynístaèí polo¾it 'k;k = idH a 'k;k0 = 'k;k_k0 , pro v¹echna k; k0 v K. Z tvrzení 1.9 odvodímeexistenci svazu K n' H .Uva¾ujme nyní mno¾inu~L = f(k; h); k 2 K; h 2 H; (h) = k; 0k 6= ��1(h) 6= 1kg:Doká¾eme, ¾e ~L je podsvaz svazu K n'H a ¾e je izomorfní svazu L. Buïte (k; h); (k0; h0)Kapitola 1 Semidirektní souèiny svazù 51



Sekce 5 Tøída uzavøená na semidirektní souèiny 53libovolné prvky mno¾iny ~L. Pak, pro ka¾dý prvek (k; h)_Kn'H (k0; h0) platí podle de�nice(k _K k0; 'k;k0 (h) _H 'k0;k(h0))= (k _K k0; �k_k0 (��1(h) _L0 0k0) _H �k_k0(��1(h0) _L0 0k))= (k _K k0; �k_k0 (��1(h) _L0 ��1(h0) _L0 0k _L0 0k0))= (k _K k0; �(��1(h) _L0 ��1(h0))):Vidíme, ¾e �(��1(h) _L0 ��1(h0)) je k _K k0. Navíc, vztahy ��1(h) 2 L a ��1(h0) 2 Ldávají ��1(h) _L0 ��1(h0) 62 f0k_k0 ; 1k_k0g. A tedy prvek (k; h) _Kn'H (k0; h0) nále¾ímno¾inì ~L.Abychom dokázali stejný výsledek pro operaci prùseku, museli bychom mít de�nicizobrazení  , podobnou té pro zobrazení '. U¾ jsme ale dokázali, ¾e podle (1.31), prov¹echna k; k0 v K splòující 0k 6= ��1(h) 6= 1k a (h) = k, máme  k0;k(h) = �(��1(h) ^L01k). Tak¾e dùkaz toho, ¾e prvek (k; h) ^Kn'H (k0; h0) zùstává v ~L je podobný tomu prooperaci spojení.Zbývá nám dokázat poslední vìc, a to, ¾e svaz L je izomorfní svazu ~L. De�nujemezobrazení f : L! ~L, které posílá a na (�(a); �(a)). Toto zobrazení je bijekce. Musíme sepouze ujistit, ¾e se jedná o homomor�smus. Mìjme a; b v L. Pak platíf(a) _Kn'H f(b) = (�(a); �(a)) _Kn'H (�(b); �(b))= (�(a) _K �(b); '�(a);�(b)(�(a)) _H '�(b);�(a)(�(b)) (1:18)= (�(a _L0 b); �(a _L0 0�(b)) _H �(b _L0 0�(a))) (1:32)= (�(a _L b); �(a _L0 b _L0 0�(a_Lb))= (�(a _L b); �(a _L b)):Výsledek pro operaci prùseku je podobný. Zobrazení f je tedy izomor�smus a svaz L sevnoøuje do K n' H .Pøíklad 1.17 Pøedvedeme zde pøíklad ukazující jak konstrukce funguje na konkrétnímpøíkladì. Buï L svaz z obrázku 1.6. Zvolíme netriviální kongruenci oznaèenou èernýmihranami. Kdy¾ sestrojíme konstrukci popsanou v dùkaze tvrzení 1.16, dostaneme svazz obrázku 1.7. Svaz L je koneèný, a tak není nutné jej nejdøív vnoøovat do svazu L0.Vidíme, ¾e se L vnoøuje pøímo do semidirektního souèinu K n' H (èerné vrcholy).1.5 Tøída uzavøená na semidirektní souèinyNásledující otázka vyvstává: þKteré svazy se dostanou jako semidirektní souèiny?ÿZkusíme odpovìdìt na tuto otázku studiem tøídy svazù uzavøené na semidirektní sou-èiny. Uká¾eme, ¾e pro koneèné svazy je jednoduchost jedinou pøeká¾kou. Pøipomínáme,¾e koneèné øetìzce se znaèí 1;2;3; : : : ;n; : : :Kapitola 1 Semidirektní souèiny svazù 53



Sekce 5 Tøída uzavøená na semidirektní souèiny 55L: ,! K: H:
Obrázek 1.6: Svazy L, K a H

Obrázek 1.7: Svaz L se vnoøuje do K n' HDe�nice: Jako SD oznaèíme nejmen¹í tøídu svazù, která obsahuje svaz 2 a která jeuzavøená na podsvazy, na semidirektní souèiny a na izomorfní obrazy. Pro ka¾dý svaz Lv SD, de�nujeme induktivnì èíslo �(L):�(L) = 8><>:0 pro L �= 2;minf p; existují K;H v SD splòující �(K) < p;�(H) < p a L ,! K n' H pro nìjaké ';  g pokud ne. (1.33)Èíslo �(L) øíká, kolik semidirektních souèinù je potøeba, abychom dostali svazL ze svazu 2.Pøíklad 1.18 Pokud provedeme semidirektní souèin svazu k a svazu n pomocí semidi-rektního souèinu z pøíkladu 1.6, dostaneme svaz kn. Vidíme tedy indukcí, ¾e se svaz 22kdostane v k krocích ze svazu 2. Vidíme snadno, ¾e libovolný semidirektní souèin svazu o kprvcích a svazu o n prvcích je svaz o k � n prvcích. Tak¾e nutnì platí �(22k) > k a proKapitola 1 Semidirektní souèiny svazù 55



Sekce 5 Tøída uzavøená na semidirektní souèiny 57ka¾dý øetìzec n, máme �(n) = dlog2(log2(n))e.De�nice: Øekneme, ¾e je svaz S jednoduchý, jestli¾e S�S a idS jsou jediné kongruencena S. Øekneme, ¾e je svaz S netriviálnì jednoduchý, jestli¾e S je jednoduchý a S máalespoò tøi prvky.Pøíklad 1.19 Jednodu¹e se ovìøí, ¾e je svaz M3 z obrázku 1.8 jednoduchý: oznaème 0,a, b, c a 1 prvky svazuM3. Jestli¾e je napøíklad prvek a kongruentní prvku 0, pak je b_ 0kongruentní prvku b _ a, a tedy je b kongruentní prvku 1. Stejnì tak je c kongruentníprvku 1 a dostaneme, ¾e b^ c je kongruentní prvku 1^ c. Tak¾e c je kongruentní prvku 0.Platí, ¾e a je kongruentní 0 je kongruentní c je kongruentní 1 je kongruentní b a tedy tatokongruence je triviální.
Obrázek 1.8: Svaz M3.Doká¾eme teï, ¾e svaz, který se dostane jako semidirektní souèin, má v¾dy kanonickoukongruenci, a tedy ¾e, pokud má alespoò dva prvky, nemù¾e být nikdy jednoduchý.Lemma 1.20 Buï S jednoduchý svaz. Buï L semidirektní souèin K n' H , kde K;Hjsou svazy. Pokud se svaz S vnoøuje do L, pak se S vnoøuje do K nebo do H .Dùkaz: Nech» je � kanonická kongruence na L a nech» je S0 podsvaz svazu L izomorfnísvazu S. Zú¾ená relace �jS0 je kongruencí na S0. Ponìvad¾ je S0 jednoduchý, jsou jen dvìmo¾nosti: buïto máme S0=� �= 1, a tedy S0 se vnoøuje do H , anebo � je triviální, a tedyse S0 vnoøuje do K.Dùsledek 1.21 Tøída SD neobsahuje ¾ádný netriviálnì jednoduchý svaz.Dùkaz: Pøedpokládejme sporem, ¾e existuje netriviálnì jednoduchý svaz S v SD. Po-nìvad¾ máme S 6�= 2, platí �(S) > 1. Existují tedy svazy K;H v SD, splòující pod-mínky maxf�(K); �(H)g < �(S) a S ,! K n' H pro vhodná ';  . Podle lemmatu 1.20platí S ,! K nebo S ,! H . Pak, podle de�nice máme �(S) 6 �(K) nebo �(S) 6 �(H),co¾ je spor s volbou svazù K a H .Mù¾eme dokonce dostat silnìj¹í výsledek, ani homomorfní obrazy svazù tøídy SDnejsou netriviálnì jednoduché svazy.Kapitola 1 Semidirektní souèiny svazù 57



Sekce 5 Tøída uzavøená na semidirektní souèiny 59Lemma 1.22 Buï L svaz ze tøídy SD a buï L0 homomorfní obraz svazu L. Pokud má L0alespoò tøi prvky, pak není jednoduchý.Dùkaz: Pøedpokládejme sporem, ¾e existuje svaz L v SD, který se zobrazuje epimor�s-mem f na netriviálnì jednoduchý svaz S. Pøedpokládejme, ¾e je èíslo �(L) nejmen¹ímo¾né. Podle de�nice, �(L) je alespoò 1, a tak existují svazy K;H v SD, splòující�(L) > maxf�(K); �(H)g a L ,! Kn' H . Oznaème g kanonický epimor�smus z Kn' Hna K. Homomor�smus g vytváøí kongruenci � na svazu L. Oznaème � obraz této kongru-ence � pomocí homomorphismu f . Tato relace je kongruencí na S. Jeliko¾ je S jednoduchý,máme jen dvì mo¾nosti: pokud � je S � S, celý svaz L patøí do jedné tøídy kongruence,a tak je L podsvazem svazu H , co¾ je nemo¾né. Tak¾e víme, ¾e je kongruence � men¹íne¾ kongruence odpovídající homomor�smu f . A tak existuje homomor�smus h z g(L)do S splòující h Æ g = f . Zobrazení f je epimor�smus, a tedy h je také epimor�smus.Tak¾e g(L), který je podsvazem K, se zobrazí na S, a to je spor s minimalitou �(L).
Doká¾eme, ¾e je tøída SD uzavøená také na homomorfní obrazy. K tomuto pou¾ijemetvrzení 1.16. Musíme nejdøív dokázat, ¾e je tøída SD uzavøená na koneèné ordinální souèty.Lemma 1.23 Buïte L1; L2; : : : ; Ln pro n v N svazy z SD. Pak svazPni=1 Li také nále¾ído SD.Dùkaz: Bez újmy na obecnosti pøedpokládáme n = 2. Doká¾eme nejdøív, ¾e svaz 1+L2nále¾í do SD. Uva¾ujme kartézský souèin L2 � 2 s uspoøádáním po slo¾kách a de�nujmesvaz K pomocí K = f(0L2 ; 02)g [ f(l; 12); l 2 L2g. Platí K �= (1+ L2).Uva¾ujme nyní semidirektní souèin Kn'L1, splòující 'k;k0 (l) = 0L1 , pro v¹echna k <k0 v K a l v L1. De�nujme K 0 jako podsvaz svaz f(0K ; l); l 2 L1g [ f(k; 0L1); k > 0Kg.Vidíme, ¾e je svaz K 0 izomorfní svazu L1 + L2.Díky tomuto lemmatu mù¾eme dokázat následující tvrzení:Lemma 1.24 Buï L svaz ze tøídy SD. Pokud je svaz L0 homomorfním obrazem svazu L,pak L0 nále¾í takté¾ do SD.Dùkaz: Pøedpokládejme opak, tj. ¾e existuje svaz L v SD, svaz L0 mimo SD a homomor-�smus f z L na L0. Buï L0 nejmen¹í takový vzhledem k poètu prvkù. Podle lemmatu 1.22svaz L0 není jednoduchý, a tedy existuje netriviální kongruence � na L0. Svaz L0=� jehomomorfním obrazem svazu L, má ménì prvkù ne¾ svaz L0 a tak podle pøedpokladuminimality svazu L0 svaz L0=� nále¾í do SD. V¹echny tøídy kongruence � jsou svazy, kterémají ménì prvkù ne¾ svaz L0. Je¹tì k tomu jsou v¹echny homomorfními obrazy podsvazùsvazu L pomocí homomorphismu f , a tak v¹echny nále¾í do tøídy SD. Podle lemmatu 1.23ka¾dý svaz, který se dostane jako ordinální souèet tøíd kongruence � nále¾í také do SD.Kapitola 1 Semidirektní souèiny svazù 59



Sekce 5 Tøída uzavøená na semidirektní souèiny 61Tvrzení 1.16 nyní ukazuje, ¾e se L0 vnoøuje do semidirektního souèinu L0=� a ordinálníhosouètu tøíd ekvivalence kongruence �. Co¾ je spor, nebo» o L0 se pøedpokládalo, ¾e nepatøído tøídy SD.De�nice: Øekneme, ¾e je tøída svazù C uzavøená na krátké exaktní posloupnosti, pokudsvaz L nále¾í do C, kdykoliv vlastní kongruenci � takovou, ¾e svaz L=� a v¹echny tøídykongruence � nále¾í do C.Nyní sepí¹eme v¹e, co víme o tøídì SD následující formou:Tvrzení 1.25 Buï L koneèný svaz. Pak jsou následující podmínky ekvivalentní:(i) svaz L nále¾í do SD;(ii) svaz L neobsahuje ¾ádný podsvaz který se zobrazuje na netriviálnì jednoduchý pod-svaz;(iii) svaz L nále¾í do nejmen¹í tøídy, která obsahuje svaz 2 a která je uzavøená na pod-svazy, na krátké exaktní posloupnosti a na izomorfní obrazy;(iv) svaz L nále¾í do nejvìt¹í tøídy svazù uzavøené na podsvazy a na homomorfní obrazy,která neobsahuje ¾ádný netriviálnì jednoduchý podsvaz.Dùkaz: Implikace (i) ) (ii) je vyjádøena dùsledkem 1.21. Opaèný smìr se doká¾e in-dukcí podle poètu prvkù. Buï L svaz, který splòuje (ii). Svaz L má alespoò tøi prvky,tak¾e není jednoduchý a existuje netriviální kongruence na L. Faktor a tøídy ekvivalencemusejí splòovat podmínku (ii) a dle indukèního pøedpokladu nále¾í do SD. Zbytek plynez tvrzení 1.16.Implikace (i)) (iii) je evidentní a ta obrácení platí podle tvrzení 1.16. Nyní (i)) (iv)plyne z dùsledku 1.20 a z tvrzení 1.24. Nakonec, (iv)) (ii) je zøejmé.Stejný pøístup se mù¾e pou¾ít pro polosvazy. Nebudeme zde dokazovat èásteèné vý-sledky, uvedeme pouze koneèný výsledek:Tvrzení 1.26 Tøída spojových polosvazù generovaná polosvazem 2, která je uzavøenána spojové podpolosvazy a na semidirektní souèiny, je tøída v¹ech koneèných spojovýchpodpolosvazù.Dùkaz: Výsledek je analogie tvrzení 1.25 formulovaná pro spojové podpolosvazy. Ponì-vad¾ neexistuje ¾ádný jednoduchý spojový podpolosvaz s alespoò tøemi prvky, vyvodímez toho znìní tvrzení.Nyní si nìco øekneme o tøídì SD z pohledu variet a kvazivariet.De�nice: Øekneme, ¾e tøída svazù C je varieta, jestli¾e je uzavøená na podsvazy, nadirektní souèiny a na homomorfní obrazy. Øekneme, ¾e je tøída C kvazivarieta, jestli¾e jeuzavøená na podsvazy, na direktní souèiny a na izomorfní obrazy.Kapitola 1 Semidirektní souèiny svazù 61



Sekce 5 Tøída uzavøená na semidirektní souèiny 63Víme, ¾e tøída SD je prùnikem nìjaké kvazivariety tøídy koneèných svazù: onou kva-zivarietou je uzávìr tøídy SD na nekoneèné direktní souèty a na podsvazy. Chtìli bychomvìdìt, zda-li SD není prùnikem nìjaké variety s tøídou koneèných svazù. Abychom mohliodpovìdìt na tuto otázku, popí¹eme vztah mezi tøídou SD a tøídou svazù spojovì semi-distributivních.De�nice: Øekneme, ¾e je svaz L spojovì semidistributivní, jestli¾e splòuje, pro v¹echny x,y, z v L, následující kvaziidentitu:z x _ y = x _ z plyne x _ y = x _ (y ^ z): (1.34)Øekneme, ¾e svaz L je prùsekovì semidistributivní, jestli¾e splòuje duální kvaziidentitu.Lemma 1.27 Tøídy spojovì semidistributivních svazù a prùsekovì semidistributivníchsvazù jsou vlastními podtøídami tøídy SD.Dùkaz: Ka¾dý jednoduchý spojovì semidistributivní svaz je triviální (viz [32]). Tøídaspojovì semidistributivních svazù tvoøí kvazivarietu (viz [32]). Ka¾dý homomorfní obrazkoneèného spojovì semidistributivního svazu je také spojovì semidistributivní (viz [21]).Tak¾e tvrzení 1.25 (ii) ukazuje, ¾e ka¾dý koneèný spojovì semidistributivní svaz nále¾ído SD. Zbývá dokázat, ¾e existuje svaz v SD, který není spojovì semidistributivní. Svaz L3z obrázku 1.9 není spojovì semidistributivní (viz [32]), ale vnoøuje se do semidirektníhosouèinu 3 n' 3 podle pøíkladu 1.7. A tak svaz L3 je svaz, který nále¾í do SD, ale neníspojovì semidistributivní. Výsledek pro prùsekovì semidistributivní svazy plyne z duality.
Obrázek 1.9: Svaz L3.Tvrzení 1.28 Nejmen¹í kvazivarieta svazù, která obsahuje svaz 2 a která je uzavøená nasemidirektní souèiny není varietou.Dùkaz: Oznaème DSD kvazivarietu ze znìní tvrzení. Je známo (viz [21]), ¾e nejmen¹ívarieta, která obsahuje v¹echny koneèné spojovì semidistributivní svazy je varieta v¹echsvazù. Tøída SD obsahuje v¹echny koneèné spojovì semidistributivní svazy podle lem-matu 1.27. Pøedpokládejme, ¾e by tøída DSD byla uzavøena na homomorfní obrazy.Tøída DSD by obsahovala tøídu SD, a tak by musela obsahovat v¹echny svazy. Pøestoale lemma podobné lemmatu 1.20 platí pro tøídu DSD, a tak ¾ádný netriviálnì jedno-duchý svaz nenále¾í do DSD. A to by byl spor s pøedpokladem, ¾e je DSD uzavøená nahomomorfní obrazy.Kapitola 1 Semidirektní souèiny svazù 63



Sekce 5 Tøída uzavøená na semidirektní souèiny 65Tento výsledek mù¾e být vyjádøen jinými slovy: neexistuje ¾ádná varieta svazù C ta-ková, ¾e tøída SD je prùsekem tøídy C a tøídy koneèných svazù. Nicménì existuje takovákvazivarieta. Ka¾dá kvazivarieta je popsána systémem kvaziidentit. A tak se nabízí ná-sledující otázka:Otázka 1.29 Jaké kvaziidentity popisují tøídu SD?
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Kapitola 2Konstrukce slabého uspoøádání naCoxeterových grupáchV této kapitole studujeme Coxeterovy grupy, tøídu grup, která obsahuje, mezi jinými,symetrické grupy. Na tìchto grupách se de�nuje kanonické uspoøádání zvané slabé uspo-øádání 4. Toto uspoøádání tvoøí prùsekový polosvaz, v pøípadì, ¾e je Coxeterova grupanekoneèná, nebo svaz, v pøípadì koneèné Coxeterovy grupy.Pro ka¾dou Coxeterovu grupuW a pro ka¾dou standardní parabolickou podgrupuWJpopí¹eme rozklad polosvazu slabého uspoøádání na grupì W jako semidirektní souèinpolosvazu slabého uspoøádání na podgrupì WJ a slabého uspoøádání na libovolné levétøídì vzhledem k WJ . Tento rozklad umo¾òuje speciálnì konkrétní konstrukci slabé uspo-øádání na W ze slabého uspoøádání standardní parabolické podgrupy WJ a pøíslu¹né levérozkladové tøídy.V sekci 1 pøipomeneme nìkteré základní vlastnosti Coxeterových grup. V sekci 2 pøed-stavíme konstrukci semidirektního souèinu slabého uspoøádání Coxeterových grup v obec-ném pøípadì. Nakonec v sekci 3 popí¹eme konkrétní pøíklady, a to grupy typù ireducibil-ních, An, Bn, Dn, Im, H3 a ~A2.2.1 Slabé uspoøádání na Coxeterových grupáchV této sekci de�nujeme Coxeterovy grupy, slabé uspoøádání, standardní parabolicképodgrupy a pøipravíme si nìkteré výsledky pro pou¾ití v následujícím textu. Zaènemepochopitelnì de�nicí Coxeterovy grupy.De�nice [27]: Coxeterùv graf � = (S;A) je koneèný neorientovaný graf, jeho¾ ka¾dáhrana (s; t) z A je oznaèena èíslem ms;t z mno¾iny f3; 4; : : : ;1g. Øekneme, ¾e grupa WKapitola 2 Konstrukce slabého uspoøádání na Coxeterových grupách 67



Sekce 1 Slabé uspoøádání na Coxeterových grupách 69je Coxeterova grupa pøíslu¹ející Coxeterovu grafu � = (S;A), jestli¾e má prezentacihS; s2 = 1; (st)2 = 1 pro (s; t) 62 A;(st)ms;t = 1; pro (s; t) 2 A a ms;t <1i: (2.1)Øekneme, ¾e dvojice (W;S) je Coxeterùv systém, jestli¾e jeW grupa a jestli¾e existuje Co-xeterùv graf � = (S;A), ke kterému pøíslu¹í grupa W . Pro ka¾dý prvek g z W de�nujemedélku `(g) jako minimální délku posloupnosti s1; s2; : : : ; sk s si v S splòující g = s1s2 � � � sk.Slovo s1s2 � � � sk je následnì nazýváno redukované vyjádøení.Pro dva generátory s a t, kteøí komutují, de�nujeme ms;t = 2, abychom usnadnilizápis prezentace. Kdy¾ kreslíme Coxeterùv graf, vynecháváme obvykle znaèky 3, kteréjsou nejèastìj¹í.Pøíklad 2.1 Typickým pøíkladem Coxeterovy grupy je symetrická grupa na n+1 prvcích,znaèená Sn+1. Tato grupa je generována n transpozicemi (i; i+ 1), znaèenými si, a tytotranspozice splòují vztahysisj = sjsi pro ji� jj > 1;sisjsi = sjsisj pro ji� jj = 1:Tyto relace utváøejí prezentaci grupy Sn+1 (viz [27]), a tedy Sn+1 je Coxeterova grupa.Pøíslu¹ný Coxeterùv graf je graf � � �s1 s2 s3 s4 s5 sn�2 sn�1 snDélka `(�) permutace � je rovna poètu uspoøádaných dvojic (i; j), s 1 6 i < j 6 n, kterésplòují �(i) > �(j), viz [12].Je mo¾né vidìt, ¾e v Coxeterovì grupì platí `(g) = 0 tehdy a jen tehdy, kdy¾ je gjednotkový prvek, a ¾e platí `(g) = `(g�1) pro ka¾dé g, a nakonec ¾e platí `(g) + `(h) >`(g + h), pro v¹echna g; h v Coxeterovì grupì W .De�nice: A» je W Coxeterova grupa. Pro g; h v W pí¹eme g 4 h tehdy a jen tehdy,máme-li `(g) + `(g�1h) = `(h). Tato relace se nazývá slabé uspoøádání grupy W .Ekvivalentní de�nice je následující (viz [27]): máme g 4 h kdy¾ existuje u, redukovanévyjádøení prvku g, a prvky s1; s2; : : : ; sk v S takové, ¾e us1s2 : : : sk je redukované vyjádøeníprvku h. Z této de�nice je u¾ vidìt, ¾e je relace 4 èásteèné uspoøádání. Ve zbytku textubudou slova: þg je men¹í ne¾ hÿ pro g; h pro prvky Coxeterovy grupy, znamenat v¾dyslabé uspoøádání zde de�nované.Máme-li koneènou Coxeterovu grupu W , pak existuje právì jeden prvek v W , jeho¾délka je maximální. Tento prvek je znaèen w0. V pøípadì symetrické grupy Sn je prvkem w0permutace i 7! n+ 1� i.Kapitola 2 Konstrukce slabého uspoøádání na Coxeterových grupách 69



Sekce 1 Slabé uspoøádání na Coxeterových grupách 71Tvrzení 2.2 [3] Buï W Coxeterova grupa. Pak je mno¾ina (W;4) prùsekovým polosva-zem a prvek 1 je nejmen¹ím prvkem. Pokud je W koneèná, pak je (W;4) svaz a prvek w0je nejvìt¹ím prvkem.Vidíme, ¾e v mno¾inì (W;4) je prvek h bezprostøední následník prvku g tehdy a jentehdy, pokud platí h = gs pro nìjaké s v S. Z druhé strany, máme-li h = gs pro nìjaké sv S, pak jeden z prvkù g a h je bezprostøední následník druhého. Tak¾e Hasseùv diagrampolosvazu (W;4) se dostane Caleyova grafu grupy W smazáním znaèek. Kdy¾ sestrojímeHasseùv diagram polosvazu (W;4) a oznaèíme ka¾dou hranu pøíslu¹ným generátorem,dostaneme Cayleyùv graf grupy W . Kdy¾ øíkáme þCayleyùv graf Coxeterovy grupy Wÿ,míníme tím Cayleyùv graf grupy W vzhledem k presentaci (2.1). Ponìvad¾ jsou v¹echnygenerátory involutivní, pro ka¾dou hranu existuje opaèná hrana oznaèená stejným generá-torem. A proto kreslíme spí¹e neorientované hrany namísto dvou opaèných orientovanýchhran (viz obrázek 2.1).

Obrázek 2.1: Cayleyùv graf symetrické grupy S4 nakreslený jako Hasseùv dia-gram slabého uspoøádání { prvek h je bezprostøední následník prvku g, jestli¾ehrana mezi nimi stoupá z g do h. Èerné hrany v tomto grafu vyznaèují trans-pozici (1,2), ¹edé vyznaèují transpozici (2,3) a pøeru¹ované vyznaèují transpo-zici (3,4).Pøedstavíme nyní pojem podgrupy W , která je generována podmno¾inou generátorùgrupy W .Tvrzení 2.3 [27] Buï W Coxeterova grupa pøíslu¹ející Coxeterovu grafu � = (S;A).Buï J podmno¾ina mno¾iny S. Pak je podgrupa generovaná mno¾inou J Coxeterovougrupou pøíslu¹ející podgrafu grafu � generovanému mno¾inou J .De�nice: Podgrupa z tvrzení 2.3 se znaèí WJ a je nazývána standardní parabolickápodgrupa grupy W generovaná mno¾inou J .Kapitola 2 Konstrukce slabého uspoøádání na Coxeterových grupách 71



Sekce 2 Semidirektní souèiny v Coxeterových grupách 73Je vhodné zmínit, ¾e de�nice délky ` nezále¾í na grupì, v tom smyslu, ¾e pro prvek gv WJ délky g v W a v WJ jsou shodné. Stejnì tak pro slabé uspoøádání, pro dva prvky ga h v WJ platí g 4 h v WJ tehdy a tehdy, platí-li g 4 h v W .De�nice: Buï (W;S) Coxeterùv systém a buï J podmno¾ina S. Øekneme, ¾e prvek ggrupyW je J-redukovaný, jestli¾e platí `(sg) = `(g)+1 pro v¹echna s v J . Mno¾inu v¹echJ-redukovaných prvkù v W znaèíme W J .Pøíklad 2.4 Grupa Sn je standardní parabolickou podgrupou grupy Sn+1. Tato pod-grupa je generována mno¾inou J = f(i; i+ 1); i < n � 1g. J-redukované permutace jsoucykly (i; i+ 1; : : : ; n+ 1) pro ka¾dé i 6 n+ 1.Následující výsledek je standardní:Lemma 2.5 [4] Buï (W;S) Coxeterùv systém a buï J podmno¾ina S. Buï g prvekgrupy W . Následující podmínky jsou ekvivalentní:(i) Prvek g je J-redukovaný;(ii) Prvek g má nejkrat¹í délku v rozkladové tøídì WJg;(iii) Prvek g je jediným prvkem nejkrat¹í délky ve tøídì WJg;(iv) Pro ka¾dé h v W J platí `(hg) = `(h) + `(g);(v) Pro ka¾dé h v W relace h 4 g implikuje, ¾e h je J-redukovaný;Pro ka¾dý prvek g v W mù¾eme nalézt právì jeden prvek g00, který je jediným J-redukovaným prvkem v rozkladové tøídì WJg. A» je g0 prvek gg00�1. Dostáváme zde jed-noznaèný rozklad prvku g ve formì g0g00, kde g0 nále¾í do WJ a g00 nále¾í do W J .De�nice: Buï (W;S) Coxeterùv systém a buï J podmno¾ina S. De�nujeme zobrazení�J :W !WJ a !J : W !W J tak, abychom mìli g = �J (g)!J(g) pro ka¾dé g v W .Pomocí de�nice s lemmatem 2.5 dostaneme okam¾itì následující tvrzení:Tvrzení 2.6 Buï (W;S) Coxeterùv systém a buï J podmno¾ina S. Pak je zobrazení g 7!��J(g); !J(g)� bijekce mezi mno¾inou W a mno¾inou WJ �W J .Zakonèíme tuto sekci klasickým výsledkem:Lemma 2.7 [18] Nech» je (W;S) Coxeterùv systém a nech» je J podmno¾ina S. Nech»jsou h v W J a s v S. Pak nastane právì jedna z následujících situací:(i) platí `(h) > `(hs), v tomto pøípadì prvek hs je také J-redukovaný;(ii) platí `(h) 6 `(hs) a hs nále¾í do W J ;(iii) platí `(h) 6 `(hs) a hs nenále¾í do W J , v tomto pøípadì existuje nìjaké s0 v Jsplòující hs = s0h.Kapitola 2 Konstrukce slabého uspoøádání na Coxeterových grupách 73



Sekce 2 Semidirektní souèiny v Coxeterových grupách 752.2 Semidirektní souèiny v Coxeterových grupáchV této sekci studujeme rozklad Coxeterovy grupy vytváøený zobrazeními �J a !J .Doká¾eme, ¾e tento rozklad je vhodný pro semidirektní souèin polosvazù.Lemma 2.8 Buï (W;S) Coxeterùv systém a buï J podmno¾ina S. Buïte g; h v W . Pak(i) g 4 h implikuje �J(g) 4 �J(h) a !J(g) 4 !J(h);(ii) pokud je h bezprostøední následník prvku g v W , pak platí buïto �J (g) = �J (h),anebo !J(g) = !J(h);(iii) platí �J (g ^ h) = �J(g) ^ �J(h).Dùkaz: Body (i) a (ii) jsou dùsledky lemmatu 2.7.(iii) Podle bodu (i), platí �J (g^h) 4 �J (g)^�J(h). Ale platí �J(g) 4 g a �J(h) 4 h,a tak platí �J (g)^ �J(h) 4 g ^ h. Pou¾itím �J na tuto nerovnost dostaneme �J (�J (g)^�J(h)) 4 �J(g^h). Ale �J je identické naWJ , a tak dostaneme �J(g)^�J (h) 4 �J (g^h).Zobrazení �J je tedy sluèitelné s prùsekem, co¾ znamená, ¾e to je endomor�smusprùsekového polosvazu (W;4). V následujícím lemmatu nahlí¾íme na Hasseùv diagrampolosvazu (W;4) jako na Cayleyùv graf grupy W .Lemma 2.9 Buï (W;S) Coxeterùv systém a buï J podmno¾ina S. Pro g; h v W de�-nujeme relaci �J pøedpisem (g; h) 2 �J , �J(g) = �J (h). Relace �J je kongruence prùse-kového polosvazu (W;4) a polosvaz (W;4)=�J je izomorfní polosvazu (WJ ;4). V¹echnytøídy ekvivalence jsou izomorfní jako¾to svazy a navíc, kdy¾ pøidáme oznaèení, pøíslu¹néoznaèené grafy jsou také izomorfní.Dùkaz: Víme, ¾e �J je homomor�smus z (W;4) na (WJ ;4). Tak¾e �J je kongruencea (W;4)=�J je izomorfní polosvazu (WJ ;4). Zbývá dokázat, ¾e tøídy ekvivalence jsouizomorfní. Kdy¾ máme a 6= b v WJ , tak existuje bijekce �a;b mezi tøídou obsahující aa tøídou obsahující b. Tato bijekce posílá ag na bg pro ka¾dé g v W J . Ale tato bijekcezachovává uspoøádání 4: pro v¹echna g; h v W J platí ag 4 ah , g 4 h , bg 4 bh podlelemmatu 2.5. Tak¾e bijekce �a;b je izomor�smus svazù. Je evidentní, ¾e �a;b zachovávátaké oznaèení: hrana z ag do agx je oznaèena generátorem x a to platí také pro hranuz bg do bgx.Máme u¾ pøipraveny v¹echny potøebné výsledky a mù¾eme dokázat hlavní výsledektéto sekce.Vìta 2.10 Buï (W;S) Coxeterùv systém a buï J podmno¾ina S. Pak je prùsekovýpolosvaz (W;4) izomorfní semidirektnímu souèinu polosvazù (WJ ;4) a (W J ;4).Kapitola 2 Konstrukce slabého uspoøádání na Coxeterových grupách 75



Sekce 2 Semidirektní souèiny v Coxeterových grupách 77Dùkaz: Výsledek dostaneme pou¾itím tvrzení 1.14, verze pro prùsekové polosvazy, s lem-maty 2.8 a 2.9.V pøípadì koneèné Coxeterovy grupy W tvoøí uspoøádaná mno¾ina (W;4) svaz, a takbychom chtìli vìdìt, zda-li je zobrazení �J sluèitelné s operací spojení. Je tomu tak,doká¾eme, ¾e zobrazení �J je sluèitelné se spojením, a tedy, ¾e je �J endomor�smussvazu (W;4). Mù¾eme dokonce formulovat výsledek obecnìji a nepøedpokládat, ¾e je Wkoneèná.Lemma 2.11 Buï (W;S) Coxeterùv systém a buï J podmno¾ina S. Buïte g; h v Wtaková, ¾e g _ h existuje. Pak �J(g) _ �J(h) existuje a platí �J (g) _ �J(h) = �J(g _ h).Dùkaz: Platí �J(g) 4 �J (g _ h) a �J(h) 4 �J(g _ h), tak¾e spojení musí existovat.Navíc platí �J (g) _ �J(h) 4 �J (g _ h). Z g 4 g _ h a z de�nice zobrazení  dostaneme!J(g) 4  �J (g_h);�J (g)(!J(g _ h)). Uva¾ujme nyní prvek j =  �J (g_h);�J (g)_�J (h)(!J(g _h)). Pøedchozí pozorování s lemmatem 1.15 (iii) dává !J(g) 4  �J (g)_�J (h);�J (g)(j), co¾dává g 4 (�J (g) _ �J (h)j). To samé mù¾e být øeèeno o h, a tak �J (g) _ �J(h)j je hornímez prvkù g a h a máme �J(g _ h) 4 �J (g) _ �J (h).Mù¾eme nyní formulovat výsledek podobný vìtì 2.10 pro koneèné Coxeterovy grupy:Vìta 2.12 Buï (W;S) Coxeterùv systém takový, ¾eW je koneèná a buï J podmno¾ina S.Pak je svaz (W;4) izomorfní semidirektnímu souèinu svazù (WJ ;4) a (W J ;4).Dùkaz: Zobrazení �J je sluèitelné s obìma svazovými operacemi, a tak se jedná o homo-mor�smus. Následnì vìta vyplývá z tvrzení 1.4.Víme nyní, ¾e je Cayleyùv graf Coxeterovy grupy semidirektním souèinem, ale ne-víme pøesnì jakým, je tøeba popsat zobrazení  . Podáme algoritmus, který sestrojí totozobrazení v pøípadì konkrétní Coxeterovy grupy W . K tomuto potøebujeme následujícípomocné lemma:Oznaèení: Oznaèíme [s; s0im pro ss0ss0 � � �| {z }m èinitelù a hs; s0]m pro � � � ss0ss0| {z }m èinitelù .Lemma 2.13 [4] Buï (W;S) Coxeterùv systém. Buï g v W a buïte s 6= s0 v S.(i) Pokud platí `(gs) = `(gs0) = `(g)+1, pak prvek (gs)_ (gs0) existuje tehdy a jen tehdy,pokud èíslo ms;s0 je koneèné; v tom pøípadì máme (gs) _ (gs0) = g[s; s0ims;s0 .(ii) Pokud platí `(gs) = `(gs0) = `(g)� 1, pak je èíslo ms;s0 koneèné a platí (gs)^ (gs0) =g[s; s0ims;s0 .
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Sekce 2 Semidirektní souèiny v Coxeterových grupách 79V¹imli jsme si v lemmatu 1.15, ¾e staèí popsat, kdy je (k0; h) bezprostøední následníkprvku (k;  k0;k(h)). Podle lemmatu 2.8 (ii) máme nutnì h =  k;k0 (h).De�nice: Buï (W;S) Coxeterùv systém a buï J podmno¾ina S. Trojice ((k; h); (k0; h); s),s k a k0 vWJ , h vW J a s v S, se nazývá speciální trojice, jestli¾e je prvek k0 bezprostøednínásledník prvku k vWJ , prvek k0h je bezprostøední následník prvku kh vW a platí k0h =khs. Oznaèíme Tk;k0 mno¾inu v¹ech speciálních trojic ve formì ((k; h); (k0; h); s) s h v W Ja s v S.Na¹ím cílem je popsat zobrazení  . Podle toho, co jsme vidìli, staèí popsat speciálnítrojice.Lemma 2.14 Buï (W;S) Coxeterùv systém a buï J podmno¾ina S. Buï g vW J a buï sv S takové, ¾e prvek gs není J-redukovaný. Pøedpokládejme, ¾e generátor s0 v S spl-òuje g 4 gs0, ¾e prvek gs0 je J-redukovaný a ¾e ms;s0 je koneèné. Pak je prvek g[s; s0ims;s0bezprostøedním následníkem prvku g[s0; sims;s0�1, a prvek g[s0; sims;s0�1 je J-redukovaný.Dùkaz: Víme, ¾e prvek gs není J-redukovaný a dle lemmatu 2.7 prvek t = �J (gs) jev S. Posléze lemma 2.13 dává (gs) _ (gs0) = g[s; s0ims;s0 . Ponìvad¾ je zobrazení �J slu-èitelné se spojením, nalezneme �J (g[s; s0ims;s0 ) = t. Máme nutnì �J (g[s0; sims;s0�1) 4 t.Pokud by tento vztah byl rovností, pak by byl prvek (g[s0; sims;s0�1)^ (gs), který je g, J-redukovaný. Tak¾e �J(g[s0; sims;s0�1) je ostøe men¹í ne¾ t, a to implikuje, ¾e g[s0; sims;s0�1je J-redukovaný.Lemma 2.15 Buï (W;S) Coxeterùv systém a buï J podmno¾ina S. Buï g 6= 1 v W Ja buï s v S takové, ¾e prvek gs není J-redukovaný. Pak existují g0 4 g a s0 v S takové,¾e je ms;s0 koneèné, platí g0[ss0ims;s0 = gs a buïto prvek g0s, anebo prvek g0s0 jsou J-redukované.Dùkaz: Existuje s0 v S splòující gs0 4 g. Podle lemmatu 2.7, existuje prvek t v S,který splòuje tg = gs. Tak¾e platí gss0 = tgs0 4 tg = gs. Oznaème g0 prvek g ^ gss0.Podle lemmatu 2.13 platí g0 = gss ^ gss0 = gs[s; s0ims;s0 = g[s0; sims;s0�1. Prvky g0a g[s0; sims;s0�2 jsou J-redukované podle lemmatu 2.5 (v). Nyní je prvek g0s jeden z prvkùg[s0; sims;s0�2; g[s; s0ims;s0 a prvek g0s0 je ten druhý. Ponìvad¾ platí gs = g0[s; s0ims;s0 =g0s _ g0s0, nutnì g[s; s0ims;s0 není J-redukovaný.Tvrzení 2.16 Nech» je (W;S) Coxeterùv systém a nech» je J podmno¾ina S. Nech» kv WJ a s v J splòují k 4 ks. Mìjme h 6= 1 v WX . Pak je prvek ksh bezprostøednímnásledníkem prvku kh tehdy a jen tehdy, pokud existují g 4 h a s0; s00 v S takové, ¾ems0;s00 je koneèné a platí kg[s0; s00ims0;s00�1 = kh a �J (kgs00) = ks. Navíc platí ksh = khs0,pro ms0;s00 liché, a ksh = khs00, pro ms0;s00 sudé.Kapitola 2 Konstrukce slabého uspoøádání na Coxeterových grupách 79



Sekce 2 Semidirektní souèiny v Coxeterových grupách 81Dùkaz: Nic se nezmìní, pokud vynásobíme v¹echny prvky nalevo prvkem k�1. Tak¾e do-kazovaná ekvivalence mù¾e být formulována takto: sh je bezprostøední následník prvku htehdy a jen tehdy, pokud existují g 4 h a s0; s00 v S takové, ¾e ms0;s00 je koneèné, platíg[s0; s00ims0;s00�1 = h a �X (gs00) je rovno s. Smìr `(' plyne pøímo z lemmatu 2.14 a smìr`)' plyne pøímo z lemmat 2.8 (ii) a 2.15. Tak¾e zbývá pouze dokázat vztah sh = hs0(popø. sh = hs00). Pøedpokládejme ms0;s00 liché. Víme, ¾e �J (gs00) je s. Tak¾e existujeprvek g0 v WX takový, ¾e sg0 je bezprostøední následník prvku g. Podle lemmatu 2.8 platíg0 = g. Nyní naleznemesh = sg[s0; s00ims0;s00�1 = gs00[s0; s00ims0;s00�1 = g[s0; s00ims0;s00 = g[s0; s00ims0;s00�1s0 = hs0:Pøípad ms0;s00 sudého je podobný.Z tvrzení 2.16 odvodíme algoritmickoumetodu pro rekurzivní konstrukci mno¾iny Tk;k0 .Podle lemmatu 1.15 tato mno¾ina jednoznaènì urèuje zobrazení  uva¾ovaného semidi-rektního souèinu.Algoritmus 2.17 Buï (W;S) Coxeterova grupa a buï J podmno¾ina S. Zvolme pevnìlineární uspoøádání 6 na W J , které roz¹iøuje uspoøádání 4. Buïte k 4 k0 dva prvkyv WJ , splòující k0 = ks pro nìjaký prvek s v S. Sestrojíme mno¾inu T trojic tvaru((k; h); (k0; h); s0) s h v W J a s0 v S, následujícím zpùsobem: Inicializujeme T na trojicif((k; 1); (k0; 1); s)g. Pokraèujeme indukcí podle délky h v W J a zaèneme prvkem h = 1.Pøedpokládejme ((k; h); (k0; h); s0) 2 T . Uvá¾íme postupnì v¹echny prvky s00 v S, kterésplòují hs00 2W J a ms0;s00 <1: pro ka¾dý takový prvek, pøidáme do mno¾iny T trojici((k; h[s00; s0ims0;s00�1); (k0; h[s00; s0ims0;s00�1); s0); (2.2)pro ms0;s00 sudé nebo trojici((k; h[s00; s0ims0;s00�1); (k0; h[s00; s0ims0;s00�1); s00); (2.3)pro ms0;s00 liché. Pak pokraèujeme s následujícím prvkem h v uspoøádání 6.Lemma 2.18 Algoritmus 2.17 dodá mno¾inu Tk;k0 .Dùkaz: Doká¾eme nejdøív, ¾e ka¾dý prvek mno¾iny T nále¾í do Tk;k0 . Platí ks = k0, a tak((k; 1); (k0; 1); s) je speciální trojice. Poté, pokud je ((k; h); (k0; h); s0) speciální trojice,podle tvrzení 2.16 je (2.2) nebo (2.3) speciální trojice.Na druhou stranu doká¾eme indukcí podle h, ¾e ka¾dá speciální trojice nále¾í do T .Tvrzení je pravdivé pro trojici ((k; 1); (k0; 1); k�1k). Pøedpokládejme ((k; h); (k0; h); s0)v Tk;k0 s h 6= 1. Tvrzení 2.16 zaji¹»uje existenci prvku s00 v S a prvku g 4 h v W J ,které splòují ghs0; s00]ms0;s00�1 = h a k0g = kgt, kde t je buïto s0, anebo s00. Platí g <h, trojice ((k; g); (k0; g); t) je speciální, a tak podle indukèního pøedpokladu tato trojicenále¾í do T . Trojice ((k; h); (k0; h); s0) se dostane z trojice ((k; g); (k0; g); t) pomocí (2.2)nebo (2.3), a tak nále¾í do T .Kapitola 2 Konstrukce slabého uspoøádání na Coxeterových grupách 81



Sekce 3 Pøíklady Coxeterových grup 83Tvrzení 2.19 Buï (W;S) Coxeterùv systém a buï J podmno¾ina S. Pak je operaceprùseku v polosvaze (W;4) urèena operacemi prùseku v polosvazech WJ a W J formulí(k; h) ^ (k0; h0) = (k ^ k0;  k;k0(h) ^  k0;k(h0)); (2.4)kde zobrazení  je dáno algoritmem 2.17.Dùkaz: Formule (2.4) je de�nice (1.18) prùseku v semidirektním souèinu polosvazù.Máme-li dány operace prùniku v podpolosvazech WJ a W J , staèí pouze umìt urèit zob-razení  . Podle výsledkù kapitoly 1 se toto zobrazení sestrojuje následovnì:- pro k0 4 k je zobrazení  k0 ;k identita podle (1.6) a (1.15);- pro k; k0 nesrovnatelné platí  k0;k =  k0;k^k0 podle (1.15);- pro k � k0, je-li s1s2 � � � sk redukované vyjádøení prvku k�1k0, dostaneme, podle lem-matu 1.15 (i): k0;k =  s1;1 Æ  s1s2;s1 Æ  s1s2s3;s1s2 Æ � � � Æ  s1s2���sk;s1s2���sk�1 ; (2.5)- pro k0, bezprostøedního následníka prvku k, platí podle lemmatu 1.15 (ii): k0;k(h) = maxfh0 2W J ; (h0 4 h) a (((k; h0); (k0; h0); s) 2 Tk;k0); pro s 2 Sg: (2.6)Konstrukce mno¾iny Tk;k0 je popsána algoritmem 2.17.Podobný výsledek mù¾e být formulován pro operaci spojení v pøípadì koneèné Coxe-terovy grupy.Struktura mno¾iny Tk;k0 zále¾í pouze na prvku k�1k0, oznaèeném s, a ne vlastnì nadvojici k; k0. Pøesnìji øeèeno, pro nìjaké prvky h v W J a s0 v S, trojice ((k; h); (k0; h); s0)nále¾í do Tk;k0 tehdy a jen tehdy, pokud trojice ((1; h); (s; h); s0) nále¾í do mno¾iny T1;s.Tak¾e usoudíme. ¾e zobrazení  k0;k je rovno zobrazení  k�1k0 ;1, a tedy staèí popsat zob-razení  (a speciální trojice) pro dvojice (s; 1) s s v J .Poznámka 2.20 V [41] je slabé uspoøádání koneèné Coxeterovy grupy W sestrojovánopomocí zobrazení f z W J � J do S [ f;g de�novaného takto: je-li ks bezprostøednínásledník prvku k vW J , s s vX , pak pro ka¾dé h vWX je buïto f(h; s) prázdné, kdy¾ kshnení následník prvku kh, anebo platí ksh = khf(h; s). Tato metoda je ekvivalentní té na¹í:pro ka¾dou mno¾inu speciálních trojic de�nujeme f(h; s) jako s0, pokud ((1; h); (s; h); s0)je speciální trojice, anebo jako ;, pokud sh není vìt¹í ne¾ h. Rozdíl je v tom, ¾e Le Contede Poly-Barbut zavádí svou metodu pøímým kombinatorickým postupem a ¾e není jasné,jak sestrojit operace spojení a prùseku ze zobrazení f a ze svazových operací men¹íchsvazù.
Kapitola 2 Konstrukce slabého uspoøádání na Coxeterových grupách 83



Sekce 3 Pøíklady Coxeterových grup 852.3 Pøíklady Coxeterových grupV této sekci pøedstavíme konstrukci semidirektního souèinu slabého uspoøádání nakonkrétních pøíkladech Coxeterových grup. Konstrukci provedeme pro v¹echny nekoneènéøady Coxeterových grup a také pro jednu výjimeènou koneènou Coxeterovu grupu a jednunekoneènou grupu.Ve v¹ech pøípadech zvolíme podmno¾inu J tak, aby mno¾ina J-redukovaných prvkù ¹lasnadno popsat. Popis mno¾in W J lze nalézt v [23], a proto zde neuvádíme dùkaz slo¾enímno¾inW J . Popí¹eme také zobrazení ' a  , která jsou urèena speciálnímu trojicemi Tk;k0 .Staèí popsat mno¾iny trojic T1;s1 , které budou znaèeny Ts1 .Mno¾ina Ts1 popisuje zobrazení '1;s1 a v nejdùle¾itìj¹ích pøípadech dodáme podgrafCayleyova grafu, který odpovídá mno¾inám W J a siW J a který tedy dobøe ilustrujezobrazení '1;s1 . Poté, jeliko¾ je polosvaz (W;4) semidirektním souèinem WJ a W J , do-staneme Cayleyùv graf grupy W nahrazením ka¾dého vrcholu Cayleyova grafu grupy WJCayleyho grafem mno¾iny W J a nahrazením ka¾dé hrany v WJ odpovídajícími hranamipopsanými speciálními trojicemi.2.3.1 Reducibilní typyDe�nice: Øekneme, ¾e je Coxeterova grupa reducibilní, pokud je pøíslu¹ný Coxeterùvgraf souvislý.Tento pøípad Coxeterových grup je snadný, ponìvad¾ parabolické podgrupy pøíslu¹ejícíkomponentám Coxeterova grafu navzájem komutují.Tvrzení 2.21 Buï � nesouvislý Coxeterùv graf. Oznaème W Coxeterovu grupu pøí-slu¹ející �. Oznaème �1 = (S1; A1); : : : ;�k = (Sk; Ak) souvislé komponenty grafu �a oznaème Wi grupu generovanou mno¾inou Si, pro i mezi 1 a k. Pak je polosvaz (W;4)izomorfní direktnímu souèinu Qki=1(Wi;4).Dùkaz: Jeliko¾ mno¾iny Si navzájem komutují, grupyWi navzájem komutují a grupaWje izomorfní direktnímu souèinu Qki=1Wi. Pro v¹echny prvky g a h z W mìjme g =g1g2 � � � gk a h = h1h2 � � �hk, s gi a hi v Wi. Platí g ^ h = (g1 ^ h1)(g2 ^ h2) � � � (gk ^ hk)a g _ h = (g1 _ h1)(g2 _ h2) � � � (gk _ hk) a polosvaz (W;4) je izomorfní direktnímusouèinu Qki=1(Wi;4).Direktní souèin je speciální pøípad semidirektního souèinu. Vyøe¹ili jsme reducibilnípøípad, a tak ostatní uva¾ované pøípady budou ireducibilní.
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Sekce 3 Pøíklady Coxeterových grup 872.3.2 Typ ImCoxeterùv graf typu Im pro m > 3 je následující:ms1 s2Pøíslu¹ná Coxeterova grupaW je dihedrální grupa. Pro konstrukci semidirektního souèinuzvolíme mno¾inu J = fs1g. Mno¾ina W J sestává z prvkù [s2s1ik, pro k mezi 0 a m � 1(viz [23]). Pøipomínáme, ¾e k oznaèuje øetìzec o k prvcích.Tvrzení 2.22 Svaz slabého uspoøádání Coxeterovy grupy typu Im je izomorfní semi-direktnímu souèinu 2 n' m, kde zobrazení ' je de�nováno jako '02;12(0m) = 0m a'02;12(h) = 1m, pro h 6= 0m.Dùkaz: Jak u¾ jsme se zmínili, uva¾ujeme podgrupu Wfs1g. Dostaneme, podle algo-ritmu 2.17, ¾e mno¾ina Ts1 sestává ze dvou speciálních trojic: a to ((1; 1); (s1; 1); s1)a ((1; [s2s1im�1); (s1; [s2s1im�1); si), kde i je 1, pro m liché, a 2 pro m sudé.Vidíme pøíklad svazu slabého uspoøádání pro m = 6 na obrázku 2.2.
Obrázek 2.2: Cayleyùv graf Coxeterovy grupy typu I6: èerné hrany vyzna-èují s1, ¹edé vyznaèují s22.3.3 Typ AnCoxeterùv graf typu An pro n > 1 je následující:� � �s1 s2 s3 s4 s5 sn�2 sn�1 snPøíslu¹ná grupa je symetrická grupa Sn+1 (viz pøíklad 2.1). Zvolíme J = fs1; s2; : : : ; sn�1g.Mno¾ina W J sestává z prvkù ve tvaru snsn�1 � � � si, pro i mezi 1 a n. Speciálnì je tatomno¾ina øetìzec vzhledem k uspoøádání 4 (viz [23]).Tvrzení 2.23 Buï W Coxeterova grupa typu An, pro n > 2. Oznaème J mno¾inu ge-nerátorù fs1; s2; : : : ; sn�1g. Pak je svaz (W;4) semidirektní souèin WJ n'W J , kde mno-¾ina Tsi speciálních trojic pro '1;si , s i mezi 1 a n� 1, sestává z (viz obrázek 2.3):- trojic ((1; h); (si; h); si), pro h � snsn�1 � � � si+1,- trojic ((1; h); (si; h); si+1), pro snsn�1 � � � si 4 h.Kapitola 2 Konstrukce slabého uspoøádání na Coxeterových grupách 87



Sekce 3 Pøíklady Coxeterových grup 89
� � � � � �sn sn�1 si+2 si+1 si si�1 s2 s1sn sn�1 si+2 si+1 si si�1 s2 s1si si si si si si+1 si+1 si+1 si+1 si+1

Obrázek 2.3: Zobrazení '1;si grupy typu AnDùkaz: Sestrojíme mno¾inu Tsi pro ka¾dé i 6 n�1, pomocí algoritmu 2.17. První trojicev Tsi je trojice ((1; 1); (si; 1); si). Poté, si komutuje se v¹emi generátory sj , kde j je mezi na i+2, a tak nalezneme trojice ((1; sn � � � sj); (si; sn � � � sj); si). Poté platí vztah sisi+1si =si+1sisi+1 a dostaneme ((1; sn � � � si); (si; sn � � � si); si+1). Nakonec generátor si+1 komu-tuje se v¹emi generátory sj , s j < i a nalezneme trojice ((1; sn � � � sj); (1; sn � � � sj); si+1).Dorazili jsme prvku sn � � � s1, nejvìt¹ímu prvku mno¾iny W J a tím se konèí konstrukcemno¾iny Tsi . Vìta 2.12 øíká, ¾e (W;4) je semidirektní souèin.Svaz grupy W mù¾eme sestrojit indukcí. Svaz grupy typu A1 je dvouprvkový svaz.Následnì, pro ka¾dou grupu typu An s n > 2, parabolická podgrupa generovaná mno¾i-nou fs1; s2; : : : ; sn�1g je grupa typu An�1. Tak¾e je svaz grupy typu An semidirektnímsouèinem svazu grupy typu An�1 a øetìzce o n+ 1 prvcích. Pøíklad pro n = 4, se nalézána obrázku 2.4.

Obrázek 2.4: Cayleyùv graf Coxeterovy grupy typu A3: èerné hrany vyzna-èují s1, ¹edé vyznaèují s2 a pøeru¹ované vyznaèují s3
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Sekce 3 Pøíklady Coxeterových grup 912.3.4 Typ BnCoxeterùv graf typu Bn, pro n > 2, je následující:4 � � �s1 s2 s3 s4 s5 sn�2 sn�1 snPøíslu¹ná grupa je grupa znaménkových permutací na f�n; : : : ;�1; 1; : : : ; ng. Znaménkovápermutace je permutace �, která splòuje �(�i) = ��(i) pro ka¾dé i ve svém de�niènímoboru (viz [27]). Pro rozklad zvolíme J = fs1; : : : ; sn�1g. Oznaèíme bi prvek snsn�1 � � � si,pro imezi 1 a n, a ci prvek s2s3 � � � si, pro imezi 2 a n. Mno¾inaW J je rovna f1g[fbi; 1 6i 6 ng [ fb1ci; 2 6 i 6 ng, speciálnì se jedná o øetìzec (viz [23]).Tvrzení 2.24 Buï W Coxeterova grupa typu Bn a oznaème J mno¾inu fs1; : : : ; sn�1g.Pak je svaz (W;4) semidirektním souèinem WJ n' W J , kde je zobrazení ' popsánonásledovnì:Mno¾ina Ts1 sestává z (viz obrázek 2.5):- trojic ((1; h); (s1; h); s1), pro h � b2,- trojic ((1; h); (s1; h); s1), pro b2c2 4 h.Mno¾ina Tsi s i mezi 2 a n� 1 sestává z (viz obrázek 2.6):- trojic ((1; h); (si; h); si), pro h � bi+1,- trojic ((1; h); (si; h); si+1), pro bi 4 h � b2ci,- trojic ((1; h); (s1; h); s1), pro b2ci+1 4 h.
� � � � � �sn sn�1 s3 s2 s1 s2 s3 sn�1 snsn sn�1 s3 s2 s1 s2 s3 sn�1 sns1 s1 s1 s1 s1 s1 s1 s1 s1 s1
Obrázek 2.5: Zobrazení '1;s1 grupy typu BnDùkaz: Sestrojíme mno¾iny Tsi pomocí algoritmu 2.17. Zaèneme prvkem s1, tzn. s i = 1:tento prvek komutuje se v¹emi generátory sj , pro j mezi 3 a n, a tak ((1; bj); (s1; bj); s1)nále¾í do Ts1 . Poté platí ms1;s2 = 4, a nalezneme trojici ((1; b1s2); (s1; b1s2); s1). Nyníprvek s1 komutuje opìt se v¹emi generátory sj , pro j mezi 3 a n, a ((1; b1cj); (s1; b1cj); s1)nále¾í do Ts1 .Mìjme nyní prvek si, s i > 1. Tento prvek komutuje se v¹emi prvky sj , kde j jemezi i + 2 a n. Tak¾e trojice ((1; bj); (si; bj); si) nále¾í do Tsi . Nyní máme msi;si+1 = 3a nalezneme trojici ((1; bi); (si; bi); si+1). Prvek si+1 komutuje se v¹emi sj , pro j < i,a tak v¹echny trojice ((1; bj); (si; bj); si+1) a ((1; b1cj); (si; b1cj); si+1) nále¾í do Ts1 . NyníKapitola 2 Konstrukce slabého uspoøádání na Coxeterových grupách 91



Sekce 3 Pøíklady Coxeterových grup 93
� � � � � � � � �sn sn�1 si+1 si si si+1 sn�1 snsn sn�1 si+1 si si si+1 sn�1 snsi si si si si+1 si+1 si si si si

Obrázek 2.6: Zobrazení '1;si , pro i > 2, grupy typu Bnmáme opìt msi;si+1 = 3 a nalezneme trojici ((1; b1ci+1); (si; b1ci+1); si). Nakonec prvek sikomutuje se v¹emi sj , pro j > i+ 1 a nalezneme trojice ((1; b1cj); (si; b1cj); si).Svaz slabého uspoøádání na Bn je semidirektní souèin svazu grupy typu Bn�1 a øetìzceo 2n prvcích. Cayleyùv graf pro Bn mù¾e být sestrojen následovnì: vezmeme Cayleyùvgraf grupy typu Bn�1 a nahradíme ka¾dou hranu pøíslu¹ným grafem z obrázkù 2.5 a 2.6.Jako pøíklad uvádíme na obrázku 2.7 Cayleyùv graf grupy typu B3.

Obrázek 2.7: Cayleyùv graf grupy typu B3: èerné hrany vyznaèují s1, ¹edévyznaèují s2 a pøeru¹ované vyznaèují s3Kapitola 2 Konstrukce slabého uspoøádání na Coxeterových grupách 93



Sekce 3 Pøíklady Coxeterových grup 952.3.5 Typ DnCoxeterùv graf typu Dn, pro n > 3 je následující:� � �s1s2 s3 s4 s5 sn�2 sn�1 snPøíslu¹ná grupa je podgrupa grupy typu Bn. Tato podgrupa grupou znaménkových per-mutací � na f�n; : : : ;�1; 1; : : : ; ng které splòují �(i) 6= �i, pro ka¾dé i mezi �n a n(viz [27]). Obvykle se nede�nuje grupa typu D3, proto¾e graf typu D3 je roven grafutypu A3. Pøesto zde D3 uva¾ujeme, a to proto, ¾e to více vyhovuje na¹emu induktivnímupøístupu. Pro konstrukci semidirektního souèinu zvolíme J = fs1; s2; : : : ; sn�1g. Ozna-èíme bi prvek snsn�1 � � � si a ci prvek s3s4 � � � si. Mno¾ina W J je rovnaf1g [ fbi; 3 6 i 6 ng [ fb3sj ; j = 1; 2g [ fb1g [ fb1ci; 3 6 i 6 ng(viz [23]). Tato mno¾ina není øetìzec, ale je mu blízko, a tak se semidirektní souèin snadnona popí¹e.Tvrzení 2.25 Buï W Coxeterova grupa typu Dn a oznaème J mno¾inu fs1; : : : ; sn�1g.Pak je svaz (W;4) semidirektním souèinem WJ n' W J , kde je zobrazení ' popsánonáslednì:Mno¾ina Tsi , pro i = 1; 2 sestává z (viz obrázek 2.8):- trojic ((1; h); (si; h); si), pro h � b3,- trojice ((1; b3si); (si; b3si); s3),- trojic ((1; h); (si; h); s3�i), pro b1s3 4 h.Mno¾ina Tsi s i mezi 3 a n� 1 sestává z (viz obrázek 2.9):- trojic ((1; h); (si; h); si), pro h � bi+1,- trojic ((1; h); (si; h); si+1), pro bi 4 h � b1ci,- trojic ((1; h); (s1; h); s1), pro b1ci+1 4 h.
� � � � � �sn sn�1 s3 s2 s1 s3 sn�1 snsn sn�1 s3 s1 s2 s3 sn�1 sns1 s1 s1 s1 s3 s2 s2 s2 s2

Obrázek 2.8: Zobrazení '1;s1 pro grupu typu DnDùkaz: Pou¾ijeme algoritmus 2.17 k nalezení mno¾in Tsi : Zaèneme s i = 1; 2: generátor sikomutuje se v¹emi generátory sj , s j > 4. Tak¾e trojice ((1; bj); (si; bj); si) nále¾í do Tsi .Poté jems3;si rovno 3 a nalezneme trojice ((1; b3si); (si; b3si); s3). Nyní mámems3;s3�i = 3Kapitola 2 Konstrukce slabého uspoøádání na Coxeterových grupách 95
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� � � � � � � � �sn sn�1 si+1 si si si+1 sn�1 snsn sn�1 si+1 si si si+1 sn�1 snsi si si si si+1 si+1 si si si si

Obrázek 2.9: Zobrazení '1;si , s i > 3, pro grupu typu Dna nalezneme trojici ((1; b3sis3�is3); (si; b3sis3�is3); s3�i). A poté generátor s3�i komutujese v¹emi sj , pro j > 4 a trojice ((1; b1cj); (si; b1cj); s3�j) nále¾í do Tsi .Uva¾ujme nyní generátor si, s i > 3. Tento prvek komutuje s sj , pro j > i + 1,a tak trojice ((1; bj); (si; bj); si) nále¾í do Tsi . Poté máme msi;si+1 = 3 a nalezneme tro-jici ((1; bi); (si; bi); si+1). Poté generátor si+1 komutuje se v¹emi sj , pro j < i a na-lezneme trojice ((1; bj); (si; bj); si+1), s i > j > 3, trojice ((1; b3sj); (si; b3sj); si+1), sj = 1; 2, také ((1; b1); (si; b1); si+1) a trojice ((1; b1cj); (si; b1cj); si+1), s 3 6 j < i. Potémáme msi+1;si = 3 a nalezneme trojici ((1; b1ci+1); (si; b1ci+1); si). Nakonec generátor sikomutuje se v¹emi sj , pro j > i+ 1 a trojice ((1; b1cj); (si; b1cj); si) nále¾í do Tsi .Cayleyùv graf Coxeterovy grupy typu Dn se mù¾e sestrojit indukcí z grupy typu Dn�1a pøíslu¹né levé rozkladové tøídy. Indukci mù¾eme zaèít pøímou konstrukcí pøedstavenouna obrázku 2.10, kde je podgrupa generovaná s1 a s2 Kleinovou grupou.2.3.6 Výjimeèné typyExistuje ¹est dal¹ích typù ireducibilních Coxeterových grup, a to E6, E7, E8, F4, H3a H4 (viz [27]). Induktivní konstrukce je také mo¾ná, ale je tì¾ké popsat levé rozkladovétøídy nìjak jednodu¹e, kromì pøípadu grupy typu H3.Uva¾ujme Coxeterùv graf typu H3: 5s1 s2 s3Zvolíme J = fs1; s2g. Mno¾inaW J je mno¾inou prvkù men¹ích ne¾ s3s2s1s2s1s3s2s1s2s3.Nejedná se o øetìzec, ale stejnì jako v pøípadì Dn, je tomu blízko.Tvrzení 2.26 Buï W Coxeterova grupa typu H3 a oznaème J mno¾inu fs1; s2g. Pak jesvaz (W;4) semidirektní souèin WJ n'W J , kde je zobrazení ' popsáno následovnì:Kapitola 2 Konstrukce slabého uspoøádání na Coxeterových grupách 97
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Obrázek 2.10: Cayleyùv graf grupy typu D3: èerné hrany vyznaèují s1, ¹edévyznaèují s2 a pøeru¹ované vyznaèují s3Mno¾ina Ts1 sestává z trojic ((1; 1); (s1; 1); s1), ((1; s3); (s1; s3); s1),((1; s3s2s1s2s1); (s1; s3s2s1s2s1); s2), ((1; s3s2s1s2s1s3s2); (s1; s3s2s1s2s1s3s2); s3),((1; s3s2s1s2s1s3s2s1); (s1; s3s2s1s2s1s3s2s1); s3) a((1; s3s2s1s2s1s3s2s1s2s3); (s1; s3s2s1s2s1s3s2s1s2s3); s2).Mno¾ina Ts2 sestává z trojic ((1; 1); (s2; 1); s2), ((1; s3s2); (s2; s3s2); s3),((1; s3s2s1); (s2; s3s2s1); s3), ((1; s3s2s1s2s3); (s2; s3s2s1s2s3); s2),((1; s3s2s1s2s1s3s2s1s2); (s2; s3s2s1s2s1s3s2s1s2); s1) a((1; s3s2s1s2s1s3s2s1s2s3); (s2; s3s2s1s2s1s3s2s1s2s3); s1).Dùkaz: Dùkaz je podobný tomu pro typ Dn.Parabolická podgrupa W J je grupa typu I5. Cayleyùv graf grupy W je pøedstaven naobrázku 2.11.2.3.7 Nekoneèné typySlabé uspoøádání nekoneèných Coxeterových grup tvoøí také semidirektní souèin. Alezdá se, ¾e existuje málo takových grup kde lze nalézt jednoduchý popis mno¾iny W J . Zdeuva¾ujeme pouze typ ~A2. Jeho Coxeterùv graf je následující:s3s1 s2Kapitola 2 Konstrukce slabého uspoøádání na Coxeterových grupách 99
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Obrázek 2.11: Caleyùv graf grupy typu H3: èerné hrany vyznaèují s1, ¹edévyznaèují s2 a pøeru¹ované vyznaèují s3Slabé uspoøádání netvoøí svaz, ale pouze polosvaz. Zvolíme J = fs1; s2g. Mno¾ina W J je:W J = fs3s2s1s3s2s1 : : :| {z }m ; m > 1g [ fs3s1s2s3s1s2 : : :| {z }m ; m > 1g [ fg 2 W ; s3s1s2s1 4 gg(viz [23]).Tvrzení 2.27 Buï W Coxeterova grupa typu ~A2 a oznaème J mno¾inu fs1; s2g. Pak jepolosvaz (W;4) semidirektní souèin WJ n'W J , kde je zobrazení ' popsáno následovnì:Mno¾ina Ts1 sestává z trojic (viz obrázek 2.12):((1; (s3s1s2)2m); (s1; (s3s1s2)2m); s1);((1; (s3s1s2)2ms3s1); (s1; (s3s1s2)2ms3s1); s3);((1; (s3s1s2)2m+1s3); (s1; (s3s1s2)2m+1s3); s2);s m > 0. Mno¾ina T1;s2 sestává z trojic((1; (s3s2s1)2m); (s2; (s3s2s1)2m); s2);((1; (s3s2s1)2ms3s2); (s2; (s3s2s1)2ms3s2); s3);((1; (s3s2s1)2m+1s3); (s2; (s3s2s1)2m+1s3); s1):Kapitola 2 Konstrukce slabého uspoøádání na Coxeterových grupách 101
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s1 s3 s2 s1s3 s1 s2 s3 s1 s2s2 s1 s3 s1s3 s1 s2 s3 s1 s2s2 s1 s3 s1s2s2
Obrázek 2.12: Zobrazení  1;s1 grupy typu ~A2. Zobrazení  1;s2 je podobné {staèí prohodit hrany s1 a s2.Dùkaz: Systematicky spoèítáme mno¾inu Ts1 pomocí algoritmu 2.17. Pou¾ijeme indukcipodle m. Ponìvad¾ je s1 generátor, prvek (s1; 1) je bezprostøední následník prvku (1; 1).Nyní jediný generátor s v S takový, ¾e 1s je J-redukovaný je prvek s3. Máme ms1;s3 = 3a, podle lemmatu 2.14, odvodíme, ¾e s1s3s1 je bezprostøední následník prvku s3s1. Nee-xistuje ¾ádný jiný J-redukovaný prvek délky 1, a tak pøejdeme k ((1; s3s1); (s1; s3s1); s3).Prvek s3s1s2 je jediný následník prvku s3s1, který je J-redukovaný. Mámems2;s3 = 3, a toimplikuje, ¾e máme trojici ((1; s3s1s2s3); (s1; s3s1s2s3; s2). Tak¾e tvrzení platí pro m = 0.Nyní pøedpokládejme, ¾e trojice ((1; (s3s1s2)2m�1s3); (s1; (s3s1s2)2m�1s3); s2) nále¾ído Ts1 . Mù¾eme pokraèovat pouze prvkem s1. Máme ms2;s1 = 3 a nalezneme speciálnítrojici ((1; (s3s1s2)2m); (s1; (s3s1s2)2m); s1). Stejný argument jako v pøípadì m = 0 do-ká¾e, ¾e speciální trojice ((1; (s3s1s2)2ms3s1); (s1; (s3s1s2)2ms3s1); s3) nále¾í do Ts1 a takétrojice ((1; (s3s1s2)2m+1s3); (s1; (s3s1s2)2m+1s3); s2). Dùkaz pro mno¾inu Ts2 je stejný.PodgrupaWJ je grupa typu A2. Dle tvrzení 2.19, kdy¾ nahradíme ka¾dou hranu grafutypuA2 grafem z obrázku 2.12, dostaneme graf typu ~A2, který je zobrazen na obrázku 2.13.Pøíklad 2.28 Uká¾eme, jak se mù¾e spoèítat, pomocí zobrazení  , prùsek dvou prvkùCoxeterovy grupyW typu ~A2. Mìjme tøeba g = s1s2s3s1s2s1s3s1 a g0 = s2s3s2s1s3s2s3s1.Urèíme prùsek g a g0 v této grupì ~A2 pomocí tvrzení 2.19. Algoritmem z [41], nalezneme�J(g) = s1s2 a �J(g0) = s2. Tyto prvky jsou neporovnatelné, a tak platí  s1s2;s2 =  s1s2;1a  s2;s1s2 =  s2;1. Nyní spoèítáme  s1s2;s1(s3s1s2s1s3s1) pomocí (2.6). Potøebujeme na-lézt nejvìt¹í prvek h v W J splòující h 4 s3s1s2s1s3s1 a ((1; h); (s2; h); t) 2 T1;s2 , pronìjaké t v fs1; s2; s3g. Takovýto prvek musí být tvaru (s3s2)a(s1s3)b(s2s1)c, s a > b > c >a� 1, a nejvìt¹í takový, který je stále men¹í ne¾ s3s1s2s1s3s1, je prvek s3s2. Tak¾e máme s1s2;s1(s3s1s2s1s3s1) = s3s2. Analogicky dostaneme  s1;1(s3s2) = 1 a tak, pomocí (2.5),Kapitola 2 Konstrukce slabého uspoøádání na Coxeterových grupách 103
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Obrázek 2.13: Cayleyùv graf grupy typu ~A2: èerné hrany vyznaèují s1, ¹edévyznaèují s2 a pøeru¹ované vyznaèují s3vyvodíme  s1s2;1(s3s1s2s1s3s1) = 1. Stejnì dostaneme  s2;1(s3s2s1s3s2s3s1) = s3s2s1s3.Nakonec de�nice zobrazení  dávág ^ g0 = (s1s2 ^ s2)(1 ^ s3s2s1s3) = 1:
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Kapitola 3Svazy dìlitelnostiArtinovské monoidy sférického typu jsou extenzemi koneèných Coxeterových grup.Slabé uspoøádání na Coxeterových grupách odpovídá, v Artinovském monoidu, uspoøá-dání levou dìlitelností. V sekci 1 studujeme kongruence svazu levé dìlitelnosti Artinov-ských monoidù sférického typu a doká¾eme, ¾e jejich svazy jsou jednoduché.Garsidovy monoidy jsou zobecnìním pojmu Artinovských monoidù sférického typu.Ka¾dý Garsidùv monoid obsahuje dùle¾itý prvek zvaný nejmen¹í Garsidùv prvek. Charak-teristický graf Garsidova monoidu je svaz dìlitelù nejmen¹ího Garsidova prvku. V sekci 2studujeme, charakteristické grafy Garsidových monoidù z pohledu semidirektních souèinùsvazù.3.1 Svazy dìlitelnosti v Artinovských monoidechV této sekci studujeme svazy dìlitelnosti v Artinovských monoidech. Zkoumáme nejdøívideály generované jistými kanonickými prvky a pak doká¾eme, ¾e svazy dìlitelnosti v Ar-tinovských monoidech jsou jednoduché. Zaènìme de�nicí Artinovského monoidu.De�nice: Buï � = (�; A) Coxeterùv graf. Artinovská grupa pøíslu¹ející grafu � je grupas grupovou prezentacíh�; [�; �im�;� = [�; �im�;� pro m�;� <1i: (3.1)Artinovský monoid pøíslu¹ející grafu � je monoid s monoidovou prezentací (3.1). Arti-novská grupa nebo monoid je sférického typu, pokud pøíslu¹ný Coxeterùv graf de�nujekoneènou Coxeterovu grupu. Øekneme, ¾e je Artinovská grupa nebo monoid ireducibilní,pokud je pøíslu¹ný Coxeterùv graf souvislý.Kapitola 3 Svazy dìlitelnosti 107



Sekce 1 Svazy dìlitelnosti v Artinovských monoidech 109Mìjme Coxeterùv graf typu An (viz pøíklad 2.1). Pøíslu¹ná Artinovská grupa se nazývápletencová grupa na n+1 provázcích. Její geometrická interpretace je následující [12]. Za-èneme s n+1 soubì¾nými provázky. Prvky pletencové grupy jsou tøídy izotopie diagramùjako na obrázku 3.1. Násobení odpovídá spojování motivù.

Obrázek 3.1: Pletenec �1�3�6�2��14 ��13 ��16 �4��11 �3�5Køí¾ení i-tého provázku nad (i+1)-ním provázkem se znaèí �i (viz obrázek 3.2) a køí-¾ení (i+1)-ního provázku nad i-tým provázkem se znaèí ��1i . Tyto motivy jsou navzájeminverzní modulo izotopie.
Obrázek 3.2: Pletenec �4.Existují kanonické relace, a to �i�j = �j�i, pro ji�jj > 2, (viz obrázek 3.3) a �i�i+1�i =�i+1�i�i+1 (viz obrázek 3.4).� � � � � � � � � � � � � � � � � �=Obrázek 3.3: Relace �i�j = �j�i pro ji� jj > 2Víme (viz [12]), ¾e tyto relace de�nují pletencovou grupu, a tedy, ¾e tato grupa jeKapitola 3 Svazy dìlitelnosti 109
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� � � � � �� � � � � �=

Obrázek 3.4: Relace �i�i+1�i = �i+1�i�i+1.Artinovskou grupou typu An. Monoid pozitivních pletencù je monoid tìch pletencù, vekterých se neobjeví ¾ádné køí¾ení i + 1-ního provázku pøes i-tý provázek. Tento monoidje Artinovský monoid typu An.Kdy¾ faktorizujeme Artinovskou grupu èi monoid pøes relace �2 = 1, pro � v �, dosta-neme pøíslu¹nou Coxeterovu grupu. Artinovská grupa je tedy beztorzní extenzí pøíslu¹néCoxeterovy grupy [11].De�nice: Nech» je M monoid. Øekneme, ¾e je prvek a monoidu M atom, jestli¾e re-lace a = bc, pro b; c vM , implikuje b = 1 nebo c = 1 Øekneme, ¾e monoidM je atomární,pokud supremum kak délek rozkladù prvku a jako souèinu atomù je koneèné pro ka¾dé av M . Toto èíslo kak nazýváme norma prvku a.V pøípadì Artinovského monoidu generátory � z � jsou atomy a délka rozkladù prvkujako souèinu atomù je konstantní, proto¾e relace prezentace (3.1) zachovávají délku. Tak¾eka¾dý Artinovský monoid je atomární a norma prvku je délka jakéhokoliv rozkladu.De�nice: Buï M atomární monoid a buïte a; b; c v M splòující a = bc. Pak øekneme,¾e b je levý dìlitel prvku a, znaèeno b 4 a, ¾e c je pravý dìlitel prvku a, ¾e a je pravýnásobek prvku b a ¾e a je levý násobek prvku c.Øekneme, ¾e c je nejmen¹í spoleèný pravý násobek prvkù a a b, znaèeno c = a_ b, jestli¾eje c pravým násobkem prvkù a a b a ka¾dý jejich jiný spoleèný pravý násobek je pravýmnásobkem prvku c.Øekneme, ¾e prvek c je nejvìt¹í spoleèný levý dìlitel prvkù a a b, znaèeno c = a ^ b,pokud je c levým násobkem prvkù a a b a ka¾dý jejich jiný spoleèný levý dìlitel je levýmdìlitelem prvku c.Tvrzení 3.2 [5] Ka¾dý Artinovský monoid sférického typu M je atomární, s obou-stranným krácením a ka¾dá dvojice prvkù z M má nejvìt¹ího spoleèného levého dìlitelea nejmen¹í spoleèný pravý násobek.Kapitola 3 Svazy dìlitelnosti 111



Sekce 1 Svazy dìlitelnosti v Artinovských monoidech 113Tvrzení 3.2 ukazuje, ¾e mno¾ina M s uspoøádáním 4 je svaz, ponìvad¾ ka¾dá dvojicea; b v M má supremum a _ b a in�mum a ^ b. De�nujeme operaci n levého rezidua jakoa _ b = a(anb) = b(bna) (3.2)De�nice: Buï M atomární monoid. Øekneme, ¾e prvek Æ monoidu M je vyvá¾ený,jestli¾e je mno¾ina levých dìlitelù prvku Æ shodná s mno¾inou pravých dìlitelù Æ. Tatomno¾ina se znaèí M(Æ).Prvek Æ z M se nazývá Garsidùv prvek, jestli¾e je vyvá¾ený a M(Æ) generuje M .Garsidùv prvek se nazývá nejmen¹í Garsidùv prvekmonoiduM , pokud je nejmen¹í v uspo-øádání levou dìlitelností mezi v¹emi Garsidovými prvky monoidu M . Ka¾dý levý dìlitelnejmen¹í Garsidova prvku � se nazývá jednoduchý prvek.Tvrzení 3.3 [17] Buï M atomární monoid. Pokud M má aspoò jeden Garsidùv prvek,pak má nejmen¹í Garsidùv prvek.BuïM Artinovský monoid sférického typu a oznaèmeW pøíslu¹nou Coxeterovu grupu.Oznaème p projekci M na W . Snadno doká¾eme nerovnost kak > `(p(a)), pro ka¾dé av M . Podle [5] máme rovnost kak = `(p(a)) tehdy a jen tehdy, je-li a jednoduchý. Zob-razení p je bijekce mezi mno¾inou jednoduchých prvkù v M a mno¾inou W . Navíc jesnadné nahlédnout, ¾e je tato bijekce sluèitelná s uspoøádáními, èím¾ myslíme uspoøádáníjednoduchých prvkù levou dìlitelností na M a slabé uspoøádání na W . Tak¾e nejmen¹íGarsidùv prvek � monoidu M je charakterizován vlastnostmi p(�) = w0 a k�k = `(w0).Jiná charakterizace prvku � je ukázána v následujícím lemmatu:Lemma 3.4 [5] Buï M Artinovský monoid sférického typu a buï � nejmen¹í Garsidùvprvek monoidu M . Pak pro ka¾dé k v N je prvek �k je nejmen¹ím spoleèným levýmnásobkem prvkù s normou k.Budeme se nejdøíve zabývat hlavními ideály svazù dìlitelnosti, které jsou generoványGarsidovými prvky, tj. svazy (M(Æ);4), kde je Æ Garsidùv prvek Artinovského monoidusférického typu. Podle [22], ka¾dý Garsidùv prvek vM je mocninou nejmen¹ího Garsidovaprvku � v M . Zaèneme tedy svazy dìlitelù samotného prvku �.Tvrzení 3.5 Buï M Artinovský monoid sférického typu buï � jeho nejmen¹í Garsidùvprvek. Buï X podmno¾ina atomù v M a buï Æ nejmen¹í spoleèný pravý násobek mno-¾iny X . Pak je svaz (M(�);4) semidirektním souèinem svazu (M(Æ);4) a svazu (fd; d^Æ = 1g;4).Dùkaz: U¾ jsme si øekli, ¾e svaz dìlitelù prvku � je izomorfní svazu slabého uspoøádánípøíslu¹né Coxeterovy grupy. Tvrzení tedy vyplývá z vìty 2.12.Kapitola 3 Svazy dìlitelnosti 113



Sekce 1 Svazy dìlitelnosti v Artinovských monoidech 115Zaèneme teï uva¾ovat svazy (M(�k);4) pro k > 1. Pøíklad vidíme na obrázku 3.5.Pro studium tìchto svazù potøebujeme jeden obecný svazový výsledek.

Obrázek 3.5: Svaz (M(�2);4) v Artinovském monoidu typu A2. Vrcholy spo-jené èernými hranami vyznaèují nejvìt¹í netriviální kongruenci (viz ní¾e) nasvazu (M(�2);4).De�nice [25]: Buï L svaz a buïte a; b; c; d v L splòující a 6 b a c 6 d. Pí¹eme [a; b]%[c; d] nebo [c; d]& [a; b], pokud platí b_c = d a b^c = a. Oznaèíme � nejmen¹í ekvivalenciintervalù svazu L, která obsahuje relace % a &.V teorii svazù se obvykle pou¾ívá notace b=a pro oznaèení intervalu [a; b]. Této notacise zde vyhneme, proto¾e je shodná se znaèením pravého rezidua (analogie levého rezidua).Lemma 3.6 [23] Buï L svaz a buï � kongruence na L. Buïte a; b dva prvky splòu-jící (a; b) 2 �.(i) Ka¾dý prvek svazu L mezi prvky a ^ b a a _ b je kongruentní prvku a.(ii) Pokud platí a 6 b, pak pro ka¾dý interval [c; d] s [a; b] � [c; d] platí (c; d) 2 �.V pøípadì svazù (M(�);4), existuje kongruence pøíslu¹ející ka¾dé podmno¾inì mno�inyatomù X , a to kanonická kongruence semidirektního souèinu. V této kongruenci je ka¾dýatom z X kongruentní prvku 1. Naproti tomu, v pøípadì svazù (M(�k);4), s k > 1 a Mireducibilního, pouze triviální kongruence mù¾e slepit atom zM s prvkem 1 do jedné tøídyekvivalence:Lemma 3.7 Buï M ireducibilní Artinovský monoid sférického se dvìma atomy �1; �2.Buï � prvek [�1; �2im�1;�2 . Buï � kongruence na (M(�2);4). Pokud je nìkterý z atomù�-kongruentní prvku 1, pak je � triviální.Dùkaz: Pøedpokládejme (�1; 1) 2 �. Platí [1; �1] % [�2;�] & [1; �1�2], proto¾e mo-noid není komutativní. Pak platí (�; �2) 2 � a (�1�2; 1) 2 �. Nyní máme [�1; �1�2] %Kapitola 3 Svazy dìlitelnosti 115



Sekce 1 Svazy dìlitelnosti v Artinovských monoidech 117[�21 ; �1�]& [�1;�]. Tak¾e platí (�; �1) 2 � a také (�1; �2) 2 �. Nyní nalezneme [�1�2;�]%[�1�22 ; �1�2�] & [�1�2; �1�] a (�1�;�) 2 �. Stejnì tak nalezneme (�2�;�) 2 �. Ponì-vad¾ nejmen¹í spoleèný pravý násobek prvkù �1� a �2� je �2, platí (�2;�) 2 �. Vidìlijsme té¾ (�; 1) 2 � a podle lemmatu 3.6 (i) celý svaz L nále¾í do jedné tøídy kongruence.Následující tvrzení dodá pøísnìj¹í podmínky pro existenci netriviální kongruence �.Podmínka (3.3) vy¾aduje, aby dva ekvivalentní prvky mìly stejné dìlitele a¾ do normy ka podmínka (3.4) je podmínkou duální.Tvrzení 3.8 Buï M ireducibilní Artinovský monoid sférického typu, který má alespoòdva atomy. Oznaème � jeho nejmen¹í Garsidùv prvek a oznaème L svaz levé dìlitelnostidìlitelù prvku �k, pro k > 1. Buï � netriviální kongruence na L. Pokud jsou dva prvkya; b z L �-ekvivalentní, pak jsou splnìny následující dvì podmínky:fc 2 L; c 4 a a kck 6 kg = fc 2 L; c 4 b a kck 6 kg; (3.3)fc 2 L; a 4 c a kcn�kk 6 kg = fc 2 L; b 4 c a kcn�kk 6 kg: (3.4)Dùkaz: Buï � netriviální kongruence a buïte a; b dva prvky svazu L, které jsou �-ekvivalentní. Pøedpokládejme a 6 b bez újmy na obecnosti. Zkoumáme nejdøíve pøí-pad a = 1. Existuje atom � z M splòující � 4 a. Ponìvad¾ je monoid M ireducibilnía má alespoò dva atomy, existuje atom � v M , který nekomutuje se �. Nyní podle lem-matu 3.7 máme (�; 1) 2 �. Pokraèujeme indukcí: pøedpokládejme, ¾e v¹echny atomy pod-mno¾iny �0 mno¾iny � jsou kongruentní prvku 1. Pokud mno¾ina � r �0 není prázdná,pak díky ireducibilitì existuje dvojice atomu �0 ze �0 a � 0 ze � r �0, která nekomutuje.Podle lemmatu 3.7 platí (� 0; 1) 2 �. Na konci indukce dostaneme, ¾e ka¾dý atom ze � jekongruentní prvku 1. Jeliko¾ je prvek � nejvìt¹ím spoleèným pravým násobkem atomù,dostaneme také (�; 1) 2 �.Nyní doká¾eme indukcí, ¾e �l je kongruentní prvku 1, pro ka¾dé l 6 k. To je pravdapro l = 1. Pøedpokládejme l > 1. Pro ka¾dou dvojici atomù �0; �00, které nekomutují,platí [�l�2�0�00;�l�1] % [�l�2�0(�00)2;�l�2�0�00�] & [�l�1�0�00; �0�l�1], a to impli-kuje (�0�l�1; 1) 2 �. Ponìvad¾ nejmen¹í spoleèný pravý násobek prvkù �0�l�1, prov¹echna �0 v � je prvek �l, platí (�l; 1) 2 �. Výsledek tedy platí i pro l = k a kon-gruence � je triviální, co¾ je spor s pøedpokladem tvrzení.Pøedpokládejme teï 1 6 kak < k. Existuje atom � splòující (a; a�) 2 �. Existuje takéatom � splòující a = a0� . Ponìvad¾ je norma prvku a ostøe men¹í ne¾ k, prvek a� je levýdìlitel prvku �k. Nyní platí [a; a�]% [a�; a[��im�;� ]& [a; a[��im�;��1]& [a0; a0�]:Mámetedy (a0; a0�) 2 �. Nalezli jsme dvojici �-ekvivalentních prvkù s ka0k < kak. Pokraèujemea nalézáme indukcí èím dál men¹í prvky a¾ do okam¾iku, kdy dostaneme dvojici (1; e) 2 �.Ale to dává � = L� L a to je spor, proto¾e � má být netriviální.Mìjme nyní dva prvky a; b, které nesplòují podmínku (3.3). Buï c dìlitel b splòu-jící kck 6 k, který nedìlí a. Pak platí a 4 a _ c 4 a _ b a (a; a _ c) 2 �. Pak nalezneme[a; a_ c]& [a^ c; c] a (a^ c; c) 2 �. Nutnì platí ka^ ck < k a podle pøedchozího odstavceKapitola 3 Svazy dìlitelnosti 117



Sekce 2 Semidirektní souèiny v Garsidových monoidech 119máme � = L � L, co¾ je spor s pøedpoklady vìty. Tak¾e ka¾dá dvojice �-ekvivalentníchprvkù musí splòovat podmínku (3.3). Zobrazení a 7! an� je antiautomor�smus svazu L,a tak podmínka (3.4) plyne z duality a z podmínky (3.3).Dùsledek 3.9 Buï M Artinovský monoid sférického typu, buï � jeho minimální Gar-sidùv prvek a buï k > 1. Pak má svaz (M(�k);4) maximální kongruenci.Dùkaz: Dvì netriviální kongruence musejí splòovat podmínky (3.4) a (3.3). Jejich spojenímusí také splòovat tyto podmínky.Podmínky (3.3) a (3.4) nejsou obecnì postaèující. Buï � relace taková, ¾e (a; b) jsouv � právì tehdy, kdy¾ a a b splòují (3.3) a (3.4). V pøípadì zobrazeném na obrázku 3.5je relace � kongruencí, a tak je i maximální kongruencí. A» je ale M Artinovský monoidtypu I6. Uva¾ujme svaz (M(�2);4). Prvky a = �1�22 a b = �1�2�21 splòují podmínky (3.3)a (3.4). Ale platí �1�22 ^ �1�2�21 = �1�2 a tento prvek je, narozdíl od a a b, levý dìlitelprvku �1n�2, co¾ dokazuje, ¾e � není kongruencí na M .Otázka 3.10 Jaké jsou postaèující podmínky, aby dvojice prvkù nále¾ela do maximálníkongruence na svazu (M(Æk);4)?Platí dal¹í tvrzení, které je dùsledkem tvrzení 3.8, jednoduchost celého svazu (M;4).Tvrzení 3.11 Buï M ireducibilní Artinovský monoid sférického typu, který má alespoòdva atomy. Pak je svaz (M;4) jednoduchý.Dùkaz: Buï � kongruence na M a buïte a; b rùzné v M a �-kongruentní. Buï k èíslosplòující k > maxfkak; kbkg. Pak dle tvrzení 3.8 je kongruence � zú¾ená na M�k triviálnía platí (�k; 1) 2 �. Toto je pravda pro jakékoliv dostateènì velké k, a tak je kongruence �triviální.3.2 Semidirektní souèiny v Garsidových monoidechGarsidovy monoidy jsou zobecnìním Artinovských monoidù sférického typu. Ka¾dýGarsidùv monoid M obsahuje Garsidùv prvek �. V této sekci studujeme svazy dìlitelùprvku � vM Najdeme podmínky, za kterých tyto svazy umo¾òují konstrukci semidirekt-ním souèinem.De�nice [17]: Monoid M se nazývá Garsidùv monoid, jestli¾e splòuje ètyøi následujícípodmínky:(i) Monoid M je atomární s koneèným poètem atomù.(ii) Monoid M je s oboustranným krácením.Kapitola 3 Svazy dìlitelnosti 119



Sekce 2 Semidirektní souèiny v Garsidových monoidech 121(iii) Ka¾dá dvojice prvkù z M má pravý NSN a levého NSD.(iv) Existuje Garsidùv prvek v M .Je známo (viz [17]), ¾e uspoøádání levou dìlitelností v Garsidovì monoidu tvoøí svaz.De�nice: Buï � nejmen¹í Garsidùv prvek Garsidova monoiduM . Charakteristický grafmonoidu M je podgraf Cayleyova grafu monoidu M zú¾ený na jednoduché prvky.Pøíklad 3.12 Ka¾dý Artinovský monoid sférického typu je Garsidùv monoid. Jeho cha-rakteristický graf je roven Cayleyovu grafu pøíslu¹né Coxeterovy grupy.Charakteristický graf je dùle¾itý, proto¾e urèuje jednoznaènì a� na izomor�smus Garsi-dùv monoid (viz [14]). V pøípadì Artinovských monoidù sférického typu se charakteristickégrafy dostanou rekurzivní konstrukcí pomocí semidirektního souèinu svazù. Budeme zdezkoumat charakteristické grafy, umo¾òují najít rozklad ve formì semidirektního souèinu.Není pravdou, ¾e by ka¾dý charakteristický graf umo¾òoval takovýto rozklad: napøíkladgraf na obrázku 3.6 je jednoduchý, a tak nemù¾e být rozlo¾en.
Obrázek 3.6: Charakteristický graf monoidu BBKL+3 Birmana, Ko a Lee [2],s prezentací ha; b; c; ab = bc = cai. Nejmen¹í Garsidùv prvek je prvek ab.Èerné hrany vyznaèují a, ¹edé vyznaèují b a pøeru¹ované vyznaèují c.Stejnì jako v pøípadì Coxeterových grup zde de�nujeme pojem parabolické podstruk-tury.De�nice [24]: Buï M Garsidùv monoid a buï � jeho nejmen¹í Garsidùv prvek. Buï Æjednoduchý vyvá¾ený prvek z M . Oznaème MÆ monoid generovaný mno¾inou dìlitelùprvku Æ, znaèenou M(Æ). Pokud platí M(Æ) = M(�) \MÆ, pak se monoid MÆ nazýváparabolický podmonoid monoidu M .Tvrzení 3.13 [24] Buï M Garsidùv monoid a buï � jeho nejmen¹í Garsidùv prvek.Buï Æ jednoduchý vyvá¾ený prvek z M . Je-li MÆ parabolický podmonoid monoidu M ,pak je MÆ Garsidùv monoid a Æ je jeho Garsidùv prvek.Kapitola 3 Svazy dìlitelnosti 121



Sekce 2 Semidirektní souèiny v Garsidových monoidech 123De�nujeme také mno¾inu Æ-redukovaných prvkù a doká¾eme, ¾e ka¾dý jednoduchýprvek má jednoznaèný rozklad ve formì souèinu dìlitele prvku Æ a prvku Æ-redukovaného.De�nice: Buï M Garsidùv monoid a buï � jeho nejmen¹í Garsidùv prvek. Buï MÆparabolický podmonoid monoiduM . Øekneme, ¾e prvek a zM(�) je Æ-redukovaný, pokudplatí a ^ Æ = 1. Mno¾ina v¹ech Æ-redukovaných prvkù se znaèí M Æ. Oznaèíme dÆ nejvìt¹íprvek M Æ, pokud takový prvek existuje.Lemma 3.14 Buï M Garsidùv monoid a buï � jeho nejmen¹í Garsidùv prvek. BuïMÆparabolický podmonoid monoidu M . Pak se ka¾dý prvek a z M(�) zapí¹e jednoznaènìjako souèin prvku z M(Æ) a prvku z M Æ.Dùkaz: Máme rozklad a = (a ^ Æ)((a ^ Æ)na). Chceme dokázat, ¾e se jedná o hledanýrozklad a ¾e je jednoznaèný. Buï b prvek Æ^((a^Æ)na). Prvek (a^Æ)b je prvkemMÆ, kterýje jednoduchý v M . Tak¾e podle de�nice parabolického podmonoidu je levým dìlitelemprvku Æ. Tento prvek je také levým dìlitelem prvku a, a tak platí (a ^ Æ)b 4 a ^ Æ,co¾ dává b = 1. Tak¾e prvek (a ^ Æ)na je Æ-redukovaný. Mìjme nyní rozklad a = a0a00s a0 v M(Æ) a a00 v M Æ. Ponìvad¾ je a0 levým dìlitelem jak prvku a a, tak i prvku Æ,platí a0 4 (a ^ Æ). Oznaème c prvek a0n(a ^ Æ). Prvek a00, který je roven c(a ^ Æ)na, je Æ-redukovaný, a tak platí a00 ^ Æ = 1. Ale máme c 4 (c(a ^ Æ)na) ^ Æ a z toho plyne c = 1.Tak¾e rozklad a = (a ^ Æ)((a ^ Æ)na) je jediný.
De�nice: Buï M Garsidùv monoid a buï � jeho nejmen¹í Garsidùv prvek. Buï MÆparabolický podmonoid monoidu M . De�nujeme zobrazení �Æ z M(�) do M(Æ) a !Æz M(�) do M Æ jako �Æ(a) = a ^ Æ a !Æ(a) = (a ^ Æ)na pro ka¾dé a z M(�).Pøíklad 3.15 BuïM Artinovský monoid sférického typu, buï � jeho nejmen¹í Garsidùvprvek. Buï X podmno¾ina mno¾iny atomù monoidu M a Æ levý NSN mno¾iny X . Pakje MÆ parabolický podmonoid monoidu M . Svaz dìlitelnosti na mno¾inì M(�) odpovídásvazu slabého uspoøádání na pøíslu¹né Coxeterovì grupì. Rozklad a = �Æ(a)!Æ(a) odpo-vídá rozkladu g = �J(g)!J(g), kde g je obraz a a J je obraz mno¾iny X v kanonicképrojekci.Lemma 3.14 zavádí rozklad ka¾dého jednoduchého prvku. Ale tento rozklad neníobecnì bijekcí: nemù¾eme obecnì vìdìt, zda souèin prvku z M(Æ) a prvku z M Æ padnedo mno¾iny M(�). Napøíklad v monoidu pøedstaveném na obrázku 3.6 je podmonoidgenerovaný prvkem a parabolický. Prvek c je a-redukovaný, ale prvek ac není jednoduchý.Pøedstavíme nyní postaèující podmínku pro to, aby zobrazení �Æ a !Æ dávala bijekcimezi M(�) a M(Æ)�M Æ. V tomto pøípadì tento rozklad umo¾òuje pou¾ít semidirektníKapitola 3 Svazy dìlitelnosti 123



Sekce 2 Semidirektní souèiny v Garsidových monoidech 125souèin. Pøipomínáme, ¾e dÆ je nejvìt¹í prvek mno¾iny M Æ, pokud takový prvek existuje.Tvrzení 3.16 BuïM Garsidùv monoid a buï � jeho nejmen¹í Garsidùv prvek. BuïMÆparabolický podmonoid monoidu M . Pak je zobrazení a 7! (�Æ(a); !Æ(a)) bijekcí z mno-¾iny M(�) na mno¾inu M(Æ)�M Æ právì tehdy, kdy¾ prvek dÆ existuje a platí � = ÆdÆ.Navíc, pokud je tato podmínka splnìna, pak je zobrazení �Æ epimor�smus ze svazuM(�)na svaz MÆ.Dùkaz: Pøedpokládejme nejdøív, ¾e a 7! (�Æ(a); !Æ(a)) je bijekce. Pak je zobrazení !Æbijekcí mezi intervalem [Æ;�] a mno¾inouM Æ. Navíc, zobrazení !Æ zú¾ené na tento intervalje sluèitelné s uspoøádáním: relace Æb 4 Æc je ekvivalentní relaci b 4 c, díky levému krácení.Prvek � je nejvìt¹í prvek intervalu [Æ;�], a tak se zobrazuje na nejvìt¹í prvek mno¾inyM Æa máme � = ÆdÆ .Pøedpokládejme nyní, ¾e prvek dÆ existuje a ¾e platí � = ÆdÆ . Pak ka¾dý prvek vetvaru adÆ s a v M(Æ) je pravým dìlitelem prvku �, a tak i levým dìlitelem prvku �.Ka¾dý prvek ve tvaru ab s a v M(Æ) a b v M Æ je levým dìlitelem prvku adÆ, a taki levým dìlitelem Garsidova prvku �. Tak¾e zobrazení a 7! (�Æ(a); !Æ(a)) je surjektivní.Injektivita tohoto zobrazení je dokázána v lemmatu 3.14.Doká¾eme teï, ¾e je zobrazení �Æ epimor�smus svazù. Surjektivita je evidentní a slu-èitelnost s prùsekem se dostane okam¾itì: platí �Æ(a^ b) = (a^ b^ Æ) = (a^ Æ)^ (b^ Æ) =�Æ(a) ^ �Æ(b). Tak¾e staèí dokázat sluèitelnost se spojením.Doka¾me nejdøíve dÆ 4 bdÆ pro ka¾dé b v M(Æ). A» je c prvek splòující cb = Æ.Prvek cdÆ je souèinem prvku z M(Æ) a prvku z M Æ, a tak to je levý dìlitel prvku �.Platí cdÆ((cdÆ)n�) = � = cbdÆ a mù¾eme zkrátit prvek c. Dostaneme dÆ((cdÆ)n�) = bdÆa prvek dÆ je levým dìlitelem prvku bdÆ .Doka¾me poté, ¾e relace b 4 b0 je ekvivalentní relaci bdÆ 4 b0dÆ . Pøedpokládejme b 4 b0.Buï b00 prvek splòující bb00 = b0. Dokázali jsme, ¾e prvek dÆ je levý dìlitel prvku b00dÆ,a tak existuje prvek c splòující b00dÆ = dÆc. Nyní platí b0dÆ = bb00dÆ = bdÆc, a tak je bdÆlevým dìlitelem prvku b0dÆ . Pøedpokládejme nyní bdÆ 4 b0dÆ. Aplikujeme operaci prùsekus Æ na tuto nerovnost a dostaneme b 4 b0.Doká¾eme nakonec, ¾e �Æ je sluèitelné se spojením. Po ka¾dé a; b v M(�) platí a =�Æ(a)!Æ(a) 4 �Æ(a)dÆ 4 (�Æ(a) _ �Æ(b))dX . Stejnì tak platí b 4 (�Æ(a) _ �Æ(b))dX ,a to dává a _ b 4 (�Æ(a) _ �Æ(b))dX . Aplikujeme operaci prùseku s Æ na tuto nerovnosta dostaneme �(a _ b) 4 �Æ(a) _ �Æ(b). Na druhou stranu vezmìme idempotenèní zákona^ (a_ b) = a. Prosekneme tuto rovnost prvkem Æ a dostaneme �Æ(a)^�Æ(a_ b) = �Æ(a).Tak¾e platí �Æ(a) 4 �Æ(a_b) a stejnì tak platí �Æ(b) 4 �Æ(a_b). Tak¾e platí �Æ(a)_�Æ(b) 4�Æ(a_ b) a to dává �Æ(a)_�Æ(b) = �Æ(a_ b). Tak¾e zobrazení �Æ je sluèitelné se spojeníma jedná se o homomor�smus.Kapitola 3 Svazy dìlitelnosti 125



Sekce 2 Semidirektní souèiny v Garsidových monoidech 127Otázka 3.17 Existuje Garsidùv monoid M s nejmen¹ím Garsidovým prvkem � a MÆparabolickým podmonoidem M takový, ¾e dÆ existuje, ale neplatí ÆdÆ = �?Vìta 3.18 Buï M Garsidùv monoid a buï � jeho nejmen¹í Garsidùv prvek. Buï MÆparabolický podmonoid monoidu M . Pøedpokládejme, ¾e dÆ existuje a ¾e platí � = ÆdÆ.Pak je mno¾inaM Æ svazem a svazM(�) je izomorfní semidirektnímu souèinu svazùM(Æ)a M Æ.Dùkaz: Podle tvrzení 3.16, je zobrazení �Æ homomor�smus svazù a ka¾dá tøída ekviva-lence vzhledem k homomo�smu �Æ je v bijekci s mno¾inou M Æ. Speciálnì mno¾ina M Ætvoøí tøídu ekvivalence, a tak M Æ je podsvaz. Oznaème �a;b zobrazení c 7! b!Æ(c) z mno-¾iny aM Æ do bM Æ pro v¹echna a a b v M(�). Zobrazení �a;b je bijekcí mezi mno¾inamiaM Æ a bMÆ. Navíc zobrazení �a;b zachovává uspoøádání: vztah ac 4 ac0 je ekvivalentnívztahu c 4 c0 a to je ekvivalentní vztahu bc 4 bc0 pro v¹echna c; c0 v M Æ. Tak¾e �a;b jeizomor�smus svazù a tvrzení 1.9 dává, ¾eM(�) je semidirektní souèin svazùM(Æ) aM Æ.Vidíme, ¾e tøídy ekvivalence zobrazení �Æ jsou izomorfní nejen jako svazy, ale i jakopodgrafy Cayleyova grafu: kdy¾ máme hranu z prvku ab do prvku abx, pro a v M(Æ), bv M Æ a x atom, pak tato hrana je oznaèena atomem x. Stejnì tak je i hrana z a0b do a0bxoznaèena atomem x pro ka¾dé a0 v M(Æ).Ka¾dý Artinovský monoid sférického typu je pøíkladem Garsidova monoidu splòujícíhopodmínky vìty 3.18. V tomto pøípadì je ale svaz dìlitelnosti jednoduchých prvkù izomorfnísvazu slabého uspoøádání v pøíslu¹né Coxeterovì grupì a tento rozklad nám u¾ je znám.Nicménì existují dal¹í pøíklady Garsidových monoidù na které se dá pou¾ít vìta 3.18.Pøíklad 3.19 Uva¾ujme monoid M daný prezentací hx; y; xyx = y2i. Tento monoid jeGarsidùv a jeho nejmen¹í Garsidùv prvek je y3 (viz [14]). Jednoduché prvky jsou 1, x,y, xy, y2, yx, yxy a y3. Podmonoid generovaný prvkem x je parabolický podmonoidmonoiduM a x-redukované prvky jsou 1, y, yx a yxy. Ponìvad¾ prvek x �yxy je Garsidùvprvek monoidu M , charakteristický graf je semidirektní souèin svazù M(x) a Mx (vizobrázek 3.7). V¹imnìme si té¾, ¾e podmonoid generovaný prvek y není parabolický, a taknemù¾eme najít strukturu semidirektního souèinu vzhledem k vyvá¾enému prvku y.M. Picantin zavedl ve své dizertaèní práci [42] pojem køí¾ového souèinu Garsidovýchmonoidù, který umo¾òuje sestrojovat urèité Garsidovy monoidy z men¹ích Garsidovýchmonoidù. Doká¾eme zde, ¾e charakteristické grafy monoidù sestrojených touto konstrukcíjsou semidirektní souèiny.De�nice [42]: Nech» jsou M1; : : : ;Mn Garsidovy monoidy. Buï i mno¾ina atomù mo-noidu Mi pro i mezi 1 a n. Systém funkcí splòující reziduální identity je de�nován jakoKapitola 3 Svazy dìlitelnosti 127



Sekce 2 Semidirektní souèiny v Garsidových monoidech 129
Obrázek 3.7: Charakteristický graf monoidu hx; y; xyx = y2i. ©edé hranyvyznaèují x a ¹edé vyznaèují y.systém ~� funkcí �ij : Mi �Mj ! Mj pro 1 6 i 6= j 6 n takový, ¾e pro ka¾dé a v Mi jerestrikce �ij(a; �) zobrazení �ij na fag �Mj je bijekce mno¾iny Mj , a splòující�ij(ab; c) = �ij(b;�ij(a; c)); (3.5)�ij(a; cd) = �ij(a; c)�ij(�ji(c; a); d); (3.6)�jk(�ij(a; c);�ik(a; e)) = �ik(�ji(c; a);�jk(c; e)); (3.7)pro a; b v Mi, c; d v Mj , e v Mk a 1 6 i 6= j 6= k 6= i 6 n. Køí¾ový souèin 1~�i Mi jede�nován jako faktor volného souèinu monoidù Mi pøes kongruenci generovanou v¹emidvojicemi (x�ij(x; y); y�ji(y; x)) s x v Ai, y v Aj a 1 6 i < j 6 n. Pro n = 2 znaèímekøí¾ový souèin M1 ./~� M2.Vidíme, ¾e de�nice køí¾ového souèinu nezále¾í na uspoøádání monoidu M1; : : : ;Mn.Následující dva výsledky jsou dokázány v [42].Lemma 3.20 [42] Nech» jsou M1; : : : ;Mn Garsidovy monoidy. Buï ~� systém funkcísplòující reziduální identity. Pak:(i) Platí k�ij(a; b)k = kbk pro ka¾dé i; j mezi 1 a n a ka¾dé a z Mi a b z Mj .(ii) Pro ka¾dé i mezi 1 a n zobrazení a 7! a je vnoøením monoidu Mi do 1~�i Mi.(iii) Zobrazení (a1; : : : ; an) 7! a1 � � � an je bijekce mezi mno¾inami M1 �Mn a 1~�i Mi.Tvrzení 3.21 [42] Nech» jsouM1; : : : ;Mn Garsidovy monoidy. Pak pro ka¾dý systém ~�funkcí splòujících reziduální identity je monoid 1~�i Mi Garsidovým monoidem. Jednodu-ché prvky monoidu1~�i Mi jsou souèiny jednoduchých prvkù monoidù M1; : : : ;Mn a svazjednoduchých prvkù monoidu1~�i Mi je izomorfní direktnímu souèinu svazù jednoduchýchprvkù monoidù M1; : : : ;Mn.Uva¾ujme pøípad køí¾ového souèinu dvou monoidù. Tvrzení 3.21 øíká, ¾e svaz jedno-duchých prvkù monoidu M1 ./~� M2 je izomorfní direktnímu souèinu svazù jednoduchýchprvkù monoidùM1 aM2. Obecnì ale tento svaz není roven direktnímu souèinu svazù jed-noduchých prvkù monoidù M1 a M2, co¾ znaèí, ¾e není pravda, ¾e by ka¾dý jednoduchýKapitola 3 Svazy dìlitelnosti 129



Sekce 2 Semidirektní souèiny v Garsidových monoidech 131prvek monoidu M1 ./~� M2, který se pí¹e ab s a jednoduchým v M1 a b jednoduchýmv M2 splòoval ab = ba. A to je dùvod proè zde uva¾ovat konstrukci semidirektníhosouèinu: graf, který se dostane z Hasseova diagramu semidirektního souèinu svazù jedno-duchých prvkù monoidù M1 a M2 po oznaèení hran generátory je charakteristický grafmonoidu M1 ./~� M2.Tvrzení 3.22 Nech» jsou M1;M2 Garsidovy monoidy. Buï ~� systém funkcí splòujícíreziduální identity. Oznaème �i nejmen¹í Garsidùv prvek monoidu Mi pro i = 1; 2a oznaème M monoid M1 ./~� M2. Pak je svaz jednoduchých prvkù monoidu M1 ./~� M2roven semidirektnímu souèinu M(�1) n' M(�2), kde zobrazení ' je de�nováno jako'a;ax(b) = �12(x; b) pro ka¾dé a v M(�1), ka¾dé b v M(�2) a ka¾dé x atom v M1. Spe-ciálnì je hrana z ab do ax�12(x; b) v charakteristickém grafu oznaèena atomem �21(b; x).Dùkaz: Podle tvrzení 3.21, je nejmen¹í Garsidùv prvek monoidu M prvek �1�2. Podlelemmatu 3.20 se prvky monoidu M1 nikdy nepí¹í jako souèiny prvkù z M1 a z M2. Tak¾eka¾dý prvek monoidu M1, který je jednoduchý v M je také jednoduchý v M1 a pod-monoid M1 je parabolický v M . Jeliko¾ je svaz dìlitelù prvku �1�2 izomorfní souèinusvazù jednoduchých prvkù v M1 a v M2, ka¾dý jednoduchý prvek a s a ^ �1 = 1 jenutnì dìlitelem �2. Tak¾e prvek �2 je nejvìt¹í prvek mno¾iny M�1 a v¹echny podmínkyvìty 3.18 jsou splnìny. Tak¾e svaz jednoduchých prvkù monoidu M je semidirektnímsouèinem M(�1) n'M(�2). Podle de�nice køí¾ového souèinu platí relace ax�12(x; b) =ab�21(b; x) pro ka¾dé a v M1, b v M2 a x atom v M1. Podle lemmatu 3.20 (i) je pr-vek �21(b; x) atom, a tak prvek ab�(b; x) je bezprostøedním následníkem prvku ab. Navíc,prvek ab není pravým násobkem prvku ax, ponìvad¾ x nále¾í do M1 a b nále¾í do M2.Tak¾e platí ab _ ax = ax�12(x; b) a tvar zobrazení 'a;ax vyplývá z relace (1.4). Podlelemmatu 1.15 je zobrazení ' urèeno zobrazeními 'a;ax, proto¾e prvek ax je bezprostøednínásledník prvku a.Pøíklad 3.23 BuïM1 monoid s prezentací hx; i a buïM2 monoid s prezentací hy; z; zy =yzi (jinak øeèeno, Mi je volný komutativní monoid o i generátorech). Tyto monoidy jsouGarsidovy a jejich nejmen¹í Garsidovy prvky jsou �1 = x a �2 = yz. Buï � onennetriviální automor�smus M2, tj. homomor�smus z M2 na M2 de�novaný jako y� = za z� = y. De�nujeme systém ~� funkcí splòujících reziduální identity následovnì:�12(a; b) = b�; pro ka¾dé a v M1 a b v M2;�21(b; a) = a; pro ka¾dé a v M1 a b v M2:Køí¾ový souèin M1 ./~� M2, oznaèený M , je monoid s prezentacíM = hx; y; z; yz = zy; xy = zx; xz = yxi: (3.8)Nejmen¹í Garsidùv prvek monoidu M je souèin Garsidových prvkù monoidù M1 a M2,tj. prvek xyz. Ponìvad¾ køí¾ový souèin nezále¾í na poøadí monoidù M1 a M2, charakte-ristický graf monoidu M je jak semidirektní souèin M(�1) nM(�2), tak i semidirektnísouèin M(�2)nM(�1) (viz obrázek 3.8).Kapitola 3 Svazy dìlitelnosti 131



Sekce 2 Semidirektní souèiny v Garsidových monoidech 133
M(�1) M(�2) M(�1)nM(�2) M(�2)nM(�1)Obrázek 3.8: Semidirektní souèiny charakteristických grafù monoidù z pøí-kladu 3.23 dávají charakteristický graf monoidu s prezentací (3.8). Pøeru¹o-vané hrany vyznaèují x, ¹edé vyznaèují y a èerné vyznaèují z.
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Kapitola 4Identity LD, I, LI a jejich expanze
Tato kapitola je vìnována identitám levé samodistributivity, idempotence a levé pseu-doidempotence. De�nujeme expanze termu t jako jisté termy ekvivalentní termu t vìt¹ídélky ne¾ t a doká¾eme, ¾e expanze tvoøí konuentní systém. Pak de�nujeme øezy termu ta budeme studovat, jaké termy se dostanou jako øezy expanzí termu t. To nám umo¾nínajít normální formu termu t, kdy¾ je t øezem jiného termu t0.V sekci 1 se de�nují expanze termu a doká¾e se konuence. V sekci 2 se díváme natermy jako na stromy a zavedeme de�nice, které pøicházejí s tímto pohledem. V sekci 3de�nujeme øezy termu a dodáme charakterizaci øezù expanzí. V sekci 4 de�nujeme t0-@-normální formu.4.1 Konuence expanzíV této sekci pracujeme s binárními termy, co¾ znaèí s termy o jedné binární operaciznaèené �. Tato operace nemá být asociativní, a tak musíme pou¾ívat závorky, abychomrozli¹ili poøadí násobení. Nicménì je obèas pøíjemnìj¹í nepsat pøíli¹ závorek, v tom pøípadìpí¹eme x � y � z namísto x � (y � z). Uva¾ujeme zde tøi identity:Levá samodistributivita { LD x � (y � z) = (x � y) � (x � y); (4.1)Idempotence { I x � x = x; (4.2)Levá pseudoidempotence { LI (x � x) � y = x � y: (4.3)Øíkáme obvykle þlevá distributivitaÿ namísto levá samodistributivita a øíkáme þlevá idem-potenceÿ namísto levá pseudoidempotence. Vidíme, ¾e levá idempotence je slab¹í verzíKapitola 4 Identity LD, I, LI a jejich expanze 137



Sekce 1 Konfluence expanzí 139idempotence. Znaèíme LDI dvojici identit LD+I a LDLI dvojici identit LD+LI.V této sekci zavedeme pojem expanze termu a doká¾eme, ¾e expanze tvoøí konuentnísystém, co¾ znamená, ¾e dvì libovolné expanze mají v¾dy spoleènou expanzi. Zvolíme teïpevnì mno¾inu promìnných X . Oznaèíme TX mno¾inu termù, jejich¾ promìnné jsou v X .De�nice: Buïte t; t0 dva termy z TX .(i) Øekneme, ¾e t0 je základní LD-expanzí termu t, jestli¾e se dostane z t nahrazenímpodtermu t1 � (t2 � t3) termem (t1 � t2) � (t1 � t3).(ii) Øekneme, ¾e t0 je základní I-expanzí termu t, jestli¾e se dostane z t nahrazenímpodtermu t1 termem t1 � t1.(iii) Øekneme, ¾e t0 je základní LI-expanzí termu t, jestli¾e se dostane z t nahrazenímpodtermu t1 � t2 termem (t1 � t1) � t2.(iv) Øekneme, ¾e t0 je základní LDI-expanzí termu t, jestli¾e je t0 základní LD-expanzetermu t nebo základní I-expanze termu t.(v) Øekneme, ¾e t0 je základní LDLI-expanzí termu t, jestli¾e je t0 základní LD-expanzetermu t nebo základní LI-expanze termu t.V následujícím textu pøedpokládáme, ¾e je 5 jeden ze systémù identit LD, I, LI, LDI,LDLI. Oznaèíme 5=X nejmen¹í kongruenci na mno¾inì TX generovanou identitami 5. Podlede�nice, je-li term t0 základní 5-expanzí termu t, pak jsou termy t a t0 5-ekvivalentní, tj.máme t 5=X t0. Opaèná implikace je vyjádøena v následujícím lemmatu, které je jednodu-ché:Lemma 4.1 Buïte t; t0 dva termu v TX . Pak jsou termy t a t0 5-ekvivalentní tehdy a jentehdy, pokud existuje posloupnost termù t = t0; t1; : : : ; tk = t0 taková, ¾e pro ka¾dé imezi 1 a k, je buïto ti základní 5-expanze termu ti�1, anebo ti�1 je základní 5-expanzetermu ti.Následující tvrzení øíká, ¾e mù¾eme vypustit index X z oznaèení relace 5=X :Tvrzení 4.2 Nech» je X podmno¾inou X 0, Pak je pro dva libovolné termy t; t0 z TXrelace t 5=X0 t0 ekvivalentní relaci t 5=X t0.Dùkaz: Nech» t a t0 nále¾í do TX a mìjme t 5=X0 t0. Podle lemmatu 4.1 existuje posloup-nost t = t0; t1; : : : ; tk = t0 taková, ¾e sousední termy jsou základní 5-expanze jeden dru-hého. Ponìvad¾ 5-expanze zachovávají mno¾inu promìnných, které se objevují v termech,v¹echny termy ti pro i 6 k, nále¾í do TX . Opìt podle lemmatu 4.1 dostaneme t 5=X t0.Iterujeme pojem expanze, abychom dostali, ¾e základní 5-expanze je 1-5-expanzí.Kapitola 4 Identity LD, I, LI a jejich expanze 139



Sekce 1 Konfluence expanzí 141De�nice: Øekneme, ¾e term t0 je k-5-expanzí termu t, pokud existuje posloupnostt = t0; t1; : : : ; tk = t0 taková, ¾e ti je základní 5-expanzí termu ti�1 pro ka¾dé i mezi 1a k. Øekneme, ¾e t0 je 5-expanzí termu t (oznaèení t 5! t0), pokud existuje k takové, ¾e t0je k-5-expanzí termu t.Následující lemma je jednoduché:Lemma 4.3 Nech» je term t0i ki-5-expanze termu ti pro i = 1; 2. Pak je term t01 � t02(k1 + k2)-5-expanzí termu t1 � t2.Stejnì jako v [12] zavedeme operaci iterované levé distribuce:De�nice (stejnomìrná distribuce [12]): Buïte t0; t dva termy. Term t0�t je de�nováninduktivnì: t0 � t = (t0 � t pokud je t promìnná,(t0 � t1) � (t0 � t2) pro t = t1 � t2: (4.4)Lze dokázat indukcí, ¾e se term t0 � t dostane z termu t pomocí substituce x 7! t0 � x.Lemma 4.4 [12](i) Pro dva termy t0; t je term t0 � t LD-expanzí termu t0 � t.(ii) Nech» je t0 5-expanze termu t. Pak je pro ka¾dé t0 term t0 � t0 5-expanzí termu t0 � t.(iii) Pøedpokládejme t0 LD�! t00. Pak pro ka¾dé t platí (t0 � t) LD�! (t00 � t).(iv) Pøedpokládejme t0 LDI�! t00. Pak pro ka¾dé t platí (t0 � t) LDI�! (t00 � t).(v) Pøedpokládejme t0 LDLI�! t00. Pak pro ka¾dé t platí (t0 � t) LDLI�! (t00 � t).(vi) Pro ka¾dé t0; t1; t2 platí (t0 � (t1 � t2)) LD�! ((t0 � t1) � (t0 � t2)).Dùkaz: Body (i), (iii) a (vi) jsou dokázány v [12], tak¾e doká¾eme jen body (ii), (iv)a (v).Zaènìme bodem (ii). Staèí udìlat dùkaz jen kdy¾ je term t0 základní5-expanzí termu t.Pøedpokládejme nejdøív, ¾e z t0 = t � t plyne t I! t0. Platí t0 � t0 = (t0 � t) � (t0 � t), co¾ jeI-expanze termu t0 � t.Následnì pøedpokládejme t = t1 �t2 a t0 = (t1 �t1)�t2, co¾ je speciální pøípad LI-expanze.Pak máme t0 � t0 = ((t0 � t1) � (t0 � t1)) � (t0 � t2), co¾ je LI-expanze termu (t0 � t1) � (t0 � t2).Teï pøedpokládejme t = t1 � (t3 � t4) a t0 = (t1 � t3) � (t1 � t4). Platít0 � t = (t0 � t1) � ((t0 � t3) � (t0 � t4)) LD�! ((t0 � t1) � (t0 � t3)) � ((t0 � t1) � (t0 � t4)) = t0 � t0:Ostatní pøípady se doká¾í indukcí podle t. Nech» je t0 základní 5-expanzí termu t,odli¹nou od u¾ uva¾ovaných expanzí. Je-li t promìnná, pak výsledek platí, proto¾e ¾ádnáKapitola 4 Identity LD, I, LI a jejich expanze 141



Sekce 1 Konfluence expanzí 143jiná základní expanze není mo¾ná. Nech» je tedy t = t1 � t2 a nech» se t0 dostane z tnahrazením podtermu s termu t termem s0. Pokud je s podterm t1, pak se term t0 napí¹ejako t01 � t2 pro t01 5-expanzi termu t1. Podle indukèního pøedpokladu je t0 � t01 5-expanzetermu t0 � t1 a naleznemet0 � t = (t0 � t1) � (t0 � t2) 5! (t0 � t01) � (t0 � t2) = t0 � t0:Pøípad, kdy je s podterm termu t2 je podobný a pøípad s = t u¾ byl øe¹en na zaèátkudùkazu.Nakonec uva¾ujme bod (iv), který se doká¾e indukcí podle t. Je-li t promìnná, platí t00�t = t00�t, co¾ je, podle lemmatu 4.3, LDI-expanze termu t0�t. Pøedpokládejme nyní t = t1�t2.Podle indukèního pøedpokladu je term t00 � ti LDI-expanze termu t0 � ti pro i = 1; 2.Vyvodíme z toho podle lemmatu 4.3 t0 � t = (t0 � t1) � (t0 � t2) LDI�! (t00 � t1) � (t00 � t2) = t00 � ta to je to, co jsme chtìli dokázat. Dùkaz bodu (v) je podobný.Nyní zavedeme operátory dilatace. Doká¾eme pozdìji, ¾e tyto operátory hrají rolijakýchsi þhorních mezíÿ pro v¹echny mo¾né základní expanze termu.De�nice (operátory @ [12]): Nech» je t term. De�nujeme termy @LDt, @LDIt a @LDLItinduktivnì: @LDt = (t pokud je t promìnná,@LDt1 � @LDt2 pro t = t1 � t2; (4.5)@LDIt = (t � t pokud je t promìnná,@LDIt1 � @LDIt2 pro t = t1 � t2; (4.6)@LDLIt = (t pokud je t promìnná,@LDIt1 � @LDLIt2 pro t = t1 � t2: (4.7)Pøíklad 4.5 Mìjme term t = x � (y � z). Spoèítáme konkrétnì termy @5t. Ponìvad¾ jede�nice induktivní, vypoèítáme nejdøíve @ podtermù termu t. Máme @LDx = x, @LDy = y,@LDz = z a @LDyz = y � z = y � z, a tak máme @LDt = x � (y � z) = (x � y) � (x � z). Pro LDImáme @LDIx = x �x, @LDy = y �y, @LDz = z �z a @LDyz = (y �y)�(z �z) = ((y �y) �z) �((y �y) �z).Tak¾e máme @LDIt = (x � x) � ((y � y) � z) � ((y � y) � z) =((((x � x) � y) � ((x � x) � y)) � ((x � x) � z)) � ((((x � x) � y) � ((x � x) � y)) � ((x � x) � z)):Nakonec pro LDLI máme @LDLIz = z a @LDLIyz = (y � y) � z = ((y � y) � z), a tak máme@LDLIt = (x � x) � ((y � y) � z) = (((x � x) � y) � ((x � x) � y)) � ((x � x) � z):V [12] se dokazuje, ¾e @LDt je LD-expanze v¹ech mo¾ných základních LD-expanzítermu t. V [38] Larue dokázal, ¾e @LDIt je LDI-expanze v¹ech mo¾ných základních LDI-Kapitola 4 Identity LD, I, LI a jejich expanze 143



Sekce 1 Konfluence expanzí 145expanzí termu t. Analogicky doká¾eme, ¾e @LDLIt je LDLI-expanze v¹ech mo¾ných základ-ních LDLI-expanzí termu t. Zaèneme souvislostí mezi @LDt, @LDIt a @LDLIt.Lemma 4.6 [38] (i) Pro term t platí @LDIt = @LDLIt � @LDLIt.(ii) Pro term t platí @LDt LDLI�! @LDLIt I! @LDIt.Dùkaz: (i) Výsledek doká¾eme indukcí podle t. V¹e je zøejmé, kdy¾ je t promìnná. Nech»je t = t1 � t2. Platí@LDIt = @LDIt1 � @LDIt2 = @LDIt1 � (@LDLIt2 � @LDLIt2) == (@LDIt1 � @LDLIt2) � (@LDIt1 � @LDLIt2) = @LDLIt � @LDLIt:(ii) Relace @LDLIt I! @LDIt vyplývá z (i). Doká¾eme @LDt LDLI�! @LDLIt indukcí podle t. Kdy¾je t promìnná, tak to platí, uva¾ujme tedy t = t1 � t2. Pak platí @LDt = @LDt1 � @LDt2 LDLI�!@LDIt1 � @LDLIt = @LDLIt.De�nice: Pro ka¾dý term t de�nujeme lg(t) následovnì:lg(t) = (1 kdy¾ je t promìnná,lg(t1) + lg(t2) + 1 pro t = t1 � t2: (4.8)Èíslo lg(t) oznaèuje poèet promìnných plus poèet znamének �, která se objevují v termu t.Lemma 4.7 Pro ka¾dý term t platí nerovnostilg(@LDt) 6 lg(@LDLIt) 6 2lg(t) � 1 a lg(@LDIt) 6 2lg(t)+1 � 1: (4.9)Dùkaz: Zapi¹me nejdøív následující rovnost, která je dokázána v [12]:lg(t0 � t) = (lg(t0) + 3)(lg(t) + 1)=2� 1:Nyní doká¾eme odhad pro @LDIt indukcí podle t. Odhad je správný, kdy¾ je t promìnná.Nech» je t = t1 � t2. Dostanemelg(@LDIt) = lg(@LDIt1 � @LDIt2) = (lg(@LDIt1) + 3)(lg(@LDIt2) + 1)=2� 16 (2lg(t1)+1 � 1 + 3)(2lg(t2)+1 � 1 + 1)=2� 1= 2lg(t1)+lg(t2)+1 + 2lg(t2)+1 � 16 2lg(t1)+lg(t2)+2 � 1 = 2lg(t)+1 � 1:Podle lemmatu 4.6 platí lg(@LDIt) = 2 lg(@LDLIt) + 1. A nerovnost lg(@LDt) 6 lg(@LDLIt) jeevidentní.Odsud a¾ do konce sekce oznaèuje symbol 5 jeden ze systémù identit LD, LDI neboLDLI.Kapitola 4 Identity LD, I, LI a jejich expanze 145



Sekce 1 Konfluence expanzí 147Lemma 4.8 Pro ka¾dý term t platí t 5! @5t.Dùkaz: Výsledek t LD�! @LDt je dokázán v [12]. Pak uva¾ujme pøípad @LDLIt, který doká¾emeindukcí podle t. Výsledek platí, kdy¾ je t promìnná. Nech» je t = t1�t2. Platí @LDLIt = @LDIt1�@LDLIt2. Podle indukèního pøedpokladu je term @LDLIt1 LDLI-expanzí termu t1 a term @LDLIt2je LDLI-expanzí termu t2, co¾ podle lemmatu 4.4 implikujet1 � t2 LDLI�! (t1 � t1) � t2 LDLI�! (@LDLIt1 � @LDLIt1) � @LDLIt2 LDLI�! @LDIt1 � @LDLIt2:Nakonec uva¾ujme pøípad @LDIt. Podle lemmatu 4.6, pokud je @LDLIt LDLI-expanzí termu t,pak je @LDIt LDI-expanzí termu t.Nyní doká¾eme, ¾e term @t je spoleènou expanzí v¹ech základních expanzí termu t.Tvrzení 4.9 Buïte t; t0 dva termy. Pokud je t0 základní 5-expanze termu t, pak je @5t5-expanze termu t0.Dùkaz: (i) Výsledek t0 LD�! @LDt je dokázán v [12].(ii) Doká¾eme t0 LDLI�! @LDLIt indukcí podle t. Výsledek je okam¾itý pro t promìnnou.Pøedpokládejme t = t1 � t2 a ¾e se term t0 dostane z t nahrazením podtermu s termem s0.Je-li s podterm termu t1, pak máme t0 = t01 � t2 nìjaký term t01. Ponìvad¾ je term t01základní LDLI-expanze termu t1, dle indukèního pøedpokladu víme, ¾e je @LDLIt1 LDLI-expanzí termu t01. Nyní platí t01 � t2 LDLI�! @LDLIt1 � @LDLIt2 LI�! @LDIt1 � @LDLIt2 LD�! @LDLIt. Pøípad,kdy je s podtermem termu t2 je podobný.Zbývají dva pøípady, a to LI-expanze a LD-expanze v koøeni termu t. Mìjme nejdøívt0 = (t1 � t1) � t2. Platí t0 LDLI�! (@LDLIt1 � @LDLIt1) � @LDLIt2 = @LDIt1 � @LDLIt2 LD�! @LDLIt. Nyní druhýpøípad, a to t = t1 � (t3 � t4) a t0 = (t1 � t3) � (t1 � t4). Podle lemmatu 4.8 je term @LDLIt LDLI-expanzí termu t1 � t2. Ale tento term je roven termu (t1 � t3) � (t1 � t4), co¾ je LD-expanzetermu t01.(iii) Doká¾eme nakonec t0 LDI�! @LDIt. Pokud je term t0 LDLI-expanzí termu t, jsmehotovi, ponìvad¾ @LDIt je I-expanze termu @LDLIt. Pokud je t0 I-expanzí, která mìní vlastnípodterm termu t, stejný argument je mo¾ný jako v pøípadì LDLI. Zbývá tedy t0 = t � t.Máme t0 LDLI�! @LDLIt � @LDLIt = @LDIt, co¾ je potøebný výsledek.Pøíklad 4.10 Term @5t není obecnì nejmen¹í spoleènou 5-expanzí v¹ech základních 5-expanzí termu t. De�nujme plný term vý¹ky k na promìnné x jako:full0 = x fullk = fullk�1 � fullk�1 : (4.10)Uva¾ujme term t = (x � x) � x � x � x. Je snadné dokázat, ¾e term full3 je LD-expanzí v¹echzákladních LD-expanzí termu t a ¾e term full4 je spoleènou LDI-expanzí v¹ech základníchKapitola 4 Identity LD, I, LI a jejich expanze 147



Sekce 1 Konfluence expanzí 149LDI-expanzí termu t. Pøesto je term @LDt vlastní LD-expanzí termu full3 a term @LDIt jevlastní LDI-expanzí termu full4. Pøíklad pro LDLI je podobný.Následujícím cílem je dokázat, ¾e operátory @ rostou vzhledem k expanzím.Lemma 4.11 Buïte t; t0 dva termy. Pak t 5! t0 implikuje @5t 5! @5t0.Dùkaz: Výsledek pro identitu LD je dokázán v [12]. Uva¾ujme pøípad LDLI a pøedpoklá-dejme, ¾e t0 je základní LDLI-expanze termu t. Pou¾ijeme indukci podle t. Kdy¾ je t pro-mìnná, výsledek je oèividný. Pøedpokládejme tedy t = t1 � t2. Term t se dostane z termu tnahrazením termu s termem s0. Je-li s podterm termu t1, pak je term t0 ve tvaru t01 � tpro nìjaké t01. Dle indukèního pøedpokladu je term @LDLIt01 LDLI-expanzí termu @LDLIt1 a todává @LDLIt = (@LDLIt1 � @LDLIt1) � @LDLIt2 LDLI�! (@LDLIt01 � @LDLIt01) � @LDLIt2 = @LDLIt0. Pøípad spodtermu t2 je podobný.Pro t0 = (t1 � t1) � t2 platí @LDLIt = (@LDLIt1 � @LDLIt1) � @LDLIt2 LDLI�! (@LDIt1 � @LDIt1) � @LDLIt1 =@LDLIt0. Pro t = t1 � (t3 � t4) a t0 = (t1 � t3) � (t1 � t4) platí @LDLIt = @LDIt1 � (@LDIt3 � @LDLIt4) a@LDLIt0 = (@LDIt1 � @LDIt3) � (@LDIt1 � @LDLIt4) a mù¾eme pou¾ít lemma 4.4. V¹echny pøípadybyly vyèerpány a to konèí dùkaz pro LDLI. Dùkaz pro LDI je podobný tomu pro LDLI.Nyní u¾ mù¾eme dokázat hlavní výsledek této sekce, kterým je konuence 5-expanzí.De�nice: Pro dva termy t a t0 de�nujeme d5(t; t0), 5-vzdálenost mezi t a t0, jako nejmen¹ípoèet 5-identit, které se musí pou¾ít, abychom dostali term t0 z termu t. Pokud termy ta t0 nejsou 5-ekvivalentní, pí¹eme d5(t; t0) =1.Tvrzení 4.12 Buïte t a t0 dva termy. Pøedpokládejme d5(t; t0) = k <1. Pak je term @k5t5-expanzí termu t0.Dùkaz: Pou¾ijeme indukci podle k. Výsledek je zøejmý pro k = 0, pøedpokládejmetedy k > 0. Existuje term t00 s d5(t; t00) = k � 1 a d5(t0; t00) = 1. Podle indukèníhopøedpokladu je prvek @k�15 t 5-expanzí termu t. Máme nyní dvì mo¾nosti: buïto je t00základní 5-expanzí termu t0, pak platí t0 5! t00 5! @k�15 t 5! @k5t, anebo je t0 základní5-expanzí termu t00, pak je prvek @5t00 5-expanzí termu t0, podle lemmatu 4.9. Následnì,podle lemmatu 4.11, je term @k5t 5-expanzí termu @5t00, a tak je i 5-expanzí termu t0.Ponìvad¾ pro ka¾dý term t0, který je k-5-expanzí termu t, máme d5(t; t0) 6 k, odvo-díme z toho:Kapitola 4 Identity LD, I, LI a jejich expanze 149



Sekce 2 Termy jako stromy 151Dùsledek 4.13 Nech» je term t0 k-5-expanzí termu t. Pak je term @k5t5-expanzí termu t0.Stojí za pov¹imnutí, ¾e pro jakoukoliv dvojici t a t0 termù je relace t 5! t0 rozhod-nutelná. Staèí pouze vyèíslit v¹echny 5-expanze termu t0, které mají krat¹í délku ne¾ t,proto¾e poèet takovýchto expanzí je koneèný.4.2 Termy jako stromyV této pøípravné sekci se na termy díváme jako na binární stromy. Zavedeme de�nice,které jsou pøirozené z pohledu stromù a které usnadòují práci s termy.Ka¾dý term z mno¾iny TX lze pøirozenì zobrazit jako binární strom, jeho¾ listy jsouoznaèeny promìnnými z X . Pøíklad vidíme na obrázku 4.1.x1x2x3x4 x5 x6Obrázek 4.1: Strom, který reprezentuje term (x1 � ((x2 � x3) � x4)) � (x5 � x6).Ka¾dý podterm s termu t odpovídá jedné cestì ve stromu reprezentujícím term t {cestì z koøene termu t do koøene termu s. Tato cesta se dá popsat jako posloupnost rozcestínalevo a napravo.De�nice: Adresa je koneèná posloupnost 0 a 1. Prázdná adresa se znaèí �. Mno¾inav¹ech adres se znaèí A. Adresa � se nazývá koncová, jestli¾e platí � = 1p pro p > 0.Kdy¾ pí¹eme adresy, zapisujeme jednodu¹e jednu èíslici vedle druhé; tak¾e 00 a 1011jsou adresy, které odpovídají postupnì cestám þvlevo{vlevoÿ a þvpravo{vlevo{vpravo{vpravoÿ. Jsou-li � a � dvì adresy, pak �� je adresa, která se dostane navázáním adres �a �. Mno¾ina A s operací konkatenace je volný monoid na f0; 1g.De�nice: Pro � a � v A øekneme, ¾e � je pøedpona adresy �, oznaèení � v �, pokudplatí � = � pro nìjakou adresu  z A.Lemma 4.14 [12] Relace v je èásteèné uspoøádání na A; Adresa � je nejmen¹í prvek apro ka¾dou adresu � jsou pøípony adresy � lineárnì uspoøádané relací v.Kapitola 4 Identity LD, I, LI a jejich expanze 151



Sekce 2 Termy jako stromy 153De�nice: Pro �; � v A øekneme, ¾e se � nachází napravo od � nebo, ¾e se � nacházínalevo od �, oznaèení � >LR �, pokud existuje adresa , která splòuje 1 v � a 0 v �.Øekneme, ¾e � a � jsou kolmé, oznaèení � ? �, pokud platí � >LR � nebo � >LR �.Relace >LR je èásteèné uspoøádání na A.De�nice (pøedcházení): Pro �; � v A pí¹eme � > � tehdy a jen tehdy, platí-li � >LR �nebo � < �.Lemma 4.15 [12]Relace< je lineární uspoøádání naA a� je nejvìt¹ím prvkem v (A; <).Ka¾dá adresa ve tvaru �1 má � jako bezprostøedního následníka a ka¾dá adresa vetvaru �0 je in�mem klesající posloupnosti �1, �10, �100, : : : .De�nice: Nech» je t term. Pro � adresu z A je podterm termu t v �, nebo �-podtermtermu t, term sub(t; �), který je mo¾no de�novat jako:sub(t; �) =8><>:t pro � = �;sub(t1; �) pro � = 0� a t = t1 � t2;sub(t2; �) pro � = 1� a t = t1 � t2: (4.11)Pøíklad 4.16 Mìjme term t z obrázku 4.1. Máme napøíklad sub(t; 1) = x5�x6, sub(t; 01) =(x2 � x3) � x4 a sub(t; 0110) = x3. V¹imnìme si té¾, ¾e term sub(t; 000) není de�nován.Lemma 4.17 [12] Buï t term a buïte � a � dvì adresy. Pak platí vztah sub(t; ��) =sub(sub(t; �); �): buïto oba termy existují a jsou rovny, anebo ani jeden z nich neníde�nován.De�nice: Buï t term. Øekneme, ¾e � je adresa v t, pokud podterm sub(t; �) existuje.V tom pøípadì øekneme, ¾e � je vnìj¹í v t, pokud je sub(t; �) promìnná, a je vnitøníjinak. Kostra termu t je de�nována jako mno¾ina Skel(t) v¹ech adres v t; obrys termu t jede�nován jako mno¾ina Out(t) v¹ech vnìj¹ích adres v t.Pøíklad 4.18 Buï t term z obrázku 4.1. Pak kostra termu t sestává z 11 adres, a to00, 0100, 0101, 010, 011, 01, 0, 10, 11, 1 a �, uspoøádaných uspoøádáním <. Mezi nimijsou adresy 11, 10, 011, 0101, 0100 a 00 v obrysu termu t. Tyto adresy jsou uspoøádányuspoøádáním >LR.De�nice: Nech» je � adresa B mno¾ina adres. De�nujeme sh�(B) jako mno¾inu f��; � 2Bg.Kapitola 4 Identity LD, I, LI a jejich expanze 153



Sekce 3 Øezy termu 155Lemma 4.19 [12] Pro term t rovný t1 � t2 platíSkel(t) = f�g [ sh0(Skel(t1)) [ sh1(Skel(t2)); (4.12)Out(t) = sh0(Out(t1)) [ sh1(Out(t2)): (4.13)Lemma 4.20 [12] Nech» je t term. Pak adresa � nále¾í do kostry termu t, tehdy a jentehdy, pokud existuje adresa � taková, ¾e �� nále¾í do obrysu termu t.Oznaèení: Buï t term a buï � z Skel(t). Pak existují jednoznaèná èísla p a q taková,¾e �0p a �1q nále¾í do obrysu t. Nehrozí-li zámìna pí¹eme �0� a �1� místo tìchto adres,abychom nemuseli zavádìt èísla p a q.4.3 Øezy termuCílem této sekce je dát kritérium, které umo¾ní dokázat, ¾e dva termy nejsou LDI-nebo LDLI-ekvivalentní. Prozatím existují dvì hlavní syntaktické metody pro dokázání,¾e dva termy t a t0 nejsou LDI-ekvivalentní:- sledovat promìnné: termy t a t0 jsou LDI-ekvivalentní pouze pokud mají stejné mno¾inypromìnných, stejnou nejlevìj¹í promìnnou a stejnou nejpravìj¹í promìnnou;- zavést váhu: zvolíme èíslo p mezi 0 a 1 a èísla wx pro ka¾dou promìnnou x a de�nujemeváhu termu s jakow(s) = (wx pro s = x; promìnnou,p � w(s1) + (1� p) � w(s2) pro s = s1 � s2: (4.14)Snadno se doká¾e, ¾e dva termy t a t0 jsou LDI-ekvivalentní pouze pokud platí w(t) = w(t0)pro jakoukoliv váhu w: evidentnì platí w(t1) = w(t1 �t1) a w(t1 �t2 �t3) = w((t1 �t2) �(t1 �t3))a zbytek plyne z indukce.Sestrojíme nyní nové kritérium. De�nujeme zde iterované levé podtermy termu a øezytermu a doká¾eme, ¾e se jedná, modulo 5-ekvivalence, o stejný pojem. Poté dáme jejichjinou charakterizaci, a ta umo¾ní v konkrétních pøípadech dokázat, ¾e term t nemù¾e býtpodterm termu t0. Symbol 5 oznaèuje znovu nìkterý ze systému identit LD, LDI èi LDLI.De�nice (iterovaný levý podterm): Pro dva termy t1 a t2 pí¹eme t1 < t2, pokudplatí t1 = sub(t1; 0p) pro nìjaké p > 0. Oznaèíme t1 v t2 stejnou relaci s p > 0. Pí-¹eme t1 v5 t2, pokud existují termy t1 a t2 s t01 5= t1, t02 5= t2 a t01 v t02.Je evidentní, ¾e relace< av jsou tranzitivní. Toté¾ platí prov5, proto¾e z relací t v5 t0a t0 v5 t00 vyplývá existence termù s1; : : : ; sp a s01; : : : ; s0p0 splòujících t0 5= (� � � (t � s1) �Kapitola 4 Identity LD, I, LI a jejich expanze 155



Sekce 3 Øezy termu 157s2) � � � ) � sp a t00 5= (� � � (t0 � s01) � s02) � � � ) � s0p0 . Tak¾e platít00 5= (� � � (� � � (t � s1) � s2) � � � ) � sp) � s01) � s02) � � � ) � s0p0a vidíme t v5 t00.Relace vLD je èásteèné uspoøádání, tzn., platí t1 vLD t2 a zároveò t2 vLD t2 tehdya jen tehdy, máme-li t1 LD= t2 (viz [12]). Tento výsledek neplatí pro vLDI a vLDLI: platínapøíklad x � y < (x � y) � x < ((x � y) � x) � ((x � y) � y) a x � y LDI= ((x � y) � x) � ((x � y) � y).Ale termy x � y a (x � y) � x nejsou LDI-ekvivalentní, proto¾e identity LD a I zachovávajínejpravìj¹í promìnnou. Tak¾e platí x � y vLDI (x � y) � x a (x � y) � x vLDI x � y, pøesto¾e platíx � y 6LDI= (x � y) � x.Dobrou vlastností iterovaných podtermù je, ¾e jsou zachovávány, a¾ na 5-expanze,5-expanzemi:Tvrzení 4.21 Buïte t a t0 dva termy. Nech» je term t0 k-5-expanzí termu t a nech»je sub(t; 0p) de�nován. Pak existují p0 a k0 s p0 > p a k0 6 k takové, ¾e sub(t0; 0p0)je k0-5-expanze termu sub(t; 0p).Dùkaz: Mù¾eme pøedpokládat, ¾e term t0 je základní 5-expanzí termu t. Výsledek do-ká¾eme indukcí podle t. Kdy¾ je t promìnná, výsledek platí. Pøedpokládejme t = t1 � t2a t0 = t01 � t02. Pokud je p rovno 0, pak je výsledek triviální. Pøedpokládejme p > 0.Máme tøi mo¾nosti. Pokud se t0 dostane z t nahrazením podtermu termu t1, pak platípro ka¾dé p0 dost velké rovnost sub(t0; 0p0) = sub(t01; 0p0�1) a dle indukèního pøedpokladuexistuje p0 > p takové, ¾e term sub(t01; 0p0�1) je buïto roven sub(t1; 0p�1) anebo je zá-kladní expanzí termu sub(t1; 0p�1). Pokud se t0 dostane nahrazením podtermu termu t2,pak platí sub(t; 0p) = sub(t; 0p�1). Nakonec, je-li expanze provádìna v koøeni termu t,pak platí t2 = t3 � t4 a t0 = (t1 � t3) � (t1 � t4) nebo t0 = (t1 � t2) � (t1 � t2) nebo t0 = (t1 � t1) � t2a vidíme, ¾e platí sub(t; 0p) = sub(t; 0p+1).Následující lemma je evidentní:Lemma 4.22 Nech» je term s podtermem termu t. Nech» je s0 k-5-expanze termu s.Nech» se term t0 dostane z termu t nahrazením podtermu s termem s0. Pak je term t0k-5-expanzí termu t.Nyní de�nujeme hlavní pojem této sekce, a to øez termu.De�nice: Pro term t a adresu � v Skel(t) de�nujeme øez termu t v � jako term cut(t; �)induktivnì: cut(t; �) = 8><>:t pro � = �;cut(t1; �) pro � = 0� a t = t1 � t2;t1 � cut(t2; �) pro � = 1� a t = t1 � t2: (4.15)
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Sekce 3 Øezy termu 159
x1 x2 x3 x4 x5 x6S

Obrázek 4.2: Øez termu ((x1 �x2) �x3) � (x4 � (x5 �x6)) v adrese 10 je term ((x1 �x2) � x3) � x4.Pøíklad 4.23 Provést øez termu t ve vnìj¹í adrese � znamená rozetnout strom termu t nadva díly hned za listem, jeho¾ adresa je �. Odstraníme to, co je napravo od øezu a utvoøímeterm z toho, co zbyde nalevo (viz obrázek 4.2). Mìjme t = ((x1 �x2)�x3)�(x4 �(x5 �x6)). Platícut(t; 000) = x1, cut(t; 001) = x1 �x2, cut(t; 01) = (x1 �x2)�x3, cut(t; 10) = ((x1 �x2)�x3)�x4,cut(t; 110) = ((x1 � x2) � x3) � (x4 � x5) a cut(t; 111) = t.V pøíkladu jsme nevysvìtlili, jak si pøedstavit øez ve vnitøní adrese. Tento pøípad jeøe¹en následujícím lemmatem:Lemma 4.24 [12] Nech» je t term. Pak pro ka¾dou adresu � v kostøe termu t platí vztahcut(t; �) = cut(t; �1�).Vidíme snadno, ¾e s v t implikuje, ¾e s je øez termu t pro dva termy s a t. Na druhoustranu, pokud je s øez termu t, pak platí s v5 t:Lemma 4.25 [12] Buï t term a � adresa z kostry termu t. Buï s øez cut(t; �). Pakexistuje t0, LD-expanze termu t, splòující s v t0. Navíc, není-li � �nální, pak platí s < t0.Pøíklad 4.26 Mìjme t = x1 �(x2 �x3 �x4)�x5 a adresu 1010. Øez termu t v 1010 je x1 �x2 �x3.Platí (viz obrázek 4.3)t LD�! (x1 � (x2 � x3 � x4)) � x1 � x5 LD�! (x1 � ((x2 � x3) � (x2 � x4))) � x1 � x5LD�! ((x1 � x2 � x3) � (x1 � x2 � x4)) � x1 � x5a vidíme, ¾e x1 � x2 � x3 je levý podterm posledního termu.Libovolné øezy termu t nejsou obecnì podtermy termu t, ale mohou být vyjádøenyjako souèiny podtermù. Popí¹eme tuto korespondenci pøesnìji:De�nice: Pro � adresu je levá hrana adresy � koneèná posloupnost (10; : : : ; p0), kde1; � � � ; p je <-sestupný výèet pøedpon , které splòují 1 v �.Kapitola 4 Identity LD, I, LI a jejich expanze 159



Sekce 3 Øezy termu 161x1 x2x3 x4x5 x1x2 x3 x1x2 x4x1 x5�!
Obrázek 4.3: Term x1�x2�x3 lze nalézt jako levý podterm LD-expanze termu x1�(x2 � x3 � x4) � x5.Napøíklad levá hrana adresy 010011 je posloupnost (00; 01000; 010010). Vidíme in-dukcí, ¾e délka levé hrany adresy � je rovna poètu 1 v �. Nyní je øez v � roven souèinupodtermù pøíslu¹ejících levé hranì adresy �. Pøipomínáme, ¾e chybìjící závorky znamenajíuzávorkování napravo.Lemma 4.27 [12] Nech» je t term a � adresa v kostøe termu t. Buï (�1; : : : ; �p) leváhrana adresy �. Pak platícut(t; �) = sub(t; �1) � � � � � sub(t; �p) � sub(t; �); (4.16)cut(t; �) LD= cut(t; �1) � � � � � cut(t; �p) � cut(t; �): (4.17)Následující tvrzení vyjadøuje rozdíl mezi sousedními øezy:Tvrzení 4.28 [12] Nech» je t term a � nekoncová adresa obrysu termu t. Oznaème �+bezprostøedního následníka adresy � v obrysu termu � a x promìnnou, která se objevujev t na adrese �+. Pøedpokládejme cut(t; �) = t1 �� � � �tp. Pak platí cut(t; �+) = t1 �� � ��tp �x.Nyní se studium øezù v pøípadì identity LD hodnì li¹í od studia øezù v pøípadì LDI,jednodu¹e proto, ¾e vLD je èásteèné uspoøádání. To je dùvod, proè u¾ nebudeme uva¾ovatpøípad LD, ale pouze pøípady LDI a LDLI. Od teï pou¾íváme symbol 5 pro jeden z tìchtodvou systémù. De�nujeme pro ka¾dý term tmno¾inu Cut5(t) a doká¾eme, ¾e tato mno¾inasestává pøesnì ze v¹ech øezù termù 5-ekvivalentních s t.De�nice: Pro term t, de�nujeme mno¾iny CutLDI(t) a CutLDLI(t) jako nejmen¹í mno¾inytermù, které splòují:- ka¾dý øez termu t nále¾í do Cut5(t);- ka¾dý term s0 5-ekvivalentní termu s z Cut5(t) nále¾í do Cut5(t);- buïte s; s0 dva termy z CutLDI(t); pokud existuje term t0 v CutLDI(t), jeho¾ je s øezv adrese � a s0 je øez v adrese �0 a pokud platí � > �0, pak term s � s0 nále¾í do CutLDI(t);- buïte s; s0 dva termy z CutLDLI(t); pokud existuje term t0 v CutLDLI(t), jeho¾ je s øezv nekoncové adrese � a s0 je øez v adrese �0 a pokud platí � > �0, pak term s � s0 nále¾ído CutLDLI(t).Kapitola 4 Identity LD, I, LI a jejich expanze 161



Sekce 3 Øezy termu 163Tvrzení 4.29 Buï t0 term 5-ekvivalentní termu t. Pak ka¾dý øez termu t0 nále¾í domno¾iny Cut5(t).Dùkaz: Tvrzení doká¾eme indukcí podle èísla d5(t; t0). Pro t = t0 je tvrzení evidentní,pøedpokládejme tedy d5(t; t0) = k > 0. Existuje term t00 splòující d5(t; t00) = k � 1a d5(t00; t0) = 1. Pøedpokládejme nejdøíve, ¾e je t0 základní expanzí termu t00 v adrese .Je-li t0 základní LD-expanze termu t00, pak platí pro ka¾dé � v Out(t) podle lemmatu 4.27,cut(t0; �) LD= cut(t00; �) pro � ? ;cut(t0; �) = cut(t00; 0�) pro � = 00�;cut(t0; �) = cut(t00; 10�) pro � = 01�;cut(t0; �) LD= cut(t00; 10) � cut(t00; 0�) pro � = 10�;cut(t0; �) LD= cut(t00; �) pro � = 11�:Je-li t0 základní I-expanze termu t00, pak platí pro ka¾dé � v Out(t)cut(t0; �) I= cut(t00; �) pro � ? ;cut(t0; �) I= cut(t00; �) pro � = ;cut(t0; �) = cut(t00; �) pro � = 0�;cut(t0; �) LD= cut(t00; ) � cut(t00; �) pro � = 1�:Je-li t0 základní LI-expanze termu t00, pak platí pro ka¾dé � v Out(t),cut(t0; �) LI= cut(t00; �) pro � ? ;cut(t0; �) LI= cut(t00; �) pro � = 1�;cut(t0; �) = cut(t00; 0�) pro � = 00�;cut(t0; �) LD= cut(t00; 0) � cut(t00; 0�) pro � = 01�:Pøedpokládejme nyní, ¾e term t00 je základní expanzí termu t v adrese . je-li t0 základníLD-expanze termu t00, pak platí pro ka¾dé � v Out(t)cut(t0; �) LD�! cut(t00; �) pro � ? ;cut(t0; �) = cut(t00; 00�) pro � = 0�;cut(t0; �) = cut(t00; 01�) pro � = 10�;cut(t0; �) LD�! cut(t00; �) pro � = 11�:Je-li t0 základní I-expanzí termu t00, pak platí pro ka¾dé � v Out(t),cut(t0; �) I! cut(t00; �) pro � ? ;cut(t0; �) = cut(t00; 0�) pro � = �:Kapitola 4 Identity LD, I, LI a jejich expanze 163



Sekce 3 Øezy termu 165Je-li t0 základní LI-expanzí termu t00, pak platí pro ka¾dé � v Out(t),cut(t0; �) LI�! cut(t00; �) pro � ? ;cut(t0; �) LI�! cut(t00; �) pro � = 1�;cut(t0; �) = cut(t00; 00�) pro � = 0�:Uvá¾ili jsme v¹echny mo¾nosti. Podle indukèního pøedpokladu v¹echny øezy termu t00nále¾í do Cut5(t00). Uva¾ované øezy cut(t0; �) splòují pravidla de�nice mno¾iny Cut5(t00),a tak patøí také do Cut5(t00).Tvrzení 4.29 dává nutnou podmínku pro to, aby byl term t0 ekvivalentní termu t,pøíklad pøedvedeme pro term x � y:Dùsledek 4.30 De�nujme váhu w(t) termu t z Tx;y následovnì:w(x) = 1; w(y) = �1; w(t1 � t2) = (w(t1) + w(t2))=2 (4.18)Pak ka¾dý term t0 LDI-ekvivalentní termu x � y splòuje nerovnost w(cut(t0; �)) > 0 proka¾dé � v Skel(t0).Dùkaz: Podle tvrzení 4.29 staèí dokázat, ¾e platí w(s) > 0 pro ka¾dé s z CutLDI(x � y).Ovìøme de�nice mno¾iny CutLDI(x �y): ka¾dý øez s z x �y splòuje w(s) > 0; je snadné vidìt,¾e dva LDI-ekvivalentní termy mají stejnou váhu; a pro ka¾dý souèin s � s0 z nerovnostíw(s) > 0 a w(s0) > 0 plyne w(s�s0) > 0. Tak¾e ka¾dý term s z CutLDI(x�y) splòuje w(s) > 0a tím je výsledek dokázán.Pøíklad 4.31 Nech» je t = x �y a t0 = (x �x �y) � (y �x) �y. A» vezmeme jakoukoliv váhu w0dostaneme w0(t) = w0(t0):w0(t0) = p2w0x + p2(1� p)w0x + p(1� p)2w0y + p2(1� p)w0y + p(1� p)2w0x + (1� p)2w0y= p2w0x + p(1� p)w0x + p(1� p)w0y + (1� p)2w0y = pw0x + (1� p)w0y = w0(t):Pøesto, øez termu t0 v 100 je term (x � x � y) � y a máme w((x � x � y) � y) = �1=4. Tak¾epodle dùsledku 4.30, term t0 není LDI-ekvivalentní termu t.Dùsledek 4.32 Buï t0 5-expanze termu t. Buï � adresa z kostry termu t. Pak existujeadresa �0 v Skel(t0) taková, ¾e cut(t0; �0) je 5-expanzí termu cut(t; �).Dùkaz: Staèí se podívat na druhou pùlku dùkazu tvrzení 4.29. Dokazuje se tam, ¾e pokudje term t00 základní 5-expanzí termu t0, pak je cut(t00; �) 5-expanzí termu cut(t0; �0) proadresu �0. Zbytek plyne indukcí.Dokázali jsme, ¾e ka¾dý øez termu t0, který je 5-ekvivalentní termu t nále¾í do Cut5(t).Nyní doká¾eme opaèný smìr, tj. ¾e ka¾dý term Cut5(t) je øezem nìjakého termu 5-ekvivalentního termu t.Kapitola 4 Identity LD, I, LI a jejich expanze 165



Sekce 3 Øezy termu 167Lemma 4.33 Buï s v Cut5(t). Pak existuje term t0 5-ekvivalentní termu t, jeho¾ je søezem.Dùkaz: Lemma doká¾eme indukcí podle délky rozkladu termu s jako souèinu øezù z t.Je-li s øez termu t0 5-ekvivalentní termu t, pak výsledek platí. Pøedpokládejme s = s1 � s2pro s1 a s2 dva øezy termu s3, které splòují indukèní pøedpoklad. Podle tohoto pøedpokladuexistuje term t00 5-ekvivalentní termu t, jeho¾ je s3 øezem. Máme tedy s2 v5 s1 v5 s3 v5t00 5= t. Podle lemmatu 4.25 existuje term s01, LD-expanze termu s1, takový, ¾e term s2 jelevým podtermem termu s01. Podle lemmatu 4.25 existuje term s03, LD-expanze termu s3,takový, ¾e term s01 je levým podtermem termu s03. Podle lemmatu 4.25 existuje term t000,LD-expanze termu t00, takový, ¾e term s03 je levým podtermem termu t000. Nyní platí s2 vs01 v s03 v t000 5= t. Oznaème � adresu podtermu s01 v t000 a �� adresu podtermu s2 v t000.Buï nyní t0 term, který se dostane základní I-expanzí v adrese �. Platícut(t0; �1�) = cut(t000; �) � cut(t000; ��) = s01 � s2 5= s1 � s2 = s:Teï máme evidentnì t0 LDI= t, a tak je výsledek dokázán pro 5=LDI. Uva¾ujme 5=LDLI.Podle de�nice mno¾iny CutLDLI(t) a podle lemmatu 4.25 máme s01 < t000. Pak platí � = 0ppro nìjaké p > 0 a víme, ¾e základní I-expanze v adrese 0p je toté¾ jako LI-expanzev adrese 0p�1. A tak je term t0 LI-ekvivalentní termu t a to konèí dùkaz.Tvrzení 4.34 Následující podmínky jsou ekvivalentní pro dva termy s a t:(i) platí s v5 t;(ii) existuje term t0 s t 5= t0, a �, adresa ez Skel(t0) splòující cut(t0; �) = s;(iii) platí s 2 Cut(t);(iv) platí Cut(s) � Cut(t).Dùkaz: (i)) (ii) Existují termy s0 a t00 s s 5= s0, t 5= t00 a s0 v t0. Term, který se dostanez termu t0 nahrazením podtermu s0 termem s je 5-ekvivalentní termu t. (ii)) (i) plynez lemmatu 4.25. (ii) ) (iii) plyne z lemmatu 4.29. (iii) ) (iv) plyne z lemmatu 4.29a z de�nice mno¾iny Cut(t). (iv)) (iii) je evidentní.Pøíklad 4.35 Mìjme t = ((x � y) � y) � x a t0 = (x � y) � ((y � x) � x). Larue [38] dokázal,¾e tyto dva termy nejsou LDI-ekvivalentní. Platí t = cut(t0; 100) � cut(t0; 00) a tak podletvrzení 4.34 platí t vLDI t0. Není máme t LDI�! (((x � y) � (x � y)) � y) � x (viz obrázek 4.4)a dle de�nice term (((x � y) � (x � y)) � y) � ((x � y) � x) nále¾í do mno¾iny Cut(t). Teïmáme (((x � y) � (x � y)) � y) � x LDI�! ((((x � y) � (x � y)) � y) � (((x � y) � (x � y)) � y)) � x (vizobrázek 4.4) a dle de�nice term ((((x �y) �(x �y)) �y) �((x �y) �x)) �((x �y) �x) nále¾í do Cut(t).Ponìvad¾ je ten poslední term LDI-expanzí termu t0 (viz obrázek 4.5), platí t0 vLDI t, podlevìty 4.34. Tak¾e vidíme, ¾e nemù¾eme dokázat t 6LDI= t0 srovnáním mno¾in Cut(t) a Cut(t0).Uva¾ujme termy t a t0, které se domníváme, ¾e jsou 5-ekvivalentní. Pokud doká¾emestudiem mno¾iny Cut(t), ¾e neplatí t0 v5 t, jako v pøípadì 4.31, víme, ¾e tyto dva termyKapitola 4 Identity LD, I, LI a jejich expanze 167



Sekce 4 @-normální forma 169x y y x �! x yx y y x �!x yx y y x y x y y x
Obrázek 4.4: Expanze termu ((x � y) � y) � x

x y y x x �! x y yx y x x y x �! x yx y y x y x x y xObrázek 4.5: Expanze termu (x � y) � ((y � x) � x)nejsou 5-ekvivalentní. Pokud naopak doká¾eme t0 v5 t jako v pøíkladì 4.35, mù¾emepøípadnì problém vyøe¹it vyjádøením t-@5-normální formy, která je popsána v následujícísekci.4.4 @-normální formaV této sekci dodáme popis øezù termu @5t pro term t. Vyvodíme z toho de�nici t0-@5-normální formy termu t, pokud term t je, modulo 5, iterovaným levým podtermemtermu t0. Jak jméno vypovídá, dva termy t a t0 splòující t v5 t0 a t0 v5 t00 jsou 5-ekvivalentní tehdy a jen tehdy, pokud mají stejnou t0-@5-normální formu. U¾ zde neuva-¾ujeme identitu LD a zajímáme se v této sekci pouze o systémy LDI a LDLI. Na zaèátkusekce pøedvedeme jisté pøípravné výsledky. Zaèneme tvarem øezù stejnomìrné distribuce.Lemma 4.36 [12] Nech» jsou t a t0 dva termy. Obrys termu t0 � t sestává z:- v¹ech adres �0�0 s �0 2 Out(t0) a � 2 Out(t).- v¹ech adres �1 s � 2 Out(t).Pøedpokládejme �0 2 Out(t0), � 2 Out(t) a cut(t; �) = s1 � � � � � sp �x s x promìnnou. Pakplatí cut(t0 � t; �0�0) = (t0 � s1) � � � � � (t0 � sp) � cut(t0; �0);cut(t0 � t; �1) = t0 � cut(t; �):Kapitola 4 Identity LD, I, LI a jejich expanze 169



Sekce 4 @-normální forma 171De�nice [12]: Nech» jsou � a � dvì adresy s � >LR �. Øekneme, ¾e � pokrývá � pokudexistuje adresa  a kladné èíslo q splòující � = 1q a 0 v �. Jinak øekneme, ¾e �odkrývá � a pí¹eme �� �.Napøíklad 1011 pokrývá 1001 a 1010 odkrývá 00. Pokrytí a odkrytí jsou èásteènáuspoøádání. Navíc platí � � , pokud adresa � pokrývá � a odkrývá .De�nice: Buï t term a buïte �1 >LR �2 dvì adresy z Out(t). De�nujeme �ct (�1; �2)jako poèet adres  z Out(t) pokrytých adresou �1 a ostøe vìt¹ích ne¾ �2. De�nujeme�ut (�1; �2) jako poèet adres  z Out(t) splòujících �1 �  > �2. De�nujeme �t(�1; �2)jako poèet adres  z Out(t) ostøe mezi �1 a �2. Pøi této pøíle¾itosti zavedeme dvì virtuálníadresy  ;! splòující  �  �! pro ka¾dé  z Out(t).Vidíme, ¾e platí �t(�1; �2) = �ct (�1; �2) + �ut (�1; �2) pro ka¾dou dvojici �1 >LR �2.Vidíme také, ¾e �ct (�1; ) je poèet adres v Out(t) pokrytých adresou �1, ¾e �ut (�1; ) jepoèet adres v Out(t) odkrytých adresou �1, ¾e �ut (!; �2) je poèet adres v Out(t) ostøevìt¹ích ne¾ �2 a ¾e �ct (!; �2) je rovno 0.Na¹ím prvním cílem je popsat øezy termu @5t pro ka¾dý term t. Zaèneme systémemLDI a doká¾eme, ¾e ka¾dý øez termu @LDIt odpovídá posloupnosti, která se nazývá kaskáda.De�nice: Buï t term. Kaskáda v t je posloupnost ~� dvojic ((�1; a1); : : : ; (�p; ap)) taková,¾e �1; : : : ; �p je ostøe klesající posloupnost adres z Out(t), a a1; : : : ; ap jsou koe�cienty 0nebo 1, pro které z ai = 0 plyne i = p nebo �i � �i+1. Finální kaskáda termu t jekaskáda ((1�; 0)). Pí¹eme Casc(t) pro mno¾inu v¹ech kaskád v t.De�nujeme lexikogra�cké uspoøádání <lex, pro dvì kaskády ~� = ((�1; a1); : : : ; (�p; ap))a ~� = ((�1; b1); : : : ; (�q ; bq)) následovnì:~� <lex ~� , 8><>:�i < �i a �j = �j a aj = bj ; pro nìjaké i 6 p a v¹echna j < i;�i = �i a ai > bi a �j = �j a aj = bj ; pro nìjaké i 6 p a v¹echna j < i;p < q a �j = �j a aj = bj ; pro v¹echna j 6 p; (4.19)Pøíklad 4.37 Buï t term (x � y) � z. V¹echny kaskády termu t, uspoøádané relací <lex,jsou tyto: ((00; 1)), ((00; 0)), ((01; 1)), ((01; 1); (00; 1)), ((01; 1); (00; 0)), ((01; 0)),((1; 1)), ((1; 1); (00; 1)), ((1; 1); (00; 0)), ((1; 1); (01; 1)), ((1; 1); (01; 1); (00; 1)),((1; 1); (01; 1); (00; 0)), ((1; 1); (01; 0)) a ((1; 0)). Posloupnost ((01; 0); (00; 1)) není kaská-dou, proto¾e 01 pokrývá 00.Nyní de�nujeme zobrazení �t z Casc(t) do A. Doká¾eme ní¾e, ¾e �t popisuje bijektivníkorespondenci mezi kaskádami termu t a obrysem termu @LDIt.Kapitola 4 Identity LD, I, LI a jejich expanze 171



Sekce 4 @-normální forma 173De�nice: Buï t term a ~� = ((�1; a1); : : : ; (�p; ap)) kaskáda termu t.(i) De�nujeme pro ka¾dé 1 6 i < p,�i(t; ~�) = 2 � (�ut (�i; �i+1) + ai�ct (�i; �i+1)) + ai+1: (4.20)Roz¹íøíme de�nici také pro i = 0 a pro i = p polo¾ením �0 =!, �p+1 = a a0 = ap+1 =0.(ii) De�nujeme pro ~� nekoncovou�t(~�) = 0�0(t;~�)�1(10�1(t;~�))(10�2(t;~�)) � � � (10�p�1(t;~�))01j�pj1+1�ap ; (4.21)�+t (~�) = 0�0(t;~�)�1(10�1(t;~�))(10�2(t;~�)) � � � (10�p�1(t;~�))(10�p(t;~�)); (4.22)a pro ~� koncovou de�nujeme �t(~�) = 1j�1j+1.V¹imnìme si, ¾e �t(~�) pro ~� koncovou je vlastnì také de�nováno vzorcem (4.21): platí�t(~�) = 1j�1j+1 = 0�101j�1j1+1�0 = 0�0(t;~�)�101j�1j1+1�a1 :Mù¾eme koneènì popsat tvar øezù termu @LDIt.Tvrzení 4.38 (i) Pro ka¾dý term t je zobrazení �t monotónní bijekce z mno¾iny Casc(t)uspoøádané relací >lex na mno¾inu Out(@LDIt) uspoøádanou relací >LR. Pro ~� nekoncovoukaskádu je bezprostøední následník adresy �t(~�) v obryse termu @LDIt adresa �+t (~�).(ii) Nech» je ~� = ((�1; a1); : : : ; (�p; ap)) kaskáda termu t. Pak platí:cut(@LDIt; �t(~�)) = @a1 cut(t; �1) � � � � � @ap cut(t; �p) (4.23)a pro ~� nekoncovou platícut(@LDIt; �+t (~�)) = @a1 cut(t; �1) � � � � � @ap cut(t; �p) � x (4.24)kde @0 znamená @LDI, @1 znamená @LDLI a x je promìnná.Dùkaz: Nejdøíve zavedeme oznaèení: pro ~� = ((�1; a1); : : : ; (�p; ap) kaskádu a  adresupí¹eme ~� pro ((�1; a1); : : : ; (�p; ap)). Buï ~� = ((�1; b1); : : : ; (�q; bq)) jiná kaskáda.Oznaèíme ~�_~� spojenou posloupnost ((�1; a1); : : : ; (�p; ap); (�1; b1); : : : (�q ; bq)). Je evi-dentní, ¾e je ~� kaskáda a ¾e ~�_~� je kaskáda tehdy a jen tehdy, pokud platí buïto ap = 1a �p > �1, anebo ap = 0 a �p � �1.Tvrzení doká¾eme indukcí podle t. Kdy¾ je t promìnná, máme jen dvì kaskády v t, a to((�); (1)) a ((�); (0)). Zobrazení �t je posílá na 0 a 1 postupnì, co¾ jsou obì vnìj¹í adresytermu @LDIt. Tak¾e tvrzení platí. Pøedpokládejme t = t1 � t2. Dle de�nice jsou kaskádytermu t tøech typù:- 1~_0~�, s ~� kaskádou termu t1 a ~ nekoncovou kaskádou termu t2;- 1~, s ~ kaskádou termu t2;- 0~�, s ~� kaskádou termu t1.Kapitola 4 Identity LD, I, LI a jejich expanze 173



Sekce 4 @-normální forma 175Nech» je nejdøív ~� nekoncová kaskáda termu t1 a ~ nekoncová kaskáda termu t2. Proka¾dé �2 v Out(t2) a �1 v Out(t1) platí�ut (1�2; 0�1) = �ut2(�2; ) + �ut1(!; �1);�ct (1�2; 0�1) = �ct2(�2; ) = �ct2(�2; ) + �ct1(!; �1);co¾ bude platit i pro �2 =! nebo �1 = . Pou¾itím de�nice zobrazení �t dostaneme�t(1~_0~�) = �+t2(~)0�t1(~�); �+t (1~_0~�) = �+t2(~)0�+t1(~�);kde druhá rovnost platí pouze pro ~� nekoncovou. S podobným oznaèením dostaneme�t(1~) = �t2(~)1; �+t (1~) = �+t2(~)02m1 ;�t(0~�) = 02m2�t1(~�); �+t (0~�) = 02m2�+t1(~�);kde me znaèí �te( ;!).Buï nyní ((1q); (0)) koncová kaskáda termu t1. Pak pro ka¾dou ~, nekoncovou kaskádutermu t2, dostaneme�+t (1~_((01q); (0))) = �+t2(~)1; �+t (((01q); (0))) = 02m2�11;�t((01q); (0)) = 02m21q+1 = 02m2�t1(((1q); (0))):Nakonec buï ((1q); (0)) koncová kaskáda termu t2. Pak je ((1q+1); (0)) koncová kaskádatermu t a platí �t(((1q+1); (0))) = 1q+2 = �t2(((1q); (0)))1:Vyvodíme z toho, ¾e obraz zobrazení �t sestává ze v¹ech posloupností �+t2(~)0�t1(~�)pro ~� kaskádu termu t1 a ~ nekoncovou kaskádu termu t2, doplnìnou v¹emi posloup-nostmi �+t2(~)1 s ~ nekoncovou kaskádou termu t2 a v¹emi posloupnostmi 02m2�t(~�) s ~�kaskádou termu t1. Indukèní pøedpoklad øíká, ¾e mno¾ina v¹ech posloupností tvaru �+t2s ~ nekoncovou kaskádou je obrys termu @LDIt2 bez adresy 0�, a ¾e mno¾ina posloupnostíve tvaru �t1(~�) s ~� kaskádou termu t1 tvoøí obrys termu @LDIt1. Tak¾e podle lemmatu 4.36je obraz �t obrysu termu @LDIt1 � @LDIt2, co¾ je @LDIt. Podobný argument doká¾e, ¾e obrazzobrazení �+t je obrys termu @LDIt bez adresy 0�.Podle de�nice platí �t(~�) < �+t (~�) pro ka¾dou nekoncovou adresu termu t. Navíc�t(~�) a �+t (~�) mají tvar 01� a 10� postupnì. Tak¾e ¾ádná adresa � nemù¾e splòovat�t(~�) < � < �+t (~�). To dokazuje, ¾e �+t (~�) je bezprostøední následník adresy �t(~�)v obryse termu @LDIt.Nakonec platí následující vztahy podle indukce:- �t(0~�) < �t(1~) < �t(1~_0~�) pro ~� kaskádu termu t1 a ~ kaskádu termu t2;- �t(1~_0~�) < �t(1~0_0~�0) pro ~�; ~�0 kaskády termu t1 a ~ <lex ~0 kaskády termu t2;- �t(1~_0~�) < �t(1~_0~�0) pro ~� <lex ~�0 kaskády termu t1 a ~ kaskádu termu t2.Zobrazení �t je tedy rostoucí, ponìvad¾ dle indukèního pøedpokladu jsou zobrazení �t1a �t2 rostoucí. To ukonèuje dùkaz bodu (i).Kapitola 4 Identity LD, I, LI a jejich expanze 175



Sekce 4 @-normální forma 177(ii) Nech» jsou nyní ~� kaskáda termu t1 a ~ kaskáda termu t2, oznaème kaskády~� = ((�1; : : : ; �q); (b1; : : : ; bq)) a ~ = ((1; : : : ; r); (c1; : : : ; cr)). Pak �t(1~_0~�), co¾ je�+t2(~)0�t1(~�), nále¾í do obrysu termu @LDIt. Lemma 4.36 dávácut(@LDIt; �t(1~_0~�)) = cut(@LDIt1 � @LDIt2; �+t2(~)0�t1(~�))= (@LDIt1 � s1) � � � � � (@LDIt1 � sm) � cut(@LDIt1; �t(~�));kde cut(@LDIt2; �+t (~)) má být roven s1 �� � ��sm �x pro nìjakou promìnnou x. Dle indukèníhopøedpokladu platí m = r a sk = @ck cut(t2; k) pro k 6 r. Pou¾ijeme cut(t; 1k) =t1 � cut(t2; k) a @ck cut(t; 1k) = @LDIt1 � @ck cut(t2; k) a naleznemecut(@LDIt; �t(1~_0~�)) = @c1 cut(t; 11)�� � ��@cr cut(t; 1r)�@b1 cut(t; 0�1)�� � ��@bq cut(t; 0�q);co¾ je vzorec (4.23). Pøípad kaskády 0~� samotné je podobný.Uva¾ujme nyní pøípad 1~, kde ~ = ((1; : : : ; r); (c1; : : : ; cr)) je kaskáda termu t2. Pakplatí �t(1~) = �t(~)1 a podle lemmatu 4.36,cut(@LDIt; �t(1~)) = cut(@LDIt1 � @LDIt2; �+t2(~)1) = @LDIt1 � cut(@LDIt2; �+t2(~)):Podle indukèního pøedpokladu platí cut(@LDIt2; �+t2(~)) = @c1 cut(t2; 1)�� � ��@cr cut(t2; r),a tak dostanemecut(@LDIt; �t(1~)) = @LDIt1 � (@c1 cut(t2; 1) � � � � � @cr cut(t2; r))= (@LDIt1 � @c1 cut(t2; 1)) � � � � � (@LDIt1 � @cr cut(t2; r))= (@c1(t1 � cut(t2; 1))) � � � � � (@cr(t1 � cut(t2; r)))= @c1 cut(t; 11)) � � � � � @cr cut(t; 1r));co¾ dává znovu vzorec (4.23).Jeliko¾ je �+t (~�) následník adresy �t(~�) v obryse termu @LDIt, vzorec (4.24) dostanemepou¾itím tvrzení 4.28.Tento výsledek o øezech termu @LDIt nám umo¾òuje okam¾itì formulovat podobný vý-sledek pro @LDLIt.De�nice: Buï t term a buï ~� = ((�1; a1); : : : ; (�p; ap)) kaskáda termu t. Øekneme, ¾e ~�je men¹í kaskáda termu t, pokud platí ~� 6lex ((1�; 1)). Mno¾ina v¹ech men¹ích kaskádtermu t se znaèí casc(t).Tvrzení 4.39 (i) Pro ka¾dý term t je zobrazení �t monotónní bijekcí z mno¾iny casc(t)uspoøádané relací >lex na mno¾inu Out(@LDLIt) uspoøádanou relací >LR.(ii) Nech» je ~� = ((�1; a1); : : : ; (�p; ap)) men¹í kaskáda termu t. Pak platí:cut(@LDLIt; �t(~�)) = @a1 cut(t; �1) � � � � � @ap cut(t; �p);kde @0 znaèí @LDI a @1 znaèí @LDLI.Kapitola 4 Identity LD, I, LI a jejich expanze 177



Sekce 4 @-normální forma 179Dùkaz: Platí @LDIt = @LDLIt � @LDLIt, podle lemmatu 4.6. Tak¾e, pokud vezmeme adresu �z Out(@LDLIt), adresa 0� nále¾í do Out(@LDIt) a platí cut(@LDLIt; �) = cut(@LDIt; 0�). Prokaskádu ~� termu t adresa �t(~�) zaèíná èíslem 0 tehdy a jen tehdy, je-li � men¹í. Zbytekplyne z tvrzení 4.38.Pøíklad 4.40 Nech» je t = x � (y � z). Term @LDIt je nakreslen na obrázku 4.6. Uva-¾ujme napøíklad kaskádu ~� = ((01; 0); (0; 1)). Platí �t(~�) = 0100 a øez cut(@LDIt; �t(~�))je @LDI(x � y) � @LDLI(x). Uva¾ujme nyní kaskádu ~� = ((1; 1); (01; 0)). Máme �t(~�) = 1011a øez cut(@LDIt; �t(~�)) je @LDLIt � @LDI(x � y).
x x y x x y x x z x x y x x y x x zObrázek 4.6: Term @LDIx � (y � z):Lemma 4.41 Pro ka¾dý term t a ka¾dé k platí @kLDLIt v @kLDIt.Dùkaz: Dùkaz provedeme indukcí podle k. Výsledek je triviální pro k = 0. Pøedpo-kládejme k > 0. Podle indukèního pøedpokladu existuje l takové, ¾e platí @k�1LDLI t =sub(@k�1LDI t; 0l). Tak¾e máme @k�1LDLI t = cut(@k�1LDI t; 0l1�). Platí �@k�1LDI t((0l1�; 1)) = 0l01� pronìjaké l0. Tak¾e dostaneme cut(@kLDIt; 0l01�) = @LDLI cut(@k�1LDI t; 0l1�) = @kLDLIt a term @kLDLIt jeiterovaným levým podtermem termu @kLDIt.Nyní, kdy¾ umíme vyjádøit øezy termu @5t v závislosti na øezech termu t, mù¾emede�novat t0-@5-normální formu:De�nice: Buï t0 term. Pro k > 0 øekneme, ¾e term t je t0-@5-normální term stupnì k,pokud je t øezem termu @k5t0 v adrese � a ¾ádný øez termu @k5t0 v adrese � <LR � není 5-ekvivalentní termu t. Navíc, pro k > 0, vy¾adujeme, aby ¾ádný øez termu @k�15 t nebyl5-ekvivalentní termu t.Pøíklad 4.42 Buï t0 = x � (y �z). Termy t0-@LDI-normální stupnì 0 jsou x, x �y a x � (y �z).Termy t0-@LDI-normální stupnì 1 jsou ((x � x) � y) � x, @LDLIt0 � x, @LDLIt0 � (x � x) � y a @LDLIt0 �((x � x) � y) � x.Okam¾itì dostaneme jednoznaènost @-normální formy:Tvrzení 4.43 Buï t0 term. Pak ka¾dý term t s t v5 t0 je 5-ekvivalentní jedinému t0-@5-normálnímu termu.Kapitola 4 Identity LD, I, LI a jejich expanze 179



Sekce 4 @-normální forma 181Dùkaz: Podle tvrzení 4.34 existuje term t00, 5-ekvivalentní termu t0, takový, ¾e t jeøezem termu t00. Podle tvrzení 4.12 existuje k takové, ¾e term @k5t0 je expanzí termu t00.Pak, podle dùsledku 4.32 existuje øez termu @k5t0, který je 5-ekvivalentní termu t. Tak¾et0-@5-normální term, který je 5-ekvivalentní termu t0, existuje a jeho jednoznaènost jeevidentní.V pøípadì nejsou LD ¾ádné dva z øezù termu @LDt pro nìjaké t LD-ekvivalentní, co¾ nenípravdou v pøípadì LDI: Mìjme ~� = ((�1; a1); : : : ; (�p; ap)) a ~�0 = ((�1; a01); : : : ; (�p; a0p))kaskády termu t0; tyto kaskády se li¹í pouze koe�cienty. Øez termu @LDIt0 v �(~�) je LDI-ekvivalentní øezu v adrese �(~�0). Tak¾e podmínka na minimalitu adresy øezu v de�nicit0-@5-normálního termu je nutná. Bohu¾el mù¾eme také dostat LDI-ekvivalentní øezyz kaskád, jejich¾ posloupnosti adres nejsou rovny: buï t0 = (x � y) � x a buïte ~� =((01; 1); (00; 1)) a ~� = ((1; 1)). Pak platí cut(@LDIt0; �(~�)) = ((x � x) � y) � x a tento øezje LDLI-ekvivalentní termu t0, a tak také øezu cut(@LDIt0; �(~�)). Nemù¾eme tedy øíci, ¾e5-ekvivalentní øezy mají stejný pùvod. Nicménì je pøesto mo¾né, ¾e 5-ekvivalentní øezytermu @k5t0 mají nìco spoleèného:Domnìnka 4.44 Buï t0 term a k pøirozené èíslo. Pak je ka¾dý øez t termu @k5t0 5-expanzí t0-@5-normálního termu, který je 5-ekvivalentní termu t.Tvrzení 4.43 øíká, ¾e ka¾dý term t splòující t v5 t0 je ekvivalentní t0-@5-normálnímutermu. Ale toto tvrzení není efektivní v tom smyslu, ¾e neøíká, jak nalézt hledaný t0-@5-normální term. Jistý zpùsob pøesto existuje, platí-li domnìnka 4.44:Tvrzení 4.45 Buïte t a t0 dva termy splòující t v5 t0. Je-li domnìnka 4.44 správná,pak existuje algoritmus, který nalezne t0-@5-normální term 5-ekvivalentní termu t.Dùkaz: Podle toho, co jsme øekli v dùkaze tvrzení 4.43, existuje k takové, ¾e øez @k5t0 je5-expanzí termu t. Umíme rozhodnout, zda je term t0 5-expanzí termu t. Tak¾e projdemev¹echna k a v¹echny øezy termù @k5t0 a¾ do chvíle, ne¾ nalezneme k a øez t0 termu @k5t0,který je 5-expanzí termu t. Nyní je term t0 kandidát na t0-@5-normalitu.Buï t0 øez mocniny @k5t0 v adrese �, který je kandidátem na t0-@5-normalitu. Podledomnìnky 4.44 staèí provìøit, ¾e v¹echny øezy termu @k5t0 v adresách � s � >LR � stejnìjako v¹echny øezy termù @l5t0 s l < k nemohou být 5-expandovány do termu t0. Pokudje tomu tak, pak term t0 je t0-@5-normální. Pokud nalezneme term t00 s t00 5! t0, pak jeterm t00 novým kandidátem na t0-@5-normalitu. Jeliko¾ je tøeba provìøit pouze koneènémno¾ství øezù, algoritmus musí najít t0-@5-normální term, který je 5-ekvivalentní termu t.Kapitola 4 Identity LD, I, LI a jejich expanze 181



Sekce 4 @-normální forma 183Pokud dva termy t a t0 splòují t v5 t0 a t0 v5 t0, pro nìjaký term t0, pak mají stejnounormální formu. Pokud je domnìnka 4.44 pravdivá, pak mù¾eme tyto normální formy najítalgoritmem. Dùle¾ité je tedy umìt nalézt takový prvek t0 a umìt dokázat t0 v5 t0. Prvníotázka není tak slo¾itá mù¾eme vzít napøíklad t0 = t a okam¾itì dostaneme t v5 t0. Na to,abychom dokázali druhou otázku, mù¾e pomoci tvrzení 4.34, tak jako v pøíkladì 4.35, aleobecný algoritmus není dosud znám.
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Kapitola 5Geometrické monoidyV této sekci studujeme geometrické monoidy, pøístup, který umo¾nil vyøe¹it problémslov v pøípadì LD (viz [12]). Identitám levé distributivity a idempotence jsou zde pøi-dru¾eny operátory, které urèují, která z identit se aplikuje a na kterém podtermu. Tytooperátory se mohou pøirozenì skládat a dostane se monoid zvaný geometrický monoid.Studujeme zde geometrické monoidy pro LDI a pro LDLI a popí¹eme jisté relace, kteréplatí v tìchto monoidech. Poté de�nujeme syntaktické monoidy jako monoidy, které spl-òují základní relace geometrických monoidù. Doká¾eme, ¾e tyto monoidy splòují v¹echnyvlastnosti geometrických monoidù a navíc, ¾e syntaktický monoid LDLI je s levým kráce-ním a ¾e jeho uspoøádání levou dìlitelností tvoøí svaz.V sekci 1 de�nujeme LDI-operátory a pøedvedeme jisté základní výsledky, týkající setìchto operátorù. V sekci 2 odvodíme seznam relací platných v geometrických monoidechLDI a LDLI. Tyto výsledky se pou¾ijí v sekci 3 pro de�nování syntaktických monoidùa dùkaz jejich vlastností. V sekci 4 studujeme syntaktický monoid LDLI.5.1 LDI-operátoryV této sekci zavedeme operátory, které odpovídají postupným aplikacím identit LD a I.Poté pøineseme pøípravné výsledky týkající se monoidù generovaných tìmito operátory.Sledujeme metodu pou¾itou v [12] pro LD-operátory.Pøipomínáme, ¾e TX vyznaèuje mno¾inu v¹ech termù s promìnnými v X . De�nujemenejdøíve operátory odpovídající základním expanzím.De�nice: Pro ka¾dou mno¾inu X a ka¾dou adresu �, de�nujeme d�;X (respektive i�;X)jako èásteènou funkci z TX do TX , která posílá ka¾dý term t na jeho základní LD-expanziKapitola 5 Geometrické monoidy 185



Sekce 1 LDI-operátory 187(jeho základní I-expanzi) v adrese �, pokud ona existuje.Operátor i�;X má akci na termu t tehdy a jen tehdy, pokud � nále¾í do kostry termu t;v tom pøípadì se term t � i�;X dostane z t nahrazením podtermu sub(t; �) termemsub(t; �) � sub(t; �). Operátor d�;X má akci na termu t tehdy a jen tehdy, pokud jepodterm sub(t; �) de�nován a je ve tvaru t1 � (t2 � t3). V tom pøípadì se term t � d�;Xdostane z t nahrazením podtermu sub(t; �) termem (t1 � t2) � (t1 � t3). Pokud je mno¾ina Xpodmno¾inou mno¾iny X 0, pak je ka¾dý operátor d�;X restrikcí operátoru d�;X0 na mno-¾inu TX . Vidíme tedy, ¾e pro term t jeho obraz operátorem d�;X nezále¾í na mno¾inì Xa to je dùvod, proè nebudeme psát index X tam, kde nehraje ¾ádnou roli.Pøíklad 5.1 Uva¾ujme t = x1 � x2 � x3 � x4 (viz obrázek 5.1). Tento term nále¾í do de�-nièního oboru operátorù d�, d1, i�, i0, i1, i10, i11, i110 a i111.x1 x2 x3 x4 x1 x2 x3 x2 x4d1 : 7!x1 x2 x3 x4 x1 x2x3 x4x2x3 x4i1 : 7!
Obrázek 5.1: Operátory d1 a i1 a jejich akce na termu x1 � x2 � x3 � x4.Nede�novali jsme zde, co to je LI-operátor. Ve skuteènosti jej není tøeba, pokud siv¹imneme, ¾e základní LI-expanze v adrese � je základní I-expanzí v adrese �0.De�nice: BuïteALD aAI dvì disjunktní kopie mno¾iny adresA. OznaèímeALDI mno¾inuALD[AI a, pro ka¾dé � vALDI, de�nujeme di� buïto jako d�, pokud � nále¾í doALD, anebojako i�, pokud � nále¾í do AI. Oznaèíme té¾ ALI podmno¾inu mno¾iny AI de�novanoujako f� 2 AI; 9 : � = 0g a oznaèíme ALDLI mno¾inu ALD [ALI.Následující lemma plyne okam¾itì z de�nice operátorù:Lemma 5.2 Pro ka¾dou adresu � zALDI je operátor di� èásteèné prosté zobrazení do TX ;jeho inverzem je operátor di�1� de�novaný jako di� se zamìnìnými rolemi termù t1(t2 � t3)a (t1 � t2) � (t1 � t3), respektive t1 a t1 � t1.Pou¾íváme znovu symbol 5 pro oznaèení systémù identit LD, LDI nebo LDLI.Kapitola 5 Geometrické monoidy 187



Sekce 1 LDI-operátory 189De�nice: Pro X neprázdnou mno¾inu je geometrický monoid 5 pøíslu¹ný mno¾inì Xde�nován jako monoid G5;X generovaný operátory di�1�;X s � v A5 a jejich skládáním.Analogicky de�nujeme kladný geometrický monoid jako monoid G+5;X generovaný operá-tory di�;X s � v A5.Monoid G5;X není grupou, proto¾e zobrazení di�1�;X Ædi�;X není obecnì identickýmzobrazením na TX , je pouze identitou na de�nièním oboru operátoru di�;X .Bijekce mezi X a X 0 generuje izomor�smus mezi monoidy G5;X a G5;X0 , a tak mo-noid G5;X odvisí pouze od mohutnosti mno¾iny X . Lze dokázat, ¾e G5;X neodvisí ani odmohutnosti mno¾iny X , ale to zde nebudeme dìlat, nebo» dùkaz tohoto je úplnì stejnýjako obdobný dùkaz pro geometrický monoid LD v [12]. S vìdomím tohoto u¾ nebudemepou¾ívat indexy X v di�, G5 a G+5 .Dle de�nice jsou prvky monoidu G+5 koneèné souèiny operátorù di�, tak¾e jsou vetvaru di�p Æ � � � Æ di�2 Ædi�1 :Takovéto prvky se dají vyjádøit jako koneèné posloupnosti adres z A5, tj. pomocí slovna A5. Oznaèíme A�5 mno¾inu tìchto slov. Souèin dvou slov u a v je konkatenace tìchtoslov, znaèená uv nebo u � v. Ponìvad¾ budeme pracovat se slovy nad mno¾inou adres, jenutné psát teèku, abychom se vyhnuli nejednoznaènosti: posloupnost 0 � 10 � � je slovodélky 3 na A�. Pí¹eme symbol " pro prázdné slovo.Pøedpokládáme, ¾e operátory di� mají akci napravo, tj. ¾e se operátory skládají zlevanapravo. Tak¾e, abychom nezamìòovali skládání napravo se skládáním Æ, jeho¾ smìr jezprava nalevo, pou¾íváme symbol �.De�nice: Pro �1 � � � � � �p z A�5, je operátor diu de�nován jako di�1 � � � � � di�p , tj.jako di�p Æ � � � Æ di�1 . Operátor di" je de�nován jako identita.Uva¾ujme nyní monoid G5. Jeho prvky jsou ve tvarudie1�1 � die2�2 � � � � � diep�ps �i v A5 a ei = �1, pro i mezi 1 a p. Abychom zapsali takovýto souèin, je pøirozenézavést formální inverz ��1 adresy � z A5. Oznaèíme A�15 mno¾inu formálních inverzùadres z A5, a A�15 mno¾inu A5 [A�15 .De�nice: Pro w = �e11 � � � � � �epp v (A�15 )�, je operátor diw de�nován jako souèin die1�1 �� � � � diep�p .Prvky monoidu A�5 se nazývají kladná slova a prvky monoidu (A�15 )� se nazývajíprostì slova.De�nice: Pro term t a slovo w z (A�15 )�, je term t � w de�nován jako obraz termu t pøizobrazení diw, pokud existuje.Kapitola 5 Geometrické monoidy 189



Sekce 1 LDI-operátory 191Pøíklad 5.3 Uva¾ujme diw = i10 � d� � i�101 . Je snadné nahlédnout, ¾e term x �y �z nále¾ído de�nièního oboru operátoru diw a ¾e obraz termu x � y � z pøi diw je term (x � y) � x � z,jak vidíme na obrázku 5.2.x y z x y y z x y yx z x y x z7�! 7�! 7�!i10 d� i�101Obrázek 5.2: Akce operátoru i10 � d� � i�101 na termu x � y � z.Dle de�nice máme vztah t � w 5= t pro ka¾dé slovo w z (A�15 )�, pokud t nále¾ído de�nièního oboru termu diw. Platí té¾ vztah t � u 5! t pro ka¾dé kladné slovo uz A�5, pokud t nále¾í do de�nièního oboru termu diu. Obì tyto implikace jsou vlastnìekvivalencemi:Tvrzení 5.4 Buïte t a t0 dva termy z TX .(i) Termy t a t0 jsou 5-ekvivalentní tehdy a jen tehdy, pokud nìjaký operátor z G5 posílá tna t0, tzn. pokud platí t0 = t � w pro nìjaké slovo w na A�15 .(ii) Term t je 5-expanzí termu t tehdy a jen tehdy, pokud nìjaký operátor z G+5 posílá tna t0, tzn. pokud platí t0 = t � u pro nìjaké slovo u na A5.Dùkaz: Dle de�nice základní odpovídají 5-expanze akci operátorù di� s � v A5. Provéstk-5-expanzi znamená provést k po sobì jsoucích základních 5-expanzí a tyto odpovídajíslovùm délky k na A5. Stejnì tak jsou dva termy t a t0 5-ekvivalentní tehdy a jen tehdy,pokud existuje posloupnost t = t0; : : : ; tk = t0 termù taková, ¾e dva sousední termy jsouzákladní 5-expanze jeden druhého. Tato posloupnost odpovídá slovu w délky k na A�15a operátor diw posílá t na t0.Podle tvrzení 5.4 je studium relace 5= na TX ekvivalentní studiu monoidu G5;X a stu-dium relace I! na TX je ekvivalentní studiu monoidu G+5;X . Výhoda monoidového pøístupuje, ¾e umo¾òuje pøesnìj¹í analýzu.V dal¹ím textu popí¹eme de�nièní obor operátorù. Tyto výsledky se pou¾ijí v druhésekci pro dùkaz relací v geometrických monoidech. Nedodáme pøesné dùkazy tìchto vý-sledkù, nebo» jsou stejné jako dùkazy analogických tvrzení v [12].De�nice: Øekneme, ¾e term t z Tfx1;x2;:::;xng je kanonický, pokud promìnné termu t,uspoøádané podle jejich prvního výskytu vlevo, jsou x1; x2; : : :. Øekneme, ¾e term t jelineární, pokud se ¾ádná promìnná neobjevuje dvakrát v t. Øekneme, ¾e je substitucelineární, pokud je pro ka¾dou promìnnou z term h(z) lineární a navíc promìnné, které seobjeví v h(z) jsou disjunktní s tìmi, které se objeví v h(y) pro y 6= z.Vidíme, ¾e pro ka¾dý term t, existuje právì jeden lineární kanonický term, který mástejnou kostru jako t.Kapitola 5 Geometrické monoidy 191



Sekce 1 LDI-operátory 193De�nice: Buï (s; s0) dvojice termù z TX . Pro ka¾dou substituci h øekneme, ¾e dvo-jice (sh; s0h) je instancí dvojice (s; s0).Lemma 5.5 Pro ka¾dou adresu � zALDI existuje dvojice (tL� ; tR� ) kanonických termù z TXtakových, ¾e operátor di� posílá t na t0 tehdy a jen tehdy, kdy¾ je dvojice (t; t0) instancídvojice (tL� ; tR� ). Navíc je term tL� lineární.Pøedchozí výsledek implikuje, ¾e term t nále¾í do de�nièního oboru termu di� tehdya jen tehdy, pokud je kostra termu t dost veliká:Lemma 5.6 (i) Term t nále¾í do de�nièního oboru operátoru d� tehdy a jen tehdy,pokud adresa �10 nále¾í do kostry termu t.(ii) Term t nále¾í do de�nièního oboru operátoru i� tehdy a jen tehdy, pokud adresa �nále¾í do kostry termu t.(iii) Term t nále¾í do de�nièního oboru operátoru d�1� tehdy a jen tehdy, pokud adresy �10a �00 nále¾í do kostry termu t a platí sub(t; �00) = sub(t; �10).(iv) Term t nále¾í do de�nièního oboru operátoru i�1� tehdy a jen tehdy, pokud adresa �1nále¾í do kostry termu t a platí sub(t; �0) = sub(t; �1).Tvrzení 5.7 (i) Pro ka¾dé slovo w naA�1LDI je buïto operátor diw prázdný, anebo existujejednoznaèná dvojice (tLw; tRw) kanonických termù z TX takových, ¾e operátor diw posíláterm t na term t0 tehdy a jen tehdy, pokud je dvojice (t; t0) instancí dvojice (tLw; tRw).(ii) Pro ka¾dé slovo u na ALDI, je operátor diu neprázdný a term tLu je lineární; v tomtopøípadì term t nále¾í do de�nièního oboru operátoru diu tehdy a jen tehdy, pokud jekostra termu t podmno¾inou kostry termu tLu .Pøíklad 5.8 Existují LDI-operátory, jejich¾ de�nièní obor je prázdný. Uva¾ujme napøí-klad operátor i� � i1 � i�1� . Operátor i��1 posílá ka¾dý term t na term t � t � t. Podlelemmatu 5.6 term t � t � t nenále¾í do de�nièního oboru operátoru i�1� , proto¾e se jeho levýpodterm li¹í od jeho pravého podtermu. Tak¾e operátor i��1���1 je prázdný.Pøíklad 5.9 Dvojice (tLw; tRw) pro diw = d� � i�10 � d1 je pøedstavena na obrázku 5.3.Popis, jak najít tyto termy je dán v [12].x1 x1 x2 x3 x1 x1 x2 x1 x3Obrázek 5.3: Dvojice (tLw; tRw) pro diw = d� � i�10 � d1.Pøedchozí výsledek mù¾e být zobecnìn pro pøípad více operátorù.Kapitola 5 Geometrické monoidy 193



Sekce 2 Relace v geometrických monoidech 195Tvrzení 5.10 Buïte w1; : : : ; wm slova na A�1LDI . Pak je prùnik de�nièních oborù operá-torù diw1 ; : : : ;diwm buïto prázdný, anebo se jedná o mno¾inu v¹ech substituentù jed-noznaèného kanonického termu tLw1;:::;wm . Jsou-li w1; : : : ; wm kladná slova, pak nastanedruhý pøípad a term tLw1;:::;wm je lineární.5.2 Relace v geometrických monoidechV této sekci studujeme relace v geometrických monoidech LDI a LDLI a nalezneme tøidruhy relací. Díky tìmto relacím odvodíme vztah mezi LDI-ekvivalencí a LDLI-ekvivalencí.Dùkaz se hodnì podobá tomu pro LD, ale je tøeba jej zde udìlat, proto¾e nevíme a priori,zda operátory i splòují stejné vlastnosti jako operátory d.De�nice: Pro w slovo na A�1LDI a  adresu z A, znaèíme sh(w), nebo jednodu¹e w,-posun slova w de�novaný jako slovo, které se dostane z w nahrazením ka¾dé adresy ��1adresou ��1.Lemma 5.11 Pro ka¾dé �, diw = diw implikuje di�w = di�w0 .Dùkaz: Jednoduchá indukce podle lg(w) uká¾e, ¾e t nále¾í do de�nièního oboru operá-toru di�w tehdy a jen tehdy, pokud sub(t; �) nále¾í do de�nièního oboru operátoru diw.V tom pøípadì se term t � di�w dostane z t nahrazením podtermu sub(t; �) jeho obrazempøi diw.První druh relací v G5 vyjadøuje, ¾e operátory pøidru¾ené ke kolmým adresám majínezávislé akce.Tvrzení 5.12 Buïte � a � dvì kolmé adresy v ALDI. Pak operátory di� a di� komutují.Dùkaz: Podle lemmatu 5.6 term t nále¾í do de�nièního oboru termu di� � di� tehdy a jentehdy, pokud je kostra termu sub(t; �) dost velká a pokud je kostra termu sub(t; �) dostvelká. Tyto dva podtermy jsou disjunktní, a tak vidíme, ¾e obraz termu t pøi di� � di�stejnì jako pøi di� � di� znamená nahradit podterm sub(t; �) termem sub(t; �) � �a podterm sub(t; �) termem sub(t; �) � �.Dùsledek 5.13 Buïte w1 a w2 dvì slova na A�1LDI taková, ¾e v¹echny adresy z w1 jsoukolmé na adresy z w2. Pak diw1 a diw2 komutují.Nyní pro ka¾dé kladné slovo u de�nujeme dìdice mno¾iny adres B. Dìdicové jsouadresy, které se dostanou jako obrazy mno¾iny B pøi operátoru diu.De�nice: Buï B mno¾ina adres z A, a buï u slovo na ALDI. Mno¾ina Heir(B; u) v¹echdìdicù adres z B pøi operátoru diu je de�nována induktivnì:Kapitola 5 Geometrické monoidy 195



Sekce 2 Relace v geometrických monoidech 197(i) Heir(B; u) existuje tehdy a jen tehdy, pokud Heir(f�g; u) existuje pro ka¾dou adresu �v B, a vtom pøípadì máme Heir(B; u) = S�2B Heir(f�g; u);(ii) Pro ka¾dé B máme Heir(B; ") = B;(iii) Pro ka¾dou adresu � v ALDI je Heir(f�g; �) de�nována jako:Heir(f�g; �) = 8>>><>>>:f�g pro � ? � nebo � = �11;f�00; �10g pro � = �0;f�01g pro � = �10;není de�nována pro � v �1; pro � 2 ALD;Heir(f�g; �) = 8><>:f�g pro � ? �;f�0; �1g pro � = �;není de�nována pro � < �: pro � 2 AI;(iv) Pro u = � � u0 máme Heir(B; u) = Heir(Heir(B;�); u0), pokud existuje.Ètenáø mù¾e okam¾itì ovìøit následující lemma:Lemma 5.14 Buï u slovo na ALDI a buï � adresa.(i)Mno¾inaHeir(f�g; u) existuje tehdy a jen tehdy, pokud je nìjaká vnìj¹í adresa termu tLupøedponou adresy �.(ii) Pokud je Heir(f�g; u) de�nována, pak je Heir(f�g; u) také de�nována pro ka¾douadresu  a platí Heir(f�g; u) = f�0; �0 2 Heir(f�g; u)g.(iii) Prvky ka¾dé mno¾iny Heir(f�g; u) jsou navzájem kolmé.(iv) Pøedpokládejme t0 = t � u a � v Skel(t). Pokud je Heir(f�g; u) de�nována, pakplatí sub(t0; �0) = sub(t; �) pro ka¾dou �0 v Heir(f�g; u).Bod (iv) implikuje pro ka¾dou vnìj¹í adresu � termu t, ¾e mno¾ina Heir(f�g; u) jsouexterní adresy termu t0. Speciálnì, je-li t lineární, pak je mno¾ina Heir(f�g; u) mno¾inouv¹ech vnìj¹ích adres �0 termu t0 splòujících sub(t0; �0) = sub(t; �).Pøíklad 5.15 Pøedpokládejme diu = d� � i10. Je evidentní, ¾e term tLu je x1 �x2 �x3. Paknejsou pro adresy� a 1 mno¾iny dìdicù de�novány. Pro ostatní adresy platí Heir(f0g; u) =f00; 100; 101g, Heir(f10g; u) = f01g a Heir(f11g; u) = f11g.Mù¾eme teï pøedstavit druhý druh relací, a to relace vázané na dìdiènost.Tvrzení 5.16 Nech» je u slovo na ALDI, nech» je � adresa z A a nech» je Heir(f�g; u)de�nována. Pak platí d� � diu = diu � Y�02Heir(f�g;u)d�0 ; (5.1)i� � diu = diu � Y�02Heir(f�g;u) i�0 : (5.2)Kapitola 5 Geometrické monoidy 197



Sekce 2 Relace v geometrických monoidech 199Dùkaz: Tvrzení doká¾eme indukcí podle lg(u). Pro u = " je tvrzení evidentní. Nech»je nyní diu = i�. Mno¾ina Heir(f�g; u) existuje, a tak je � buïto kolmá na �, aneboje pøedponou �. Kolmý pøípad je øe¹en tvrzením 5.12. Nech» je tedy � = �. Chcemedokázat d� � i� = i� � d�0 � d�1 . Buï t term. Term t nále¾í do de�nièního oboru operá-toru d� � i� tehdy a jen tehdy, pokud adresa �10 nále¾í do kostry termu t. Term t nále¾ído de�nièního oboru operátoru i� � d�0 � d�1 tehdy a jen tehdy, pokud adresy �010a �110 nále¾í do de�nièního oboru operátoru t � �, co¾ platí právì tehdy, kdy¾ adresa �nále¾í do kostry termu t. Tak¾e operátory d� � i� a i� � d�0 � d�1 mají stejný de�nièníobor a jednoduchý výpoèet uká¾e, ¾e si jsou rovny. Argument je podobný pro operátor d�a pro � 2 ALI.Pøedpokládejme teï lg(u) > 2, øeknìme u = ��u0. Dle de�nice, pøedpoklad ¾e Heir(f�g; u)existuje implikuje existenci mno¾in Heir(f�g; �) a Heir(Heir(f�g; �); u0) a ¾e ta druhá jerovna Heir(f�g; u). Dle indukèního pøedpokladu platídi� � diu = di� � Y�02Heir(f�g;�)di�0 � diu0 :Opìt dle indukèního pøedpokladu platí pro ka¾dou �0 z Heir(f�g; �),di�0 � diu0 = diu0 � Y�002Heir(f�0g;u)di�00 ;a dostaneme di� � diu = di� � Y�02Heir(f�g;�) Y�002Heir(f�0g;u)di�00 :Nyní jsou podle lemmatu 5.14 (ii) adresy �0 po dvou kolmé, pøíslu¹né operátory komutujía dvojitý souèin ve formuli je roven výrazu Q�02Heir(f�g;u) di�0 .Pøedstavíme nyní druh rovností, které nejsou relacemi monoidu GLDI, proto¾e operátorymají rùzné de�nièní obory. Nicménì, tyto obory se li¹í pouze malièko: ka¾dý term, jeho¾je adresa � externí adresou, nále¾í do de�nièního oboru i� a nenále¾í do de�nièníhooboru i�1 � d�.Tvrzení 5.17 Buï t term a � adresa. Pokud adresa �1 nále¾í do kostry termu t, pakplatí t � i�1 � d� = t � i� : (5.3)Dùkaz: Adresa �1 nále¾í do kostry termu t, tak¾e podterm sub(t; �) je ve tvaru t1 � t2.Nyní operátor i�1 � d� posílá tento podterm na (t1 � t2) � (t1 � t2), stejnì jako operátor i�.Pro to, abychom pøedstavili tøetí druh relací, potøebujeme nejdøív zavést operátor,který odpovídá stejnomìrné distribuci.Kapitola 5 Geometrické monoidy 199



Sekce 2 Relace v geometrických monoidech 201De�nice [12]: Pro t term de�nujeme slovo Æt na ALD jako:Æt = (" kdy¾ je t promìnná,� � 1Æt2 � 0Æt1 pro t = t1 � t2: (5.4)Tvrzení 5.18 [12] Buïte t0; t; t0 termy. Pak term t0 � t0 nále¾í do de�nièního oboru ope-rátoru dÆt tehdy a jen tehdy, pokud kostra termu t0 obsahuje kostru termu t. Operátor dÆtposílá t0 � t na t0 � t.Pøíklad 5.19 V [12] je dokázáno, ¾e slovo Æt je souèinem v¹ech vnitøních adres termu t,uspoøádaných relací >. Mìjme t = x1 � (x2 � x3 � x4) � x5. Existují ètyøi vnitøní adresy v ta slovo Æt je rovno � � 1 � 10 � 101.Tøetí druh relací se vá¾e na slovo Æt :Tvrzení 5.20 Buï u slovo na ALDI takové, ¾e diu posílá term t na term t0. Pokud t nenípromìnná, pak platí: dÆt � diu = di1u � dÆt0 : (5.5)Dùkaz: My¹lenka dùkazu je následující: kdy¾ má operátor diÆt akci na termu t0 � t,distribuuje se term t0 do v¹ech listù termu t. Akcí operátoru diu dostaneme term t0 � t0.A to je toté¾ jako pou¾ít nejdøív di1u na t0 � t a poté stejnomìrnou distribuci.Doká¾eme tvrzení indukcí podle u. Tvrzení je u¾ dokázáno v [12] pro u z A�LD, pøed-pokládejme tedy u mimo ALD. Tvrzení je evidentní pro u = ", pøedpokládejme lg(u) = 1.Ponìvad¾ u nepatøí do A�LD, máme u = � pro adresu � z AI. Pou¾ijeme indukci podledélky adresy � jako¾to slova na f0; 1g. Pøedpokládejme nejdøíve � = �. Máme ovìøitrovnost dÆt � i� = i1 � diÆt0 , kde i� posílá t na t0. Dle indukèního pøedpokladu není term tpromìnná, a tak platídÆt � i� = i� � d0Æt � d1Æt = i1 � d� � d1Æt � d0Æt = i1 � dÆt0 :Pøedpokládejme teï � = e� s e = 0 nebo e = 1. Pí¹eme t = t1 � t2 a t0 = t01 � t02.Pøedpokládejme nejdøív e = 1. Relace t0 = t � � implikuje t01 = t1 a t02 = t2 � �. Obaoperátory mají akci na termech, jejich¾ kostra obsahuje adresu 11, tak¾e term t2 nenípromìnná. Podle indukèního pøedpokladu platí dÆt2 � i� = i1� � dÆt02 , a dostaneme podlelemmatu 5.11 d� � d1Æt2 � i1� = d� � i11� � d1Æt02 :Kdy¾ se obì strany vynásobí èlenem d0Æt1 , který komutuje s i11� díky kolmosti, pomocífaktu, ¾e d� a i11� komutují dle tvrzení 5.16, dostanemedÆt � i1� = d� � d1Æt2 � d0Æt1 � i1� = i11� � d� � d1Æt02 � d0Æt1 = i11� � dÆt0 :Kapitola 5 Geometrické monoidy 201



Sekce 2 Relace v geometrických monoidech 203Argument je podobný pro � = 0�.Pøedpokládejme nyní lg(u) > 2, øeknìme u = � � u0, s � v ALDI. Nech» di� posílá tna t00 a podle indukèního pøedpokladu platídÆt � di� � diu0 = di1� � dÆt00 � du0 = di1� � di1u0 dÆt0 = di1u � dÆt0 :Nyní doká¾eme, ¾e dva termy jsou LDLI-ekvivalentní právì tehdy, kdy¾ jsou LDI-ekvivalentní a mají stejnou pravou vý¹ku.De�nice: Pro t term de�nujeme pravou délku jako:rht(t) = 0 kdy¾ je t promìnná,rht(t) = rht(t2) + 1 pro t = t1 � t2: (5.6)Vidíme, ¾e pravá vý¹ka termu t je délka nejpravìj¹í vìtve termu t.Nejdøív pøedstavíme tøi pomocné výsledky:Lemma 5.21 Pro ka¾dé w na A�1LDI takové, ¾e de�nièní obor operátoru diw není prázdný,platí diw � i� = i� � di0w � di1w (5.7)Dùkaz: Term t nále¾í do de�nièního oboru operátoru i� � di0w � di1w tehdy a jentehdy, pokud nále¾í do de�nièního oboru operátoru diw. Poté dva operátory posílají tna (t � w) � (t � w).Lemma 5.22 Pro ka¾dé slovo w na A�1LDI takové, ¾e de�nièní obor operátoru diw neníprázdný, existuje slovo w0 na A�1LDLI a èísla p a q taková, ¾e platídiw = ip� � diw0 � i�q� : (5.8)Speciálnì je èíslo p men¹í ne¾ poèet adres ve w, které jsou ve tvaru 1k 2 AI a èíslo q jemen¹í ne¾ poèet adres ve w, které jsou ve tvaru (1k)�1 2 A�1I .Dùkaz: Podle tvrzení 5.17 a podle induktivního argumentu platíi�1k = i� � d�1� � d�1�1 � � � � � d�1�1k :Oznaème w0 slovo, které se dostane ze slova w nahrazením ka¾dé adresy 1k z AI s k > 1ekvivalentním slovem. Slovo w0 je slovo na (ALDLI[f�Ig)�1. Nyní doká¾eme lemma indukcípodle poètu adres ��1 2 A�1I ve slovì w0. Pokud není ¾ádná taková adresa, výsledekplatí. Pøedpokládejme nyní, ¾e máme alespoò jednu. Nech» je nejdøíve diw0 = diw1 �i� � diw2 kde w1 je slovo na A�1LDLI. Podle lemmatu 5.21 platí diw1 � i� = i� � di0w1 �Kapitola 5 Geometrické monoidy 203



Sekce 2 Relace v geometrických monoidech 205di1w1 a slovo 0w1 � 1w1 � w2 obsahuje ménì adres ��1 2 A�1I ne¾ slovo w0. Argumentpro diw0 = diw3 � i�1� � diw4 , kde w4 je slovo na A�1LDLI je podobný. Poslední mo¾ný pøípadje diw0 = diw5 � i�1� � diw6 � i� � diw7 , kde w6 je slovo na A�1LDLI. Platíi�1� � diw6 � i� = di1w6 � di0w6 � i�1� � i� = di1w6 � di0w6a slovo w5 � 1w6 � 0w6 � w7 obsahuje ménì adres ��1 2 A�1I ne¾ slovo w0.Pøíklad 5.23 Pøedpokládejme diw = i�11 � d� � d0 � i� � d11 � i01 � i�10 � i11. Snadno seovìøí, ¾e term x � (((y � z) � (y � z)) � (y � z)) � (((y � z) � (y � z)) � (y � z)) nále¾í do de�nièníhooboru operátoru diw. Nyní mámediw = i�11 � d� � d0 � i� � d11 � i01 � i�10 � i11= d� � i�1� � d� � d0 � i� � d11 � i0 � d�10 � i�10 � i� � d�1� � d�11= d� � d1 � d00 �d10 � i�1� � i� � i� � d011 � d111 � i00 � i10 � d�100 � d�110 � i�100 � i�110� d�1� � d�11 = i� � d0 � d1 � d00 � d10 � d01 � d11 � d000 � d100 � d010� d110 � d011 � d111 � i00 � i10 � d�100 � d�110 � i�100 � i�110 � d�1� � d�11Lemma 5.24 Buïte t; t0 dva termy splòující t LDI= t0. Pak platí t vLDLI t0 nebo t0 vLDLI t.Dùkaz: Buï w slovo splòující t � w = t0. Podle lemmatu 5.22 platí t � ip� � diw0 �i�q� = t0. Oznaème t1 term t � ip� a t01 term t0 � iq�. Platí t1 LDLI= t01, a tak termy t1 a t01mají spoleènou LDLI-expanzi, øeknìme t2. Term t je iterovaný levý podterm termu t1,a tak podle dùsledku 4.32 existuje adresa � v obrysu termu t2 taková, ¾e øez termu t2v adrese � je LDLI-expanzí termu t. Stejnì tak existuje adresa �0 obrysu termu t2 taková,¾e øez termu t2 v adrese �0 je LDLI-expanzí termu t0. Nyní platí � 6 �0 nebo �0 6 �.Pokud platí � 6 �0, pak je term cut(t2; �) øezem termu cut(t2; �0) a podle tvrzení 4.34platí t vLDLI t0. Stejnì tak v pøípadì �0 6 � platí t0 vLDLI t.Nyní doká¾eme, ¾e dva termy jsou LDLI-ekvivalentní tehdy a jen tehdy, pokud jsouLDI-ekvivalentní a mají stejnou pravou vý¹ku. Pro tento dùkaz potøebujeme domnìnku 4.44.Tvrzení 5.25 Je-li domnìnka 4.44 pravdivá, pak dva termy t a t0 jsou LDLI-ekvivalentnítehdy a jen tehdy, jsou-li LDI-ekvivalentní a mají stejnou pravou vý¹ku.Dùkaz: Jeliko¾ identity LD a LI zachovávají pravou vý¹ku, ten netriviální smìr je `('.Buïte t a t0 dva LDI-ekvivalentní termy se stejnou pravou vý¹kou. Podle lemmatu 5.24platí t vLDLI t0 nebo t0 vLDLI t. Pøedpokládejme bez újmy na obecnosti t0 vLDLI t. Oznaème t0t-@LDI-normální term, který je LDI-ekvivalentní termu t, t1 t-@LDLI-normální term, který jeLDLI-ekvivalentní termu t a t2 t-@LDLI-normální term, který je LDLI-ekvivalentní termu t0.Podle lemmatu 4.41 je term t2 øezem termu @kLDIt pro nìjaké k. Termy t1 a t2 jsouLDI-ekvivalentní termu t0, a tak, podle domnìnky 4.44, jsou LDI-expanzemi termu t0.Oznaème t0 � u1 = t1 a t0 � u2 = t2 s u a v slovy na ALDI. Podle lemmatu 5.22 platí diui =ipi� � diwi pro i = 1; 2, kde wi je slovo naA�1LDLI. Tak¾e platí t1 � di�1w1 � i�p1� � ip2� � diw2 = t2.Kapitola 5 Geometrické monoidy 205



Sekce 3 Syntaktické relace 207Slova w1 a w2 nemìní pravou vý¹ku termù a platí rht(t1) = rht(t2), tak¾e máme p1 = p2.A tak platí t1 � di�1w1 � diw2 = t2. Ponìvad¾ je term t LDLI-ekvivalentní termu t1 a term t0je LDLI-ekvivalentní termu t2, tyto dva termy jsou LDLI-ekvivalentní.5.3 Syntaktické relaceV této sekci studujeme monoidy de�nované základními relacemi platnými v geometric-kých monoidech. Z tìchto relací odvodíme v¹echny ostatní typy relací, které byly dokázánypro geometrické monoidy a speciálnì i konuenci.De�nice: Mno¾ina ALDI je de�nována jako mno¾ina symbolù di� s � z ALDI. LDI-relaceje jedna z dvojic slov na ALDI mezi následujícími relacemi:(d0� �d1� ; d1� �d0�) typ ?(i0� �d1� ; d1� � i0�) typ ?(d0� � i1� ; i1� �d0�) typ ?(i0� � i1� ; i1� � i0�) typ ?(d0� �d ; d �d00� �d10�) typ D0(d10� �d ; d �d01�) typ D10(d11� �d ; d �d11�) typ D11(d1 �d �d1 �d0 ; d �d1 �d) typ D1(i� � i ; i � i0� � i1�) typ I(d� � i ; i �d0� �d1�) typ DI(i0� �d ; d � i00� � i10�) typ ID0(i10� �d ; d � i01�) typ ID10(i10 �d �d0 ; d � i0) typ ID10+(i11� �d ; d � i11�) typ ID11(i1 �d �d1 �d0 ; d � i) typ ID1(di� � i1 �d ; di� � i) typ C(d � i11 �d1 ; d � i1) typ C(i1 �d �di1� ; i �di1�) lg(�) > 1 typ C(i1 �d �d ; i �d) typ C(i1 �d �d1 ; i �d1) typ CMno¾ina ALDLI je de�nována jako mno¾ina symbolù di� s � v ALDLI. LDLI-relace je LDI-relace (u; v) taková, ¾e u a v nále¾í do ALDLI. Pro 5 systém LDI, LDLI je relace �+5de�nována jako kongruence monoidu A�5 generovaná 5-relacemi, a relace �5 je de�no-vána jako kongruence monoidu (A�15 )� generovaná 5-relacemi a relacemi (di �di�1 ; ")Kapitola 5 Geometrické monoidy 207



Sekce 3 Syntaktické relace 209a (di�1 �di ; ").Tvrzení 5.26 Pro u; v v A�LDI relace diu �+LDI div implikuje diu = div .Dùkaz: Výsledek staèí dokázat pro dvojice LDI-relací. Tvrzení 5.12 dává výsledek protypy ?, Tvrzení 5.16 pro typy D0, D10, D11, I, DI, ID0, ID10 a ID11. Tvrzení 5.20polo¾ením t = x �y �z a diu = d� dává výsledek pro typ D1, polo¾ením t = x �y a diu = i�pro typ ID1 a polo¾ením t = x � y a diu = i0, pro typ ID10+. Nakonec tvrzení 5.17 dávávýsledek pro typ C.Jestlipak je obrácené tvrzení k 5.26 pravdivé, tzn. jestlipak diu = div implikuje diu �+5div? Odpovìï je záporná pro ekvivalenci �+LDLI. Platíi0 � i00 � i0 �+LDI i0 � i0 � i000 � i010 �+LDI i0 � i01 �d0 � i000 � i010 �+LDI i0 � i01 � i00 �d0 �+LDI i0 � i0 �d0ale v sekci 4 doká¾eme, ¾e platí i0 � i00 � i0 6�+LDLI i0 � i0 �d0. Naproti tomu odpovìï proekvivalenci �+LDI zùstává neznámá.Doká¾eme nejdøíve, ¾e5-relace dávají stejné druhy relací jako jsou ty, které jsme nalezliv geometrických monoidech. Je tøeba udìlat celý výpoèet formálnì, nebo» nevíme, jestlise v¹echny relace platné v geometrických monoidech pøená¹ejí do syntaktických relací.Tvrzení 5.27 Pro u; u0 dvì slova na A5 a � v A relace diu �+5 diu0 implikuje di�u �+5di�u0 . Pro w;w0 slova na A�15 relace diw �5 diw0 implikuje di�w �5 di�w0 .Dùkaz: Staèí to dokázat pro (diu;div) 5-relaci. Pokud je (diu;div) 5-relace, pak jedvojice (di�u;di�v) také 5-relace.Lemma 5.28 Buïte u1 a u2 dvì slova na A5 taková, ¾e v¹echny adresy v u1 jsou kolména v¹echny adresy v u2. Pak platídiu1 �diu2 �+5 diu2 �diu1 (5.9)diu1 �diu2 � i� �+LDI i� �di0u1 �di0u2 �di1u1 di1u2 (5.10)di0u1 �di0u2 �d� �+5 d� �di00u1 �di00u2 �di10u1 di10u2 (5.11)di10u1 �di10u2 �d� �+5 d� �di01u1 di01u2 (5.12)di11u1 �di11u2 �d� �+5 d� �di11u1 di11u2 (5.13)Dùkaz: Pou¾itím indukce podle lg(u1) + lg(u2).
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Sekce 3 Syntaktické relace 211Tvrzení 5.29 Nech» je u slovo na A5, nech» je � adresa z A a nech» je Heir(f�g; u)de�novaná. Pak platí d� �diu �+5 diu � Y�2Heir(f�g;u)d�0;i� �diu �+5 diu � Y�2Heir(f�g;u) i�0:Dùkaz: Dùkaz je podobný tomu od tvrzení 5.16. Pro u délky 1 tvrzení platí díky jednéz relací typu ?, D0, D10, D11, I, DI, ID0, ID10 nebo ID11. Pro u vìt¹í délky staèí znátlemma 5.28 a zbytek se podobá dùkazu tvrzení 5.16.Tvrzení 5.30 Nech» je u slovo na A5, nech» t není promìnná a nech» diu posílá t na t0.Pak platí dÆt �diu �+5 di1u �dÆt0 : (5.14)Dùkaz: Dùkaz pro u v A�LD, je proveden v [12] pøedpokládejme tedy u 62 A�LD. Výsledekdoká¾eme indukcí podle lg(u). Pro u = " výsledek platí, pro u = � provedeme indukcipodle délky �. Oznaème t = t1 � t2. Pro di� = i� platídÆt �diu = d� �d1Æt2 �d0Æt1 � i��+LDI d� � i� �d01Æt2 �d11Æt2 �d00Æt1 �d10Æt1 (DI)�+LDI i1 �d� �d1 �d0 �d01Æt2 �d11Æt2 �d00Æt1 �d10Æt1 (ID1)�+LDI i1 �d� �d1Æt �d0Æt = di1u �dÆt0 : (?)Nyní pøedpokládejme di� = i0. Pro t1 promìnnou platídÆt �diu = d� �d1Æt2 � i0�+LDLI d� � i0 �d1Æt2 (?)�+LDLI i10 �d� �d1Æt2 �d0 = di1u �dÆt0 : (ID10+)Pro t1 = t3 � t4 platídÆt �diu = d� �d1Æt2 �d0Æt1 � i0�+LDLI d� � i0 �d00 �d01 �d000Æt3 �d010Æt3 �d001Æt4 �d011Æt4 �d1Æt2 (DI)�+LDLI i10 �d� �d1Æt2 �d0 �d01Æt1 �d00Æt1 = di1u �dÆt0 : (ID10+)Mìjme nyní � = 0� s � neprázdnou v AI, respektive v ALI. Pí¹eme t0 = t01 � t02 a víme,¾e di� posílá t1 na t01. Dle indukèního pøedpokladu platí dÆt1 � i� �+5 i1� �dÆt01 . PodleKapitola 5 Geometrické monoidy 211



Sekce 3 Syntaktické relace 213lemmatu 5.27 platí d0Æt1 � i0� �+5 i01� �d0Æt01 a naleznemedÆt �diu = d� �d1Æt2 �d0Æt1 � i0� �+5 d� �d0Æt1 � i0� �d1Æt2 (?)�+5 d� � i01� �d0Æt01 �d1Æt2 (pøedp.)�+5 di10� �d� �d1Æt2 �d0Æt01 = di1� �dÆt0 : (ID10)Argument pro � = 1� je podobný a indukce podle lg(u) je snadná.Lemma 5.31 Pro v¹echny t1; t2 platídÆt1�t2 �+LDLI dÆt2 � Y�2Out(t2)�d� �d�0Æt1 �:Dùkaz: Tento souèin je korektnì de�nován, proto¾e v¹echny adresy obrysu termu t2 jsoupo dvou kolmé. Doká¾eme lemma indukcí podle t2. Kdy¾ je t2 promìnná, platí dÆt1�t2 =dÆt1�t2 = d� �d0Æt1 . Pøedpokládejme tedy t2 = t3 � t4. PlatídÆt1�t2 = dÆ(t1�t3)�(t1�t4) = d� �d1Æt1�t4 �d0Æt1�t3 (def.)�+LDLI d� �d1Æt4 � Y�2Out(t4)(d1� �d1�0Æt1 ) � d0Æt3 � Y�2Out(t3)(d0� �d0�0Æt1 ) (pøedp.)�+LDLI dÆt2 � Y�2Out(t2)(d� �d�0Æt1 ) (?)Co¾ je hledaný tvar.Lemma 5.32 Pro ka¾dý term t a ka¾dé slovo u na A5 platídi0u �dÆt �+5 dÆt � Y�2Out(t)di�0u : (5.15)Dùkaz: Nech» je t0 term v de�nièním oboru operátoru diu a oznaème t00 term t0 � diu.Pak operátor di0u �dÆt posílá t0 � t na t00 � t. Tak¾e lemma vyplývá z tvrzení 5.29.V kapitole 4 jsme dokázali, ¾e expanze jsou konuentní. Tento výsledek, pøelo¾endo øeèi monoidù, øíká, ¾e ka¾dá dvojice prvkù má spoleèný násobek. Abychom to mohlidokázat, zavedeme prvky, které odpovídají expanzím @t.De�nice: Pro t term de�nujeme prvky �LDIt a �LDLIt induktivnì:�LDIt = (i� kdy¾ je t promìnná,sh0(�LDIt1 ) � dÆt2 ��LDIt2 pro t = t1 � t2; (5.16)�LDLIt = (" kdy¾ je t promìnná,sh0(�LDIt1 ) � dÆt2 ��LDLIt2 pro t = t1 � t2; (5.17)kde sh0(diu) znaèí di0u.Kapitola 5 Geometrické monoidy 213



Sekce 3 Syntaktické relace 215Lemma 5.33 Nech» máme t = t1 � t2. Pak platí(i) �5t �+5 sh1(�5t2 ) � sh0(�LDIt1 ) � dÆ@5t2 ; (5.18)(ii) �5t �+5 dÆt2 � Y�2Out(t2) sh�0(�LDIt1 ) ��5t2 ; (5.19)(iii) �LDIt �+LDI i� � sh0(�LDLIt ) � sh1(�LDLIt ): (5.20)Dùkaz: (i) Kdy¾ je t2 promìnná, výsledek platí pro �LDLIt . Pro �LDIt platí�LDIt = sh0(�LDIt1 ) � i� �+LDI sh0(�LDIt1 ) � i1 �d� = sh0(�LDIt1 ) � sh1(�LDIt2 ) � dÆ@t2 (C)�+LDI sh1(�LDIt2 ) � sh0(�LDIt1 ) � dÆ@t2 : (?)Kdy¾ t2 není promìnná, pou¾ijeme tvrzení 5.30 a dostaneme �5t �+5 sh0(�t1) � sh1(�t2) �dÆ@t2 .(ii) Plyne z lemmatu 5.32.(iii) Pou¾ijeme indukci podle t. Výsledek platí i kdy¾ je t promìnná. Pro t = t1 � t2dostaneme�LDIt �+LDI sh0(�LDIt1 ) � dÆt2 � i� � sh0(�LDLIt2 ) � sh1(�LDLIt2 ) (pøedp.)�+LDI sh0(�LDIt1 ) � i� � sh0(dÆt2 ) � sh1(dÆt2 ) � sh0(�LDLIt2 ) � sh1(�LDLIt2 ) (LI)�+LDI i� � sh00(�LDIt1 ) � sh10(�LDIt1 ) � sh0 dÆt2 � sh1Æt2 � sh0(�LDLIt2 ) � sh1(�LDLIt2 ) (II)�+LDI i� � sh0(�LDLIt ) � sh1(�LDLIt ); (?)co¾ konèí dùkaz.Evidentnì oèekáváme, ¾e obraz termu t pøi �5t bude term @5t. Pro ka¾dý term toznaèíme t � diu term t � diu.Tvrzení 5.34 Pro ka¾dé t platí t � �5t = @5t.Dùkaz: Pou¾ijeme indukci podle t. Kdy¾ je t promìnná, tvrzení platí. Mìjme nyní t =t1 � t2. Platí �5t �+5 sh0(�t1) � sh1(�t2) � dÆ@5t2 . A platít � �5t = (t1 � t2) � (sh0(�t1) � sh1(�t2) � dÆ@5t2 ) = (@5t1 � t2) � (sh1(�LDIt2 ) � dÆ@5t2 ) == (@5t1 � @5t2) � dÆ@5t2 = @t1 � @t2a to je to, co jsme chtìli dokázat.Následující výsledek je pøekladem výsledku, ¾e @t je spoleènou expanzí v¹ech základ-ních expanzí termu t.Lemma 5.35 Nech» term t nále¾í do de�nièního oboru operátoru di� s � v A5. Pakexistuje slovo u na A5 splòující di� �diu �+5 �5t .Kapitola 5 Geometrické monoidy 215



Sekce 3 Syntaktické relace 217Dùkaz: Kdy¾ je t promìnná, pak výsledek platí podle de�nice. Pøedpokládejme t =t1 � t2. Pou¾ijeme indukci podle �. Pro di� = d�, výsledek plyne z lemmatu 5.33 (ii).Pro di� = i� nebo di� = i0, pou¾ijeme lemma 5.33 (iii). Mìjme nyní � = 0� s � v A5neprázdnou. Dle de�nice slovo �5t zaèíná slovem sh0�5t1 . Podle indukèního pøedpokladuje slovo �5t1 ekvivalentní slovu di� �diu0 pro nìjaké slovo u0. Tak¾e dostaneme �5t �+5di� �di0u0 �dÆt2 ��5t2 . Argument je podobný pro � = 1� díky lemmatu 5.33 (i).Následující lemma øíká, ¾e slova �5t rostou s expanzemi.Lemma 5.36 Pokud adresa � z A5 posílá t na t0, pak existuje slovo u na A5 takové, ¾eplatí di� ��5t0 �+5 �5t � diu.Dùkaz: Výsledek doká¾eme indukcí podle �. Pro di� = i� platídi� ��LDIt0 �+LDI i� � sh0(�LDIt ) � sh1(�LDIt ) � dÆ@LDIt �+LDI �LDIt � i� �dÆ@LDIt :Pro di� = i0 a t = t1 � t2 platídi� ��LDLIt0 �+LDLI i0 � sh0(�LDIt1�t1) � sh1(�LDLIt2 ) � dÆ@LDLIt2 (L 5.33)�+LDLI i0 � sh00(�LDIt1 ) � sh01(�LDIt1 ) � d0Æ@LDIt1 � sh1(�LDLIt2 ) � dÆ@LDLIt2 (L 5.33)�+LDLI sh0(�LDIt1 ) � sh1(�LDLIt2 ) � i0 �d0Æ@LDIt1 �dÆ@LDLIt2 (I, DI)�+LDLI sh0(�LDIt1 ) � sh1(�LDLIt2 ) � dÆ@LDLIt2 ���2Out(@LDLIt2)(i�0 �d�0Æ@LDIt1 ) (L 5.32)�+LDLI �LDLIt ���2Out(@LDLIt2)(i�0 �d�0Æ@LDIt1 ): (L 5.33)Pøedpokládejme di� = d� a t = t1 � (t2 � t3). platíd� ��5t0 = d� ��5(t1�t2)�(t1�t3)�+5 d� � sh0(�LDIt1�t2) � sh1(�5t1�t3) � dÆ@5(t1�t3) (L 5.33)�+5 d� � sh00(�LDIt1 ) � sh01(�LDIt2 ) � d0Æ@LDIt2 � sh10(�LDIt1 ) � sh11(�LDLIt3 )� d1Æ@5t3 �dÆ@LDIt1�@5t3 (L 5.33)�+5 sh0(�LDIt1 ) � d� � sh01(�LDIt2 ) � sh11(�5t3) � d0Æ@LDIt2 �d1Æ@5t3� dÆ@LDIt1�@5t3 (?, L0, IL0)�+5 sh0(�LDIt1 ) � sh10(�LDIt2 ) � d� � sh11(�5t3) � d0Æ@LDIt2 �d1Æ@5t3� dÆ@LDIt1�@5t3 (L10, IL10)�+5 sh0(�LDIt1 ) � sh10(�LDIt2 ) � sh11(�5t3) � d� �d0Æ@LDIt2 �d1Æ@5t3� dÆ@LDIt1�@5t3 (L11, IL11)�+5 sh0(�LDIt1 ) � sh10(�LDIt2 ) � sh11(�5t3) � dÆ@LDIt2�@5t3� dÆ@5t3 ��(d� �d�0Æ@LDIt1 ) (L 5.31)�+5 sh0(�LDIt1 ) � sh10(�LDIt2 ) � sh11(�5t3) � d1Æ@5t3� dÆ@LDIt2�@5t3 ��(d� �d�0Æ@LDIt1 ) (L 5.30)Kapitola 5 Geometrické monoidy 217



Sekce 3 Syntaktické relace 219�+5 sh0(�LDIt1 ) � sh1(�LDLIt2�t3) � dÆ@LDLI(t2 �t3) ��(d� �d�0Æ@LDIt1 ) (L 5.33)�+5 �LDLIt1�(t2�t3) ��(d� �d�0Æ@LDIt1 ): (L 5.33)Nyní pøedpokládejme � = 0� a t = t1 � t2. Ponìvad¾ i� posílá t1 na nìjaký term,øeknìme t01, platí i� ��5t01 �+5 �5t1 � diu0 pro nìjaké slovo u0. Tak¾e platíi� ��5t0 = i0� ��5t01�t2 = i0� � sh0(�LDIt01 ) � dÆt2 ��5t2�+5 sh0(�LDIt1 ) � di0u0 � sh1(�5t2) � dÆ@5t2 (pøedp.)�+5 sh0(�LDIt1 ) � sh1(�5t2 ) � dÆ@5t2 ��(di�0u0) (L 5.32)�+5 �5t � �(di�0u0):Nakonec pøedpokládejme � = 1� a t0 = t1 � t02. Dle pøedpokladu platí i� ��5t02 �+5�5t2 � diu0 . Naleznemei� ��5t0 �+5 i1� � sh1(�5t02) � sh0(�LDIt1 ) � dÆ@5t02�+5 sh1(�5t2) � di1u0 � sh0(�LDIt1 ) � dÆ@5t02 (pøedp.)�+5 sh1(�5t2) � sh0(�LDIt1 ) � dÆ@5t2 �diu0 �+5 �5t � diu0 (L 5.30)kde rovnost di1u0 �dÆ@5t02 �+5 dÆ@5t2 �du0 plyne z lemmatu 5.30, jeliko¾ platí t2 � (i� ��5t02) =@5t02 = t2 � (�5t2 � diu0), a tak platí @5t02 = @5t2 � du0 .Lemma 5.37 Nech» je u slovo na A5 a nech» diu posílá t na t0. Pak existuje kladnéslovo u0 splòující diu ��5t0 �+5 �5t � diu0 : (5.21)Dùkaz: Pou¾ijeme indukci podle lg(u). Pro u = " je výsledek triviální. Pro lg(u) = 1je výsledek znìním lemmatu 5.36. Pøedpokládejme nyní u = u1 � u2, kde ani u1 ani u2nejsou prázdné. Buï t1 = t � diu. Dle indukèního pøedpokladu existují u01 a u02 splòu-jící diu1 ��5t1 �+5 �5t � diu01 a diu2 ��5t0 �+5 �5t1 � diu02 . Z toho odvodíme diu ��5t0 �+5diu1 ��5t1 � diu02 �+5 �5t � diu01 �diu02 .V kapitole 4 jsme dokázali, ¾e ka¾dá 5-k-expanze termu t má @k5t jako 5-expanzi.Vyjádøíme nyní tento výsledek pomocí operátorù di.De�nice: Pro ka¾dý term t polo¾íme 0�5t = " a k�5t = �5t ��5@5t � � � � ��5@k�15 t pro k > 1.Lemma 5.38 Buï u slovo na A5 délky nanejvý¹ k a buï t term z de�nièního oboruoperátoru diu. Pak existuje slovo v0 na A5 splòující diu �div0 �+5 k�5t .Kapitola 5 Geometrické monoidy 219



Sekce 3 Syntaktické relace 221Dùkaz: Pou¾ijeme indukci podle k. Pro k = 0, je výsledek triviální. Jinak pí¹eme u = u0��s � v A5. Dle indukèního pøedpokladu existuje kladné slovo v00 splòující diu0 �div00 �+5k�1�5t . Buï t0 obraz termu t pøi diu0 . Dle pøedpokladu nále¾í term t0 do de�nièního oborutermu di�, a tak podle lemmatu 5.36 existuje kladné slovo v, které splòuje di� �div �+5�5t0 . Pou¾ijeme lemma 5.37 na termy t0 a @k�15 t a vidíme, ¾e existuje kladné slovo v000 ,které splòuje div00 ��5@k�15 t �+5 �5t0 � div000 . Vyvodíme z tohodiu �div �div000 = diu0 �di� �div �div000 �+5 diu0 ��5t0 � div000 �+5�+5 diu0 �div00 ��5@k�15 t �+5 k�1�5t ��5@k�15 t = k�5t :Tak¾e výsledek dostaneme polo¾ením v0 = v � v000 .Tvrzení 5.39 Buïte u; v dvì slova na A5 délky nanejvý¹ k. Pak existují slova u0; v0na A5 splòující diu �div0 �+5 div �diu0 �+5 k�5tLu;v : (5.22)Dùkaz: Podle tvrzení 5.10 prùnik de�nièních oborù operátorù diu a div sestává se sub-stituentù termù tLu;v. Pou¾ití lemmatu 5.38 na tLu;v dá dvì kladná slova u0 a v0 taková,¾e diu �div0 a div �diu0 jsou �+5 -ekvivalentní termu k�5tLu;v .Dokázali jsme, ¾e relace �+5 popisují dostateènì dobøe geometrické monoidy v tomsmyslu, ¾e výsledky dokázané pro geometrické monoidy také platí pomocí relací �+5 . Tonám umo¾ní pracovat spí¹e s relacemi�+5 ne¾ s geometrickými monoidy a pou¾ívat metodyzalo¾ené na prezentacích, jako tøeba metodu pøevracení slov v pøí¹tí sekci. Zakonèíme tutosekci dvìma výsledky o ekvivalenci �5. První z nich je analogií výsledku 4.12.Tvrzení 5.40 Jestli¾e je w slovo na A�15 , které obsahuje k kladných adres, a jestli¾eterm t nále¾í do de�nièního oboru operátoru diw, pak existuje slovo u na A5 splòu-jící diw �diu �5 k�5t .Dùkaz: Argument je podobný tomu pou¾itému v dùkaze lemmatu 5.38. Provedeme in-dukci podle k. Pro k = 0 obsahuje slovo w pouze záporné adresy a kdy¾ de�nujeme u =w�1, dostaneme diw �diw0 �5 ". Pøedpokládejme teï k > 0. Pí¹eme w = w0 �� �v�10 , kde �je kladná adresa a v0 kladné slovo. Dle indukèního pøedpokladu existuje kladné slovo u0,které splòuje w0 � u0 �5 k�1�5t . Buï t0 obraz termu t pøi diw0 . Existuje kladné slovo v0,které splòuje di� �div0 �+5 diu0 ��5@k�15 t. Výsledek dostaneme polo¾ením u = v � v0 � u00.Nakonec pøedstavíme výsledek, který øíká, ¾e dva 5-ekvivalentní prvky mají spoleènouexpanzi.Kapitola 5 Geometrické monoidy 221



Sekce 4 Syntaktický monoid 223Tvrzení 5.41 Je-li w slovo na A�15 takové, ¾e de�nièní obor operátoru diw není prázdný,pak existují slova u; v na A5 splòující diw �5 diu �div�1 .Dùkaz: Okam¾itý dùsledek tvrzení 5.40.5.4 Syntaktický monoidV této sekci studujeme monoid generovaný LDLI-relacemi pomocí metody prezentaces doplòky, pøedstavené v [16]. Tato metoda nám dá algoritmus pro rozhodnutí problémuslov tohoto monoidu a umo¾òuje øíct, ¾e tento monoid je s levým krácením a ¾e uspoøádánílevou dìlitelností tvoøí svaz. Nezabýváme se LDI-relacemi, proto¾e jich je pøíli¹ a pøíslu¹nýmonoid stì¾í dá stejné výsledky jako monoid LDLI.De�nice [12]: Buï A abeceda. Øekneme, ¾e f je doplnìk na A, jestli¾e je f èásteènézobrazení z A�A do A� splòující f(x; x) = ", pro ka¾dé x z A, a ¾e f(x; y) existuje právìtehdy, kdy¾ f(y; x) existuje. Oznaèíme �+f relaci generovanou relacemi (xf(x; y); yf(y; x))s (x; y) v de�nièním oboru zobrazení f . Monoid pøíslu¹ející f napravo je monoid A� fakto-rizovaný �+f . Oznaèíme �f relaci generovanou relacemi (xf(x; y); yf(y; x)) s (x; y) v de�-nièním oboru zobrazení f doplnìnými relacemi (xx�1; ") a (x�1x; "). Grupa pøíslu¹ející fnapravo je monoid (A [ A�1)� faktorizovaný �f .De�nujme syntaktický monoid LDLI MLDLI jako monoid (A�1LDLI)� faktorizovaný LDLI-relacemi. Vidíme, ¾e monoid MLDLI pøíslu¹í jistému doplòku f napravo: máme
f(d�;di�) =

8>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>:
" pro di� = di� ;di� pro � ? � nebo �11 v � nebo (� < � a � 6= �1);i� pro di� = i� a (� = � nebo � = �1);di�10 �di�00 pro � = �0;di�01 pro � = �10 a � 6= �10I;i�0 pro � = �10I;d� �d� pro � = �1;d� �d� �d�0 pro � = �1;f(i�;di�) = 8>>><>>>:" pro di� = di� ;di� pro � ? � nebo (� < � a (� 6= �10 nebo � 2 ALI));di�0 �di�1 pro � = � a di� 6= di� ;d� �d�0 pro � = �10 a � 2 ALD:LDI-relace nedávají doplnìk, proto¾e máme napøíklad relaci i� � i� �+LDI i� � i0 � i1.Kapitola 5 Geometrické monoidy 223



Sekce 4 Syntaktický monoid 225Prezentace s doplòky umo¾òují pou¾ívat kombinatorickou metodu zvanou pøevraceníslov. Pøevracení sestává z postupného nahrazování podslov x�1 � y podslovy f(x; y) �f(y; x)�1.De�nice [16]: Buïte w;w0 dvì slova. Øekneme, ¾e w se pøevrací (napravo) do w0,oznaèení w y w0, pokud existuje posloupnost slov w = w1; : : : ; wk = w0 splòující proka¾dé i < k,wi = w0i � x�1i � yi � w00i a wi+1 = w0i � f(xi; yi) � f(yi; xi)�1 � w00ikde xi a yi jsou slova.Vidíme, ¾e w y w0 implikuje w �f w0. Tak¾e eventuelnì dostaneme pøevracením slovo,které je ekvivalentní slovu w a které je souèinem slova kladného a slova záporného. Alepøevracení není a priori deterministický proces, v ka¾dé etapì se mù¾e pøevrátit libovolnádvojice slov x�1y. Pøesto je tento proces konuentní a pokud dorazíme ke slovu vu�1,pak je takové slovo jednoznaèné.Tvrzení 5.42 [12] Ka¾dé slovo w se pøevrací do nanejvý¹ jednoho slova ve tvaru v � u�1s u a v kladnými slovy.De�nice [12]: Buïte u a v dvì kladná slova. De�nujeme unv jako jediné slovo v0 takové,¾e v�1u se pøevrací do v0u0�1 s u0 a v0 kladnými, pokud takové slovo existuje.Vidíme speciálnì, ¾e platí xny = f(x; y) pro ka¾dé x; y v A. Pokud máme unv = vnu =", pak platí u �+f v. Chtìli bychom, aby tato implikace byla ekvivalencí, tj. chtìli bychommít u �+f v právì tehdy, kdy¾ platí u�1v y ".De�nice [16]: Øekneme, ¾e komplement je zprava homogenní, pokud existuje zobrazení �splòující �(xv) > �(v); �(vx) > �(v) a �(u) = �(v) (5.23)pro x v A a u �+f v kladná slova.Tvrzení 5.43 [16] BuïM monoid pøíslu¹ející napravo zprava homogennímu doplòku f :A�A! A�. Pak relace u�1v y " implikuje u �+f v tehdy a jen tehdy, pokud je následujícípodmínka splnìna pro v¹echna x; y; z v A:((xny) n (xnz)) n ((ynx) n (ynz)) = " (5.24)Chceme dokázat, ¾e monoid MLDLI splòuje podmínky tvrzení 5.43. Zaèneme homoge-nitou doplòku f .Lemma 5.44 Doplnìk f monoidu MLDLI je zprava homogenní.Kapitola 5 Geometrické monoidy 225



Sekce 4 Syntaktický monoid 227Dùkaz: De�nujeme pro ka¾dé kladné slovo u�(diu) = lg(tRu )� lg(tLu )Ponìvad¾ diu �+LDLI div implikuje diu = div, platí tLu = tLv a tRu = tRv , a tak také �(diu) =�(div). Dle de�nice platí tR��u = tL��u � � � u, a tak existuje substituce h splòující tL��u �� = (tLu )h a tR��u = (tRu )h. Z toho odvodíme�(di� �diu) = lg(tR��u)� lg(tL��u)= lg(tR��u)� lg(tL��u � �) + lg(tL��u � �) � lg(tL��u)= lg((tRu )h)� lg((tLu )h) + lg(tL��u � �)� lg(tL��u)> lg((tRu )h)� lg((tLu )h) > lg(tRu )� lg(tLu ) = �(diu):Podobný argument uká¾e �(u � �) > �(u), a tak je f zprava homogenní.Tvrzení 5.45 Doplnìk f monoidu MLDLI splòuje podmínku 5.24.Dùkaz: Budeme nejdøív psát diu =? div pro dvì kladná slova u a v, pokud se slovo vdostane z u nìkolika nahrazeními podslova �1 ��2 slovem �2 ��1 s �1 ? �2. Máme lg(u) =lg(v) a doká¾eme indukcí podle lg(u), ¾e platí di�1u �div y ". Pro u = " je výsledektriviální. Pøedpokládejme u = � � u0. slovo v je ve tvaru v0 � � � v1, kde ka¾dá adresa z v0je kolmá na �. Teï mámedi�1u �div y di�1u0 �div0 �di�1� �di� �div1 y di�1u0 �div0 �div1 y "dle indukèního pøedpokladu, proto¾e platí diu0 =? div0 �div1 .Nyní u¾ doká¾eme tvrzení. Budeme uva¾ovat v¹echny trojice di�, di� , di z ALDLI.Jeliko¾ jsou LDLI-relace uzavøené na posun, mù¾eme pøedpokládat, ¾e nejvìt¹í spoleènápøedpona adres �, � a  je adresa �.Pøípad 1. Dva prvky si jsou rovny. Pøedpokládejme di� = di� . Platí(di� ndi�)n(di� ndi) = "n(di� ndi) = di� ndi ;(di� ndi�)n(di� ndi) = "n(di� ndi) = di� ndi ;(di� ndi)n(di� ndi�) = (di� ndi)n" = ";(di ndi�)n(di ndi�) = (di ndi�)n(di ndi�) = ";a to staèí, nebo» � a � hrají symetrickou roli.Pøípad 2. Jedna adresa je kolmá na nejvìt¹í spoleènou pøedponu obou ostatních adres.Nech» je  kolmá na nejvìt¹í spoleènou pøedponu adres � a �. V tom pøípadì je  takékolmá na obì ze slov di� ndi� a di� ndi�. Platí(di� ndi�)n(di� ndi) = (di� ndi�)ndi = di ;(di� ndi�)n(di� ndi) = (di� ndi�)ndi = di ;(di� ndi)n(di� ndi�) = di n(di� ndi�) = (di� ndi�);(di� ndi)n(di� ndi�) = di n(di� ndi�) = (di� ndi�);Kapitola 5 Geometrické monoidy 227



Sekce 4 Syntaktický monoid 229a to znovu staèí, proto¾e � a � hrají symetrické role.Pøípad 3. Jeden z prvkù je i�. Pøedpokládejme di = i�. Mù¾eme pøedpokládat, ¾eostatní adresy jsou odli¹né od i�, jinak jsme v pøípadì 1. Platí(di� ndi�)n(di� ndi) = (di� ndi�)n i� = i�;(di� ndi�)n(di� ndi) = (di� ndi�)n i� = i�;(di� ndi)n(di� ndi�) = i� n(di� ndi�) =? (di0� ndi0�) � (di1� ndi1�);(di ndi�)n(di ndi�) = (di0� �di1�)n(di0� �di1�) = (di0� ndi0�) � (di1� ndi1�);Pøípad 4. Jedna adresa je vlastní pøedponou nejvìt¹í spoleèné pøedpony obou ostatníchadres. Pøedpokládejme, ¾e  je pøedponou nejvìt¹í spoleèné pøedpony 0 adres � a �.Mù¾eme pøedpokládat di = d�, jinak jsme v pøípadì 3.Pøípad 4.1. Adresa 0 je pøedponou adres � a �. Pí¹eme � = 0�0 a � = 0�0. Platí(di� ndi�)n(di� ndi) = sh0(di�0 ndi�0)nd� = d�;(di� ndi�)n(di� ndi) = sh0(di�0 ndi�0)nd� = d�;(di� ndi)n(di� ndi�) = d� n sh0(di�0 ndi�0)=? sh10(di�0 ndi�0) � sh00(di�0 ndi�0);(di ndi�)n(di ndi�) = (di10�0 �di00�0)n(di10�0 �di00�0)= sh10(di�0 ndi�0) � sh00(di�0 ndi�0);a to znovu staèí, proto¾e � a � hrají symetrické role.Pøípad 4.2. Adresa 1 je vlastní spoleènou pøedponou adres � a �.Pøípad 4.2.1. Jeden z prvkù je i10. Pøedpokládáme di� = i10 a di� = di10�0 6= i10.(di� ndi�)n(di� ndi) = i10 nd� = d� �d0;(di� ndi�)n(di� ndi) = (di100�0 �di101�0)n(d� �d0)= d� �((di010�0 �di011�0)nd0) = d� �d0;(di� ndi)n(di� ndi�) = (d� �d0)n(di100�0 �di101�0)= d0 n(di010�0 �di011�0) = di001�0 �di011�0 ;(di ndi�)n(di ndi�) = i0 ndi01�0 = di001�0 �di011�0 ;(di ndi�)n(di ndi�) = di01�0 n i0 = i0;(di� ndi)n(di� ndi�) = d� n i10 = i0 :Pøípad 4.2.2. ®ádný z prvkù není i10. Pí¹eme � = 1e�0 a � = 1e�0 s e = 0nebo e = 1. Platí(di� ndi�)n(di� ndi) = sh1e(di�0 ndi�0)nd� = d�;(di� ndi�)n(di� ndi) = sh1e(di�0 ndi�0)nd� = d�;(di� ndi)n(di� ndi�) = d� n sh1e(di�0 ndi�0) = she1(di�0 ndi�0);(di ndi�)n(di ndi�) = die1�0 ndie1�0 = she1(di�0 ndi�0);Kapitola 5 Geometrické monoidy 229



Sekce 4 Syntaktický monoid 231a to staèí z dùvodu symetrických rolí adres � a �.Pøíklad 4.3. Adresa 1 je nejvìt¹í spoleènou pøedponou adres � a �.Pøípad 4.3.1. Adresy � a � jsou kolmé.Pøíklad 4.3.1.1 Jeden z prvkù je i10. Pøedpokládáme di� = i10 a � = 11�0. Platí(di� ndi�)n(di� ndi) = i10 nd� = d� �d0;(di� ndi�)n(di� ndi) = di11�0 n(d� �d0) = d� �d0;(di� ndi)n(di� ndi�) = (d� �d0)ndi11�0 = di11�0 ;(di ndi�)n(di ndi�) = i0 ndi11�0 = di11�0 ;(di ndi�)n(di ndi�) = di11�0 n i0 = i0;(di� ndi)n(di� ndi�) = d� n i10 = i0 :Pøípad 4.3.1.2 ®ádný z prvkù není i10. Pøedpokládáme � = 10�0 a � = 11�0.(di� ndi�)n(di� ndi) = di10�0 nd� = d�;(di� ndi�)n(di� ndi) = di11�0 nd� = d�;(di� ndi)n(di� ndi�) = d� ndi11�0 = di11�0 ;(di ndi�)n(di ndi�) = di10�1 ndi11�0 = di11�0 ;(di ndi�)n(di ndi�) = di11�0 ndi10�0 = di10�0 ;(di� ndi)n(di� ndi�) = d� ndi10�0 = di10�0 :Pøípad 4.3.2. Adresy � a � jsou porovnatelné.Mù¾eme pøedpokládat, ¾e � je vlastnípøedponou adresy �, tak¾e di� = d1.Pøípad 4.3.2.1 Adresa 10 je pøedpona adresy �.Pøípad 4.3.2.1.1. Prvek di� je i10. Platí(di� ndi�)n(di� ndi) = d1 n(d� �d0) = d� �d1 �d0 �((d1 �d�)nd0)= d� �d1 �d0 �(d� nd0) = d� �d1 �d0 �d10 �d00;(di� ndi�)n(di� ndi) = (i100 � i110)n(d� �d1 �d0)= d� �((i010 � i110)n(d1 �d0)) = d� �d1 �d10 �d0 �d00;(di� ndi)n(di� ndi�) = (d� �d1 �d0)n(i100 � i110) = (d1 �d0)n(i010 � i110) = i00 � i10;(di ndi�)n(di ndi�) = (d1 �d�)n i0 = d� n i0 = i10 � i00;(di ndi�)n(di ndi�) = i0 n(d1 �d�) = d1 �d�;(di� ndi)n(di� ndi�) = (d� �d0)nd1 = d0 n(d1 �d�) = d1 �d� :Pøípad 4.3.2.1.2. Prvek di� není i10. Pí¹eme � = 10�0. Platí(di� ndi�)n(di� ndi) = d1 nd� = d� �d1 �d0;(di� ndi�)n(di� ndi) = (di110�0 �di100�0)n(d1 nd� = d� �d1 �d0)= d1 nd� = d� �d1 �d0;Kapitola 5 Geometrické monoidy 231



Sekce 4 Syntaktický monoid 233(di� ndi)n(di� ndi�) = (d� �d1 �d0)n(di110�0 �di100�0)= (d1 �d0)n(di110�0 �di010�0) = di101�0 �di001�0 ;(di ndi�)n(di ndi�) = (d1 �d�)ndi01�0 = d� ndi01�0 = di101�0 �di001�0 ;(di ndi�)n(di ndi�) = di01�0 n(d1 �d�) = d1 �d�;(di� ndi)n(di� ndi�) = d� nd1 = d1 �d�;Pøípad 4.3.2.2 Adresa 11 je vlastní pøedpona adresy �.Pøípad 4.3.2.2.1. Prvek di� je i110. Platí(di� ndi�)n(di� ndi) = (d1 �d10)nd� = d10 n(d� �d1 �d0)= d� �(d01 n(d1 �d0)) = d� �d1 �d0 �d01 �d00;(di� ndi�)n(di� ndi) = i10 n(d� �d1 �d0)= d� �d0 �(i0 n(d1 �d0)) = d� �d0 �d1 �d00 �d01;(di� ndi)n(di� ndi�) = (d� �d1 �d0)n i10 = i0;(di ndi�)n(di ndi�) = (d1 �d�)n i110 = d� n i10 = i0;(di ndi�)n(di ndi�) = i110 n(d1 �d�) = d1 �d10 �(i10 nd�) = d1 �d10 �d� �d0;(di� ndi)n(di� ndi�) = d� n(d1 �d10) = d1 �d� �((d� �d1 �d0)nd10)= d1 �d� �((d1 �d0)nd01) = d1 �d� �d01 �d0;a naleznemed�10 �d�1� �d�110 �d�11 �d1 �d� �d01 �d0 y d�10 �d�1� �d�110 �d� �d01 �d0y d�10 �d�1� �d� �d�101 �d01 �d0 y d�10 �d0 y ":Pøípad 4.3.2.1.2. Prvek di� není i110. Pí¹eme � = 11e�0. Platí(di� ndi�)n(di� ndi) = d1 nd� = d� �d1 �d0;(di� ndi�)n(di� ndi) = di1e1�0 n(d� �d1 �d0 = d� �d1 �d0;(di� ndi)n(di� ndi�) = (d� �d1 �d0)ndi1e1�0 = (d1 �d0)ndie11�0 = die11�0 ;(di ndi�)n(di ndi�) = (d1 �d�)ndi11e�0 = d� ndi1e1�0 = die11�0 ;(di� ndi)n(di� ndi�) = di11e�0 n(d1 �d�) = d1 �d�;(di� ndi)n(di� ndi�) = d� nd1 = d1 �d� :Pøípad 4.3.2.3 Adresa � je 11. V¹echny tøi adresy nále¾í do ALD a to u¾ je doká-záno v [12].Pøípad 4.4. Adresa � je nejvìt¹í spoleèná pøedpona adres � a �. Mù¾eme pøedpoklá-dat � ? �, jinak jsme v pøípadì 1. Pí¹eme � = 0�0.Pøípad 4.4.1. Adresa 1 je vlastní pøedpona adresy �.Kapitola 5 Geometrické monoidy 233



Sekce 4 Syntaktický monoid 235Pøípad 4.4.1.1. Prvek di� je i10. Platí(di� ndi�)n(di� ndi) = i10 nd� = d� �d0;(di� ndi�)n(di� ndi) = di0�0 n(d� �d0) = d� �d0;(di� ndi)n(di� ndi�) = (d� �d0)ndi0�0 = d0 n(di10�0 �di00�0)= di10�0 �di010�0 �di000�0 ;(di� ndi)n(di� ndi�) = i0 n(di10�0 �di00�0) = di00�0 �di000�0 �di010�0 ;(di� ndi)n(di� ndi�) = (di10�0 �di00�0)n i0 = i0;(di� ndi)n(di� ndi�) = d� n i10 = i0 :Pøípad 4.4.1.2. Prvek di� není i10. Pí¹eme � = 1e�0 a platí(di� ndi�)n(di� ndi) = di1e�0 nd� = d�;(di� ndi�)n(di� ndi) = di0�0 nd� = d�;(di� ndi)n(di� ndi�) = d� ndi0�0 = di10�0 �di00�0 ;(di� ndi)n(di� ndi�) = die1�0 n(di10�0 �di00�0) = di10�0 �di00�0 ;(di� ndi)n(di� ndi�) = (di10�0 �di00�0)ndie1�0 = die1�0 ;(di� ndi)n(di� ndi�) = d� ndi1e�0 = di1e�0 :Pøípad 4.4.2. Adresa � je rovna 1. Nalezneme(di� ndi�)n(di� ndi) = d1 nd� = d� �d� d0;(di� ndi�)n(di� ndi) = di0�0 n(d� �d� d0) = d� �d� d0;(di� ndi)n(di� ndi�) = (d� �d1 �d0)ndi0�0 = (d1 �d0)n(di10�0 �di00�0)= di110�0 �di100�0 �di010�0 �di000�0 ;(di� ndi)n(di� ndi�) = (d1 �d�)n(di10�0 �di00�0)= di110�0 �di010�0 �di100�0 �di000�0 ;(di� ndi)n(di� ndi�) = (di10�0 �di00�0)n(d1 �d�) = d1 �d�;(di� ndi)n(di� ndi�) = d� nd1 = d1 �d� :Pøípad 5. Nejvìt¹í spoleèná pøedpona dvou adres je pøedponou adresy tøetí. Pøedpo-kládejme, ¾e nejvìt¹í spoleèná pøedpona 0 adres � a � je pøedponou adresy . Pokudplatí � = 0 nebo  = 0, pak jsme v pøípadì 4. Pokud jsou � a � kolmé pak jsme nutnìv pøípadì 1. Tak¾e jsme uvá¾ili v¹echny pøípady a dùkaz je hotov.Z tvrzení 5.43 odvodíme:Tvrzení 5.46 Vztah diu �+LDLI div je ekvivalentní vztahu di�1v �diu y ".Ka¾dý monoid, který splòuje podmínky tvrzení 5.43 má dobré vlastnosti:Kapitola 5 Geometrické monoidy 235



Sekce 4 Syntaktický monoid 237Tvrzení 5.47 MonoidMLDLI je s levým krácením a uspoøádání levou dìlitelností naMLDLItvoøí svaz.Dùkaz: V [12] je dokázáno, ¾e ka¾dý monoid, který splòuje podmínky tvrzení 5.43 jes levým krácením, dva prvky mají jediného nejvìt¹ího spoleèného levého dìlitele a dvaprvky, které mají spoleèný pravý násobek, mají u¾ jediný nejmen¹í spoleèný pravý náso-bek. Podle tvrzení 5.40 má ka¾dá dvojice prvkù z MLDLI spoleèný pravý násobek, a takuspoøádání levou dìlitelností na MLDLI tvoøí svaz.Poznámka 5.48 Nemù¾e platit i0 � i00 � i0 �+LDLI i0 � i0 �d0, proto¾e platí i00 � i0 6= i0 � d0 :operátor i00 � i0 posílá (x�y)�z na (((x�x)�y)�((x�x)�y))�z a operátor i0 � d0 posílá (x�y)�zna (((x � y) � x) � ((x � y) � y)) � z. Pøesto jsme v minulé sekci dokázali vztah i0 � i00 � i0 =i0 � i0 � d0. Tak¾e kanonická projekce z MLDLI na G+LDLI není izomor�smus.Nyní u¾ vidíme, proè jsme de�novali LDLI-relace tak, jak jsme je de�novali. Mo-noid MLDLI je vìt¹í ne¾ monoid G+LDLI a pøesto si zachoval v¹echny dobré vlastnosti mono-idu G+LDLI. A navíc je s levým krácením a je dost pravdìpodobné, ¾e jeho podílová grupanebude þpøíli¹ dalekoÿ od monoidu GLDLI. Co¾ není pravda v pøípadì LDI, proto¾e se dásnadno dokázat, ¾e platí d� �LDI i0:d� �LDI i�11 � i1 �d� �LDI i�11 � i� �LDI i�11 � i�1� � i� � i� �LDI i�11 � i�1� � i� � i1 � i0 �LDI i0 :Tak¾e relace �LDI má daleko k tomu, aby mohla dobøe popsat monoid GLDI.V [12] bylo jedno z øe¹ení, jak rozhodnout, jestli jsou dva termy LD-ekvivalentní, odvo-zeno pou¾itím syntaktického monoidu LD. Toto øe¹ení sestávalo z nalezení prostého zob-razení z mno¾iny tøíd LD-ekvivalence do podílové grupy syntaktického monoidu. Mo¾ná,¾e podobné øe¹ení existuje také pro LDLI a to by umo¾nilo rozhodnout problém slov proLDLI, ale také pro LDI, podle tvrzení 5.25.
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Kapitola 6Konstrukce LDLI grupoidùV této kapitole studujeme levodistributivní levoidempotentní grupoidy. Doká¾eme, ¾eka¾dý LDLI grupoid má kanonickou kongruenci, její¾ faktor je idempotentní grupoid.Tato kongruence umo¾òuje konstrukci LDLI grupoidù pomocí LDI grupoidù a grupoidùpravých konstant. Poté pou¾ijeme tuto metodu pro konstrukci volných LDLI grupoidùa pro charakterizaci variety LDLI grupoidù.V sekci 1 pøedstavíme kongruenci na ka¾dém LDLI grupoidu, její¾ faktor je LDIgrupoid. V sekci 2 nalezneme konstrukci zalo¾enou na této kongruenci. Pak dodáme apli-kaci této konstrukce. V sekci 3 sestrojíme kandidáty na volné LDLI grupoidy a doká-¾eme, ¾e je jejich volnost je ekvivalentní tvrzení, ¾e LDLI-ekvivalence je prùnikem LDI-ekvivalence a ekvivalence pravých konstant.6.1 Idempotentní kongruence na LDLI grupoidechV této sekci de�nujeme kongruenci ipG a doká¾eme, ¾e její faktor je LDI grupoid.Pokud neuvedeme jinak, bude ka¾dý uva¾ovaný grupoid v této kapitole s binární operací �.Zaèneme dvìma lemmaty o LI grupoidech. Pí¹eme abc pro a � (b � c) a ak pro a � ak�1.Lemma 6.1 Buï G LI grupoid a buï a v G. Pak platí pro v¹echna a; b v G,akb = ab a (ak)l = ak+l�1: (6.1)Dùkaz: Doká¾eme nejdøíve akb = ab pro v¹echna a; b vG. Výsledek je evidentní pro k = 1.Pro k > 1 platí akb = (a � ak�1)b = (ak�1 � ak�1)b = ak�1b = ab:Doká¾eme nyní ten druhý výsledek, a to indukcí podle l. Ponìvad¾ platí pro l = 1,Kapitola 6 Konstrukce LDLI grupoidù 239



Sekce 1 Idempotentní kongruence na LDLI grupoidech 241pøedpokládáme l > 1. Platí(ak)l = (ak) � (ak)l�1 = a � ak+l�2 = ak+l�1;a to je to, co jsme chtìli dokázat.De�nice: Buï G grupoid. De�nujeme ipG jako nejmen¹í ekvivalenci na G, která spl-òuje (a; a2) 2 ipG.Lemma 6.2 Buï G LI grupoid. Pak jsou následující podmínky ekvivalentní pro dvaprvky a; b v G :(i) platí (a; b) 2 ipG;(ii) existují kladná èísla k; l splòující ak = bl.Dùkaz: (i) ) (ii): Vztah (a; b) 2 ipG implikuje existenci posloupnosti a = a0; : : : ; an =b, takové, ¾e platí ai = a2i�1 nebo a2i = ai�1 pro ka¾dé i mezi 1 a n. Doká¾eme indukcípodle n, ¾e existují kladná èísla k; l splòující ak = bl. Výsledek je evidentní pro n = 0.Pøedpokládejme n > 1. Indukèní pøedpoklad øíká, ¾e existují èísla k0; l0 splòující ak0 =al0n�1. Máme teï dvì mo¾nosti:- pro b2 = an�1 platí bl0+1 = (b2)l0 = al0n�1 = ak0 ;- pro b = a2n�1 platí bl0 = (a2n�1)l0 = (al0n�1)2 = (ak0)2 = ak0+1.(ii) ) (i): Evidentní.Stejnì jako v pøípadì svazù de�nujeme kongruenci a jednoduchý grupoid.De�nice: Buï (G; �) grupoid. Ekvivalence � na G se nazývá kongruence, pokud splòujenásledující podmínky:z (a; b) 2 � a (c; d) 2 � vyplývá (a � c; b � d) 2 �: (6.2)Grupoid G je jednoduchý, pokud má pouze dvì kongruence, a to idG a G�G.Pøíklad 6.3 Relace ipG není obecnì kongruencí, napøíklad� 0 1 20 1 0 21 1 0 22 1 2 2je LI grupoid, který je jednoduchý: pokud máme (0; 1) 2 �, pak platí (2 � 0; 2 � 1) 2 �a pokud máme (2; a) 2 � s a v f0; 1g, pak platí (a � 2; a � a) 2 �. Pøesto je ekvivalence ipGnetriviální.Naproti tomu, pokud je G LDLI grupoid, pak je relace ipG kongruencí.Kapitola 6 Konstrukce LDLI grupoidù 241



Sekce 2 Rozklad LDLI grupoidù 243Tvrzení 6.4 Pro ka¾dý LDLI grupoid G je relace ipG kongruence a pro v¹echna a; b; cv G s (a; b) 2 ipG platí ac = bc.Dùkaz: Uva¾ujme (a; b) 2 ipG. Existují k; l splòující ak = bl. Nyní pro ka¾dé c v G platía � c = ak � c = bl � c = b � c(c � a)k = c � ak = c � bl = (c � b)l:To implikuje, ¾e ipG je kongruence. Výsledek, ¾e (a; b) 2 ipG dává ac = bc pro ka¾dé cv G, je teï evidentní.Je snadné nahlédnout, ¾e pro LDLI grupoid G je faktor G=ipG LDI grupoid a ¾ev¹echny tøídy ekvivalence splòují identitu pravých konstantx � z = y � z: (RC)Navíc prvky tìchto tøíd splòují ak = bl.Pøíklad 6.5 Mìjme následující LDLI grupoid:� 0 1 2 30 1 1 3 21 1 1 3 22 3 3 2 13 2 2 1 3Kongruence ipG má tøi tøídy ekvivalence: f0; 1g, f2g a f3g. Faktor je izomorfní jedinélevodistributivní kvazigrupì o tøech prvcích.Poznámka 6.6 Kepka a Nìmec [37] dokázali tvrzení 6.4 pro G LDLI grupoid s levýmkrácením. Dokázali také, v pøípadì LD grupoidù s levým krácením, ¾e je identita LIekvivalentní identitì xx � x = xx: (6.3)Tento výsledek neplatí obecnì pro LD grupoidy, které nejsou s levým krácením, vidímenásledující protipøíklad, který je LD, splòuje zmínìnou identitu, ale není LI, proto¾eplatí (1 � 1) � 0 6= 1 � 0: � 0 1 20 1 2 21 1 2 22 2 2 2
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Sekce 2 Rozklad LDLI grupoidù 2456.2 Rozklad LDLI grupoidùV této sekci pøedstavíme konstrukci, která umo¾òuje rekonstruovat LDLI grupoidyz LDI grupoidù a RC grupoidù. Pak klasi�kujeme v¹echny jednoduché neidempotentníLDLI grupoidy. Výsledek z tvrzení 6.4 vede k následující de�nici:De�nice: Mno¾ina A se nazývá monounární algebra, pokud má jednu unární operaci �.Monounární algebra (A;�) je souvislá, pokud pro v¹echna a; b v A existují k; l splòu-jící �k(a) = �l(b).Pøíklad 6.7 Ka¾dá monounární algebra (A;�) se dá zachytit orientovaným grafem �,jeho¾ vrcholy jsou A a hrany vyjadøují operaci � (viz obrázek 6.1): pro ka¾dý vrchol az A, existuje jediná hrana, která zaèíná v a, a to hrana z a do �(a). Monounární algebraje souvislá, právì tehdy, kdy¾ je její graf souvislý.
Obrázek 6.1: Monounární algebra vyjádøená svým grafemKa¾dý RC grupoid G má pøirozenou unární operaci oG : a 7! a2, která úplnì urèujenásobení naG. Z druhé strany, na ka¾dé monounární algebøe mù¾eme vybudovat strukturuRC grupoidu. Øekneme tedy, ¾e RC grupoid je souvislý, pokud je pøíslu¹ná monounárníalgebra souvislá. Je-li G LDLI grupoid, pak jsou v¹echny tøídy ekvivalence ipG souvisléRC grupoidy podle tvrzení 6.4. To nám umo¾ní nalézt rozklad grupoidu G.Tvrzení 6.8 (i) Buï H LDI grupoid a buï Aa, s a 2 H , systém po dvou disjunktníchmno¾in. Pøedpokládejme, ¾e existují zobrazení fa;b z Ab do Aab pro v¹echna a; b v H .De�nujme grupoid B(H; f) jako mno¾inu Sa2H Aa s operací � de�novanou jako x � y =fa;b(y) pro x v Aa a y v Ab. Pak je grupoid B(H; f) LI. Navíc, pokud zobrazení fa;bsplòují identitu fa;bc Æ fb;c = fab;ac Æ fa;c (6.4)pro v¹echna a, b a c v H , pak je grupoid B(H; f) LD.(ii) Buï G LDLI grupoid. Pak je G izomorfní grupoidu B(G=ipG; f), kde máme f�a;�b = aca �a znaèí tøídu ekvivalence ipG, která obsahuje a.Kapitola 6 Konstrukce LDLI grupoidù 245



Sekce 2 Rozklad LDLI grupoidù 247Dùkaz: (i) Uva¾ujme libovolná a; b; c v H , a x v Aa, y v Ab a z v Ac. Prvek x�x = fa;a(x)nále¾í také do Aa, proto¾e H je idempotentní. Tak¾e platí (x � x) � y = fa;b(y) = x � y.Pro levou distributivitu mámex � (y � z) = x � fb;c(z) = fa;bc(fb;c(z)) = fab;ac(fa;c(z))(x � y) � (x � z) = fa;b(y) � fa;c(z) = fab;ac(fa;c(z))a tak je B(H; f) LDLI grupoid.(ii) V¹imneme si nejdøív, ¾e de�nice zobrazení f�a;�b nezále¾í ani na volbì a, podletvrzení 6.4, ani na volbì b. Nyní ovìøíme podmínku (6.4) pro a; b; c v G a d v �c:f�a;bc(f�b;�c(d)) = f�a;bc(bd) = a(bd) = (ab)(ad) = fab;ac(ad) = fab;ac(f�a;�c(d)):Tak¾e tato konstrukce dává LDLI grupoid a doká¾eme, ¾e tento grupoid je izomorfnígrupoidu (G; �). Zvolme a; b v G, c v �a a d v �b. Platíc � d = f�a;�b(d) = a � d = c � d;a to konèí dùkaz.Ve zbytku textu se ka¾dý prvek grupoidu B(H; f) znaèí dvojicí (a; x) s a v H a xv Aa.Zmiòme se, ¾e pro ka¾dé a v G platí rovnost f�a;�a = oG na tøídì ekvivalence �a. Kdy¾uva¾ujeme rùzná a; b v G, zobrazení f�a;�b musí být homomor�smus: rovnostf�a;�b(oG(d)) = f�a;�b(f�b;�b(d)) = fab;ab(f�a;�b(d)) = oG(f�a;�b(d))platí pro libovolné d v �b.Pøíklad 6.9 Buï H LDI grupoid a buï A souvislý RC grupoid. Mìjme pro ka¾dé av H disjunktní kopii A znaèenou Aa. De�nujme zobrazení fa;b jako d 7! oHb(d) proka¾dé d v Ab. Pak platí (a; c) � (b; d) = (ab; fa;b(d)) = (ab; oHb(d)) = (ab; cd) a vidíme, ¾egrupoid B(H; f) je izomorfní souèinu H �A.Pøíklad 6.10 Buï G RC grupoid. Pak je G také LDLI grupoid a platí ab = bb prov¹echna a a b v G a , kdy¾ oznaèíme �a a �b tøídy ipG, které obsahují a respektive b,platí f�a;�b = f�b;�b = oG. Ponìvad¾ existuje jediný idempotentní RC grupoid pro ka¾doumohutnost, ka¾dý RC grupoid G je urèen tøídami kongruence ipG.Poznámka 6.11 Podobný rozklad je popsán v [35] pro levodistributivní levosymetrickégrupoidy, tzn. pro grupoidy, které splòují kromì identity LD také identitux � (x � y) = y: (LS)Je tam té¾ dokázáno, ¾e ka¾dý LSLD grupoid splòuje identitu LI, a tak je ná¹ rozkladzobecnìním toho pro LSLD grupoidy.Kapitola 6 Konstrukce LDLI grupoidù 247



Sekce 3 Volné LDLI grupoidy 249Existence kongruence ipG umo¾òuje klasi�kovat v¹echny neidempotentní jednoduchéLDLI grupoidy. Tato klasi�kace sice plyne z výsledkù o jednoduchých LD grupoidechpøedstavených v [37], ale provedeme ji zde, proto¾e pou¾ívá jiný pøístup.De�nice: Grupoid Cycr(n) s n > 1 je mno¾ina f0; 1; : : : ; n� 1g s operací i � j = j � 1,pro j > 0 a i � 0 = n� 1.Grupoid Pathr(n) s n > 1 je mno¾ina f0; 1; : : : ; n � 1g s operací i � j = j � 1, pro j > 0a i � 0 = 0 (viz obrázek 6.2).
Obrázek 6.2: Monounární algebry, které odpovídají grupoidùm Cycr(6) (na-levo) a Pathr(6) (napravo).Tvrzení 6.12 (Stanovský [45]) Jediné jednoduché RC grupoidy jsou, a¾ na izomor�s-mus, idempotentní RC grupoid o dvou prvcích, Pathr(2) a Cycr(p) pro p prvoèíslo.Tvrzení 6.13 Jediné neidempotentní jednoduché LDLI grupoidy jsou, a¾ na izomor�s-mus, Pathr(2) a Cycr(p) pro p prvoèíslo.Dùkaz: Kongruence ipG na LDLI grupoidu G není triviální, jedinì pokud je G idempo-tentní, anebo pokud je G souvislý RC grupoid. Jediné neidempotentní jednoduché RCgrupoidy jsou podle tvrzení 6.12, grupoidy Pathr(2) a Cycr(p).6.3 Volné LDLI grupoidyV této sekci se pokusíme sestrojit volné LDLI grupoidy pomocí konstrukce z tvr-zení 6.8. Nebudeme umìt dokázat, ¾e jsou tyto grupoidy volné, ale jejich volnost budemecharakterizovat pomocí ekvivalentních podmínek. Zaèneme jednogenerovanými LDLI grupo-idy. Je zøejmé, ¾e ka¾dý jednogenerovaný LDLI grupoid je souvislý RC grupoid. Existuje,a¾ na izomor�smus, právì jeden nekoneèný jednogenerovaný RC grupoid: mno¾ina N soperací a ^ b = b+ 1 (viz obrázek 6.3). Tak¾e odvodíme:Lemma 6.14 Grupoid (N; ^) je izomorfní volnému jednogenerovanému LDLI a také vol-nému jednogenerovanému RC grupoidu.Kapitola 6 Konstrukce LDLI grupoidù 249
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Obrázek 6.3: Jednogenerovaný nekoneèný LDLI grupoidZaèneme teï sestrojovat LDLI grupoidy o více generátorech, které budou asi volné.V kapitole 5 jsme v tvrzení 5.25 dokázali (a¾ na jednu domnìnku), ¾e dva termy jsouLDLI-ekvivalentní tehdy a jen tehdy, pokud jsou LDI-ekvivalentní a mají stejnou pravouvý¹ku. Nyní doká¾eme stejnou vìtu pro druhé mocniny.Lemma 6.15 Buïte t a t0 dva LDI-ekvivalentní termy, které mají stejnou pravou vý¹ku.Pak jsou termy t � t a t0 � t0 LDLI-ekvivalentní.Dùkaz: Termy t � t a t0 � t0 jsou LDI-ekvivalentní a mají stejnou pravou vý¹ku. Podlelemmatu 5.22 existuje slovo w na ALDLI a èíslo k splòující t � t � ik� � diw � i�k� = t0 � t0.Doká¾eme výsledek indukcí podle k. Pro k = 0 je výsledek triviální.Pøedpokládejme k > 0. Platí t � ik+1� � diw � i�k�1� = t0. Nyní necháme zmizet v¹echnyvýskyty operátoru d� z w. Pohledem na LDI-relace si v¹imneme, ¾e mù¾eme pøesunoutv¹echny d� na levý kraj slova w a v¹echny d�1� na pravý kraj slova w. Nyní platíi� � i� � d� = i� � i� � i00 � i10ponìvad¾ oba operátory posílají ka¾dý term t na term ((t � t) � t) � ((t � t) � t). Tak¾e existujeslovo w1 na ALDI a slovo w2 na ALDLI splòujícít � ik+1� � di0w1 � di1w2 � i�k�1� = t0:Nyní slovo w1 stejnì jako slovo w2 posílají term t � ik� na term t0 � ik�. Tak¾e také platít � ik+1� � di0w2 � di1w2 � i�k�1� = t0:Ale platí ik+1� � di0w2 � di1w2 � i�k�1� = ik� � diw2 � i� � i�k�1� = ik� � diw2 � i�k� :Tak¾e operátor ik�1� � diw2 � i�k+1� posílá term t � t na term t0 � t0 a zbytek plyne z indukce.Sestrojíme potenciálnì volné LDLI grupoidy z volných LDI grupoidù a z grupo-idu (N; ^). Tøída LDLI-ekvivalence termu t bude kódována dvojicí { jedním prvkemvolného LDI grupoidu, a to tøídou LDI-ekvivalence prvku t a èíslem z N, které budevyjadøovat rozdíl mezí pravou vý¹kou termu t a nejmen¹í pravou vý¹kou ve tøídì LDI-ekvivalence.Oznaèíme FLDIX volný LDI grupoid generovaný mno¾inou X , tj. mno¾inu TX faktori-zovanou LDI=, a oznaèíme [t] tøídu ekvivalence LDI= obsahující prvek t. De�nujeme pravou vý¹kuKapitola 6 Konstrukce LDLI grupoidù 251



Sekce 3 Volné LDLI grupoidy 253ka¾dého prvku [t] z FLDIX jako nejmen¹í pravou vý¹ku termu t0, který je LDI-ekvivalentníprvku t. Uva¾ujme nyní, pro ka¾dé [t] v FLDIX , disjunktní kopii grupoidu (N; ^), znaèe-nou N[t] . Pro v¹echna [t]; [s] v FLDIX , de�nujeme f[t];[s](a) = a+rht([s])� rht([t � s]) + 1.Platí f[t];[s](a) > a pro ka¾dé a v N, a tak je B(FLDIX ; f) LI grupoid.Lemma 6.16 Grupoid B(FLDIX ; f) de�novaný vý¹e je LDLI grupoid.Dùkaz: Je tøeba dokázat, ¾e se jedná o LD grupoid, tzn., ¾e zobrazení fa;b splòují pod-mínku (6.4). Pro termy t1; t2; t3 a ka¾dé a v N, platí:f[t1];[t2�t3] Æ f[t2];[t3](a) = f[t1];[t2�t3](a+ rht([t3])� rht([t2 � t3]) + 1)= a+ rht([t3])� rht([t1 � t2 � t3]) + 2= a+ rht([t3])� rht([(t1 � t2) � t1 � t3]) + 2;= f[t1�t2];[t1�t3](a+ rht([t3])� rht([t1 � t3]) + 1)= f[t1�t2];[t1�t3] Æ f[t1];[t3](a)a tak je grupoid B(FLDIX ; f) LDLI.Neumíme dokázat, ¾e je tento grupoid volný, ale umíme tuto vlastnost vyjádøit jinak:Tvrzení 6.17 Buï X mno¾ina promìnných. Pak jsou následující tvrzení ekvivalentní:(i) Dva termy t a t0 jsou LDLI-ekvivalentní tehdy a jen tehdy, pokud jsou LDI-ekvivalentnía mají stejnou pravou vý¹ku.(ii) Grupoid B(FLDIX ; f) je izomorfní volnému grupoidu generovanému X .(iii) Nech» je G volný grupoid generovaný X , pak je ka¾dá tøída ekvivalence ipG s levýmkrácením.(iv) Dva termy t a t0 z TX jsou LDLI-ekvivalentní, pokud jsou termy t � t a t0 � t0 LDLI-ekvivalentní.(v) Relace LDLI= na TX je prùsekem relací LDI= a RC=.Dùkaz: Mno¾ina TX faktorizovaná ekvivalencí LDLI= je volný LDLI grupoid na X . Ozna-èíme �t tøídu LDLI-ekvivalence, která obsahuje t. De�nujeme zobrazení h jako �t 7! ([t]; rht(t)�rht([t])+1). Toto zobrazení je evidentnì surjektivní a podle (i) je injektivní. Staèí dokázat,¾e se jedná o homomor�smus. Platíh(t1) � h(t2) = ([t1]; rht(t1)� rht([t1]) + 1) � ([t2]; rht(t2)� rht([t2]) + 1) == ([t1 � t2]; rht(t2)� rht([t1 � t2]) + 2) = h(t1 � t2): (6.5)Zobrazení h je tedy izomor�smus mezi volným LDLI grupoidem generovaným X a grupo-idem B(FLDIX ; f).Kapitola 6 Konstrukce LDLI grupoidù 253



Sekce 3 Volné LDLI grupoidy 255(ii)) (iii) Tøídy ipG jsou kopiemi N, a tak jsou s levým krácením. (iii)) (iv) Termy ta t0 jsou LDI-ekvivalentní, a tak platí t � t LDLI= t � t0. Z levého krácení dostaneme t LDLI= t0.(iv) ) (i) Termy t a t0 jsou LDI-ekvivalentní a podle lemmatu 6.15 platí t � t LDLI= t0 � t0.Zbytek plyne z tvrzení (iv). (i)() (v) Je snadné nahlédnout indukcí, ¾e dva termy jsouRC-ekvivalentní tehdy a jen tehdy, pokud mají stejnou pravou vý¹ku a stejnou nejpravìj¹ípromìnnou.Prozatím neumíme dokázat ¾ádný z výsledkù z tvrzení 6.17. Ty se ale, pokud jsoupravdivé, dají chápat tak, ¾e tøída LDLI grupoidù je nejmen¹í tøídou, která obsahujejak LDI grupoidy, tak i RC grupoidy. Dokonce jsme dokázali, ¾e ka¾dý LDLI grupoid sedostane jako expanze LDI grupoidu RC grupoidy. RC grupoidy mají dost jednoduchoustrukturu, tak¾e studium LDLI grupoidù by mohlo být prakticky studiem LDI grupoidù;mnoho problémù mù¾e být ekvivalentních pro LDI a pro LDLI, napøíklad problém slovvolných grupoidù. Dokonce u¾ nyní, díky vìtì 6.15, víme, ¾e øe¹ení problému slov LDLIby dalo øe¹ení problému slov pro LDI: uva¾ujme dva termy t; t0 s rht(t) 6 rht(t0) aoznaème k = rht(t0) � rht(t); pak jsou termy t � ik+1� a t0 � i� LDI-ekvivalentní tehdy ajen tehdy, jsou-li LDI-ekvivalentní, dle tvrzení 6.15.Relace LDLI= je teoreticky komplikovanìj¹í ne¾ relace LDI=, ale výhoda identit LDLI je,¾e existují pøidru¾ené struktury, které jsou výhodnìj¹í pro nìkteré pøístupy ne¾ obdobnéstruktury pro LDI. Studovali jsme napøíklad v kapitole 5 syntaktické monoidy a dokázalijsme, ¾e syntaktický monoid pro LDLI má dobré vlastnosti, které nelze nalézt v podobnémmonoidu pøidru¾eném identitám LDI.
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