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Uvod

Tento text sestava ze dvou ¢asti, a to ze studia semidirektnich soucint svazi a jejich
uziti v Coxeterovych grupach a v Garsidovych monoidech a ze studia volnych levodistri-
butivnich idempotentnich grupoidt (LDI grupoidt), jejichZ prvky jsou tiidy ekvivalence
strukturované jako ¢astecné usporddané mnoziny. To, co tyto dost nezavislé ¢asti spojuje,
je pojem svazu a konfluence a obecnéji typ kombinatorické a algebraické argumentace,
ktery byva pouzit.

V prvni ¢asti se soustfedime na pojem semidirektniho soucinu svazii, coz je analog
pojmu semidirektni so¢in grup, pretdhnuty do svéta svazi. Stejné jako u grup existuje
vnitini a vnéjsi verze semidirektniho soucinu, pricemz ta vnéjsi se konstruuje pomoci akce
jednoho svazu na druhém. Direktni soucin odpovida semidirektnimu, u kterého je akce
trividlni. Ponévadz svazy vlastni dvé zdkladni operace (priisek a spojeni), je potieba a
priori dvou zobrazeni z prvniho svazu do mnoziny endomorfismt druhého. Ve skuteénosti
staci pouze jedno zobrazeni, které plné urcuje usporadani na svazu a tedy i ono druhé
zobrazeni.

Kapitola 1 této prace popisuje konstrukci semidirektniho soucinu svazti a semidirekt-
niho soucinu polosvazii (struktury, kde je definovana jen jedna svazové operace). Zkou-
mame podrobnéji nékteré piriklady a dokdzeme napiiklad v tvrzeni 1.15, Ze v pripadé
diskrétnich svazi (¢ili specidlné i v pfipadé koneénych svazii) sta¢i umét spocitat mno-
zinu trojic zvanych specialni, abychom uméli rekonstruovat cely semidirektni soucin. Tyto
trojice kdduji v jistém smyslu relaci bezprostfedniho néslednika v soucinu. Jinym vysled-
kem je charakterizace nejmensi tiidy svazli uzaviené na semidirektni souciny:

Tvrzeni 1.25 Bud' L konecény svaz. Nasledujici podminky jsou ekvivalentni:

(1) svaz L nélezi nejmensi tridé, kterd obsahuje dvouprvkovy svaz a kterd je uzaviend na
podsvazy, semidirektni souciny a izomorfni obrazy;

(i1) svaz L neobsahuje Zadny podsvaz, ktery se zobrazuje na néjaky jednoduchy svaz;
(i41) svaz L nalezi nejmensi tridé, kterd obsahuje dvouprvkovy svaz a kterd je uzaviend
na podsvazy, na kratké exaktni sekvence a na izomorfni obrazy;

(iv) svaz L nélezi nejmensi tridé, kterd je uzaviend na podsvazy a na homomorfni soudiny
a ktera neobsahuje zadny jednoduchy svaz.

Kapitola 2 popisuje pouziti semidirektniho souéinu svazti v Coxeterovych grupéach.
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Toto pouziti je vlastné vychozi bod préace a hlavni motivace pro¢ byl definovan semidi-
rektni soucin svazi. Coxeterovy grupy jsou tiida grup, kterd obsahuje symetrické grupy
a obecnéji grupy zrcadleni afinich prostori a jsou objektem mnoha praci [27], [4] nebo [5].
Kazda Coxeterova grupa W je vybavena ¢aste¢nym tusporadanim, které se nazyva slabé
uspordddni < a které tvoii polosvaz u vSech Coxeterovych grup nebo dokonce svaz v pii-
padé, 7e je W konecna. Nasim cilem je popsat explicitné konstrukci tohoto (polo)svazu
a zde se vyuziva semidirektni soucin svazi. Mezi viemi podgrupami Coxeterovy grupy
existuji podgrupy zvané parabolicke, které jsou samy Coxeterovymi grupami a které jsou
generovany podmnozinami mnoziny kanonickych generatort grupy W. Je-li W; parabo-
lickd podgrupa, existuje ptrirozeny rozklad prvkd W vztazeny k W a ukazuje se, ze tento
rozklad déva kongruenci (polo)svazu slabého usporaddni na W. Navic, tiidy této kongru-
ence jsou izomorfni a maji strukturu podsvazi. Dokazeme nésledujici obecné tvrzeni:

Véta 2.10 Bud (W, S) Coxeteriiv systém a bud J podmnozina S. Ozna¢me W; pod-
grupu grupy W generovanou mnozinou J a W levou rozkladovou tiidu k Wj. Pak je
polosvaz (W, X) izomorfni néjakému semidirektnimu soucinu (W, <) a (W7, <).

Tento vysledek je navic natolik efektivni, Ze umoznuje, ve velkém mnozstvi pfipadi,
uplné popsat uvazované semidirektni souciny tim, Ze spocitdme vSechny specidlni trojice.
Zabyvéme se téz konkrétnimy typy, a to A, Bpn, Dy, I, a téz As: pro kazdou z neko-
nec¢nych rad se svaz slabého usporddani konstruuje induktivné z predchézejici grupy dané
rady

V literatufe existuji jiné piipady rozkladd slabého uspoiadani [41], [23]. N&§ vysledek
je specificky v tom, Ze umoziuje induktivné konstruovat polosvazy (ty vét$i z mensich,
které uz jsou znamy) a neni to pouze rozklad (vyjadieni prvka velkého polozvazu pomoci
mensich polosvazil). Navic se zd4, 7e se dosud uvazovaly pouze koneéné Coxeterovy grupy,
zatimco nas pristup funguje rovnéz pro ty nekonec¢né.

Kapitola 3 je vénovana studiu svaz délitelnosti v Artinovych a v Garsidovych mo-
noidech. Ke kazdé Coxeterové grupé se prifazuje grupa zvand Artinova, jejiZ prezentace
se dostane z prezentace piislusné Coxeterovy grupy odstranénim torznich relaci s? = 1,
a monoid stejné prezentace. Je-li grupa W konecnd, a ozna¢ime-li M odvozeny Artiniv
monoid, existuje pfirozeny surjektivni homomorfismus z M na W a zaroven existuje kano-
nickd mnozinové sekce tohoto homomorfismu. Obraz pfi této sekci prvku wg grupy W je
prvek A monoidu M jehoz vlastnosti jsou dilezité a, specidlné, délitelé prvku A v mono-
idu M tvori svaz, ktery je izomorfni svazu slabého usporadani na W. Studujeme zde svazy,
které se objevuji jako svazy déliteltt prvkia A* a taktéz svaz délitelnosti monoidu M:

Tvrzeni 3.11 Bud M ireducibilni Artiniiv monoid sférického typu, ktery ma alesporn dva
atomy. Pak je svaz délitelnosti na M jednoduchy.

Pojem Artinovych monoida se zobechuje na pojem Garsidovych monoidi, definova-
nych jako monoidy vlastnici prvek znany Garsidiv prvek, jehoz délitelé tvoii svaz [17].
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Popisujeme zde piiklady Garsidovych monoidia M, kde se svaz délitelt minimalniho Gar-
sidova prvku A monoidu M obdrzi jako semidirektni soucin svazu délitelt miniméalniho
Garsidova prvku ¢ néjakého podmonoidu monoidu M a svazu déliteld A, ktefi jsou ne-
soudélni s 4.

Druhd ¢ast této prace se vénuje studiu levé distributivity v pritomnosti idempotence.
Leva distributivita je algebraicka rovnost LD: z(yz) = (zy)(zz), a idempotence je alge-
braickd rovnost I: x = xzz. O LD grupoidech, tzn. algebrach s jednou binarni relaci spl-
hujici identitu LD, byly hodné publikovédno v minulych letech, nap¥iklad Dehornoy [13],
Dréapal [19], Kepka [34] nebo Laver [39]. LDI grupoid je LD grupoid, ktery spliuje na-
vic identitu I. Zakladni problém, kdyz se studuje grupoid splhujici néjakou algebraickou
identitu ¢i vicero identit, je problém slov, tj. otadzka jak algoritmicky rozhodnout, zda
jsou dva abstraktni vyrazy zapsané pomoci proménnych a operace (¢ili jednodus$e Feceno
termy) rovny modulo uvaZované identity. Vyfesit tuto otdzku znamend vlastné konkrétné
popsat volné algebry rovnicové variety definované témito identitami.

V piipadé identity LD byla tato otazka zodpovézena pozitivné v [12] a existuje dokonce
vice metod, které rozeznaji, jsou-li nebo ne dva termy LD ekvivalentni. V pripadé LDI, tj.
kdyz priddme idempotenci, je tato otazka stdle oteviena — a stéle ji ztistava. Na vysledky
prinesené v této praci mize byt nahlizeno jako na castecné vysledky na cesté k tfeseni
problému slov, které stale zbyva nalézt.

Kapitola 4 zavadi zakladni pojmy nutné ke studiu LDI, tzn. k popisu ekvivalence na
termech indukované identitami LD a I. Zakladni mys8lenkou je sledovat metody vyvinuté
v [12] pro identitu LD a zkouSet je rozsifit pro LDI, coz neni okamZité vidét. Zda se byt
piirozené zavést jistou variantu idempotence, a to identitu LL: (z - z) -y = x -y a vést
vyzkum paralelné pro LDI a pro LDLI.

Jeden ze zndmych vysledkd pro LD je, ze kazda tifida ekvivalence pro LD ma struk-
turu svazového typu (zda se jednd o opravdovy svaz zistavi obecné otdzkou): zaviddime
orientovany pojem LD expanze, ktery zjemnuje LD ekvivalenci a jeden z nejdilezitéjsich
technickych vysledka je konfluence, coz znaci, ze dva termy jsou LD ekvivalentni pravé
tehdy, kdyZ maji spole¢nou LD expanzi. Tento vysledek byl dokdzén Laruem [38] rovnéz
pro piipad LDI. Zopakujeme tento diikaz a dokazeme obdobny vysledek pro LDLI:

Tvrzeni 4.12 Dva termy jsou LDLI ekvivalentni tehdy a jen tehdy, kdyz maji spolec¢nou
LDLI expanzi.

Otéazka feSeni problému slov pro néjakou skupinu identit, naptiklad pro LDI nebo
LDLI, znamend umét dokazat, kdy dva termy nejsou ekvivalentni: ve skutecnosti, pokud
jsou dva termy ekvivalentni, miizeme to vzdy zjistit postupnym vycislovanim v8ech ekvi-
valentnich termi a zkoumanim, zda se nas term objevil na seznamu. Existuji dva typy
method jak dokdzat, ze dva termy ¢, ¢’ nejsou ekvivalentni: sémantickd metoda, kterd spo-
¢iva v konstrukci ptrikladu grupoidu S, ktery spliiuje uvazované identity a pii dosazeni
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de t a t' se dostanou rizné hodnoty; a metoda syntakticka, pfi které se naleznou ¢isté
formalni kritéria, kterda dokdzou, 7e t a t' nemohou byt ekvivalentni. Naptiklad v p¥ipadé
LDI, obé identity zachovavaji nejpravéjsi a nejlevéjsi proménné a tedy, pokud nejpravéjsi
a nejlevéjsi proménné v ¢ a v ¢ nejsou shodné, tyto termy nemohou byt LDI ekvivalentni.
To, co bychom radi, je najit dostatecné jemna kritéria, abychom uméli oddélit vSechny ne-
ekvivalentni termy, co? by znamenalo umét vyf¥esit problém slov. V pfipadé LDI (a LDLI),
nemame zatim takového kritéria, nicméné dokazeme castecny vysledek, ktery umoznuje
syntakticky oddélit termy, které jsme doposud neuméli syntakticky oddélit. Znéni vyuziva
jistého pojmu zvaného fez termu.

Véta 4.29 Jsou-li t,t' LDI ekvivalentni, pak kazdy ez termu t' leZi v mnoziné Cut(t).

Predvedeme netrividlni priklady vyuziti tohoto kritéria tim, Ze jej ddme dohromady
s pojmem vahy proménnych termu.

V paté kapitole studujeme geometrické monoidy identit LDI a LDLI. Pro kazdou sku-
pinu algebraickych identit existuje monoid, ktery popisuje relaci ekvivalence termi jako
orbity akce jistého monoidu operatora [15]. V pfipadé asociativity dostaneme v podstaté
Thompsonovu grupu F' [10] a v pfipadé asociativity s komutativitou dostaneme v podstaté
Thompsonovu grupu V [7]. V pfipadé levé distributivity LD je geometricky monoid ex-
tenzi Artinovy grupy B, a studium tohoto monoidu umoznilo nalézt feSeni problému slov
pro LD a dalgich souvisejicich otdzek [12]. Je tedy pfirozené chtit zkoumat geometrické
monoidy pro skupiny LDI a LDLI doufaje, Ze se podaii vyfesit problém slov. V pfipadé LD
sestavalo TeSeni ze Ctyf etap: zavedeni syntaktického monoidu — monoidu, ktery splhuje
nejzakladnéjsi relace geometrického monoidu; dikaz konfluence v syntaktickém monoidu,
coz vlastné znamend dokazat, ze kazdy prvek podilové grupy syntaktického monoidu lze
zapsat ve formé uv™!, kde u i v leZi v syntaktickém monoidu; vyfe$eni problému slov syn-
taktického monoidu; a konstrukce injektivniho zobrazeni z mnoziny tfid LD ekvivalence
do syntaktické grupy. Podaii se ndm dokoncit prvni dvé etapy tohoto pristupu pro LDI
a prvni tfi etapy pro LDLI. Hlavni vysledky jsou nasledujici:

Tvrzeni 5.41 Kazdy prvek podilové groupy syntaktického monoidu pro LDI (respektive
pro LDLI) lIze zapsat jako uv~', kde u a v ndle# do pozitivniho syntaktického monoidu
pro LDI (respektive pro LDLI).

Tvrzeni 5.46 Syntakticky monoid pro LDLI je zleva kratitelny, kazda dvojice prvki ma
nejmensi spoleény pravy nasobek a nejvétsiho spolecného levého délitele a problém slov
tohoto monoidu se da resit metodou prevraceni slov.

Kapitola 6 obsahuje vysledky tykajici se LDLI grupoidi, tj. grupoidt splhujicich jak
LD, tak i LI, PopiSeme jisty rozklad LDLI grupoidd, ktery umoznuje rekonstruovat LDLI
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grupoidy pomoci LDI grupoidid a grupoidid pravych konstant, coz jsou grupoidy splhujici
identitu x - z = y - z. Vyuzijeme tohoto ke konstrukci volnych LDLI grupoidid pomoci
volnych LDI grupoidt a vyvodime z toho tvrzeni ekvivalentni tvrzeni, 7e dva termy jsou
LDLI ekvivalentni tehdy a jen tehdy, jsou-li LDI ekvivalentni a maji-li stejnou pravou
vysku, coz je délka nejpravéjsi vétve, divaime-li se na termy jako na binarni stromy.

Jestlize plati predchozi vysledek, pak by feseni problému slov pro LDLI dalo i feseni
problému slov pro LDI a naopak. Jinym dtsledkem by bylo, Ze rovnicova varieta genero-
vand LDLI je nejmensi varietou obsahujici t¥idu LDI grupoidd a t¥idu grupoidd pravych
konstant.

Nékteré vysledky z této prace uz byly publikovany oddélené. Definice semidirektniho
soucinu je soucasti diplomové prace autora [28]. Clanek [29] obsahuje piiblizné kapitolu 1
této prace. Clanek [31] popisuje konstrukci slabého usporadani na Coxeterovych grupach
pomoci semidirektniho soucinu polosvazi. A ¢lanek [30] je pfiblizné kopii kapitoly 6.
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Kapitola 1

Semidirektni souciny svazii

Semidirektni soucin svazi je konstrukce inspirovand semidirektnim soucinem grup.
V jednom sméru mé svaz, ktery dostaneme jako semidirektni sou¢in dvou mensich svaz,
kanonickou kongruenci, kterd umoznuje nalézt vychozi mensi svazy, jeden jako faktor,
druhy jako jednu z ttid ekvivalence. V druhém sméru mizeme témér kazdy svaz, ktery
vlastni kongruenci majici vSechny tfidy ekvivalentni, zkonstruovat jako semidirektni sou-
¢in faktoru a jedné tifidy zminované kongruence.

Tato kapitola obsahuje pét sekci. V sekci 1 definujeme semidirektni soucin svazi po-
moci dvou funkci, které zachycuji svazové operace spojeni a pruseku. V sekci 2 studujeme
tyto funkce, abychom dokazali, Ze pouze jedna z nich stac¢i pro konstrukci semidirektniho
soucinu. V sekci 3 definujeme semidirektni soucin polosvazii. V sekci 4 dokazeme, ze li-
bovolny svaz s libovolnou kongruenci 6 se vnotuje do néjakého semidirektniho soucinu,
jehoz kanonicka kongruence rozsituje kongruenci 4. Nakonec v sekci 5 studujeme tfidu
Konecnych svazi uzavienou na semidirektni souciny.

1.1 Semidirektni soucin svaziu

V této sekci popiseme konstrukeci semidirektniho soudinu svazii. Zacnéme pripome-
nutim semidirektniho sou¢inu grup: bud G grupa, K jeji podgrupa a H jeji normdlni
podgrupa spliujici KH = G a K N H = (). Definujeme zobrazen{ ¢ z K do Aut(H)
takové, Ze mnozina K x H s operaci « definovanou jako

(1, ha) « (K2, ho) = (k1 - k2, ha - o(k1)(h2)), (1.1)

je izomorfni grupé G.

Radi bychom vytvorili analogickou konstrukci v pripadé svazii. Bohuzel, svazy maji
jiné vlastnosti nez grupy; neexistuje napiiklad ,,norméalni podsvaz“, musime mluvit o kon-
gruencich.
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Definice: Bud L svaz a bud 6 relace ekvivalence na L. Rekneme, 7e 6 je kongruence
svazu L, jestliZe je 8 kompatibilni s obéma svazovymi operacemi, tj. mame-li, pro vSechna
a,b,c,dv L,

z (a,b) € 6 a (¢,d) € 6 vyplyva (a Ve, bV d) €0, (1.2)
z (a,b) € 6 a (c,d) € 6 vyplyva (a Ae,bAd) € 6.

Faktorovy svaz Ly je mnozina t¥id kongruence [a]g, pro a v L, se svazovymi operacemi V
a A, definovanymi jako [a]g V [b]g = [a V b]g a [a]g A [blg = [a A b]g.

Kazda kongruence grupy G je vazana na normalni podgrupu podgrupa K je tfidou
kongruence a ostatni tf¥idy jsou kopie podgrupy K pomoci translaci. Naproti tomu, tfidy
kongruence svazu L jsou vzdy podsvazy, ale nemaji obecné nic spole¢ného. A tak prvnim
krokem zobechovani je predstaveni kongruence jejiz t¥idy jsou stejné.

Definice [26]: Bud L svaz a bud § kongruence na L. Rekneme, 7e kongruence 6 na L je
izoformni pokud jsou tfidy 6 po dvou navzdjem izomorfni svazy.

Definice: Hasseiv diagram svazu (L, <) je graf jehoZ vrcholy jsou prvky svazu L a jehoz
hrany vyznacuji usporadani < na L : hrana stoupd z a do b, kdyZ mame a < b a kdyz
neexistuje zadny prvek ¢ spliujici a < ¢ < b.

Piiklad 1.1 Na obrazku 1.1 vidime dva Hasseovy diagramy svazi a v kazdém z nich je
vyznacena jedna kongruence. Kongruence svazu C'(4) mé étyti tiidy ekvivalence, které
nejsou izomorfni, ponévadZ maji razny pocet prvki; tato kongruence tedy neni izoformni.
Naproti tomu, kongruence svazu P(3) je izoformni.

o

Obrazek 1.1: Svazy C(4) a P(3), kazdy s jednou kongruenci: prvky, které
nalezi do stejné tiidy ekvivalence jsou spojeny ¢ernymi hranami.

Predpoklddejme, Ze je L svaz s izoformni kongruenci §. Ozna¢me K faktor L/y a H
libovolnou t¥idu kongruence 6. Pro kazdy prvek a svazu L znacime a tfidu ekvivalence
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prvku a. Ozna¢me n; izomorfismus a — H. Pak je zobrazeni a — (a,nz(a)) bijekci mezi
mnozinou L a mnozinou K x H. Diky této bijekci nebudeme ve zbytku textu rozliSovat
mezi mnozinou K a mnozinou K x H.

Nasim cilem je vybavit mnozinu K x H dvéma binarnimi operacemi, feknéme LI a I
tak, aby byl svaz (K x H,U M) izomorfni svazu (L,V,A). V teorii grup je operace -
kédovana zobrazenim . V pripadé svazi mame dvé operace, a budeme tudiz potiebovat
dvé zobrazeni ¢ a 1, abychom zakddovali tyto dvé operace.

Predpokladejme, ze existuje O, nejmensi prvek svazu H, a 1, nejvétsi prvek svazu H.
Definujme zobrazeni ¢ a ¢ z K x K do HH néasledujicimi rovnostmi: (pfipominame, ze
mnoZina K x H je identifikovana s mnozinou L, a tedy, Ze operace V, A jsou ty ze svazu L):

(k, )V (kV K, 05) = (kVE ok, k')(h)), (1.4)
(B A (kAR 1g) = (kA K, ¢k, k)(R)). (1.5)

Situace je nacrtnuta na obrazku 1.2. Ve skutecnosti piSeme ¢y, i (h) a tg i (h) spiSe nez
o(k,k")(h) a Y(k, k") (h) s mySlenkou, Ze g 1 a Pp g jsou zobrazeni z H do H.

(kVE', 0y s (1) (kVE', 151)

(V' 05) (k, L1m)

(k, OH)

Obrazek 1.2: Tento obrazek je ¢asti Hasseova diagramu svazu L. Témér vodo-
rovné ¢ary vyznacuji t¥idy ekvivalence 6. Prvek (kVE', p(k, k')(h)) je nejmensi
prvek t¥idy &V k', ktery je mensi nez prvek (k, h). Obecné nevime, jestli exis-
tuje néjaky prvek mezi prvky (k,h) a (kV k', p(k,k")(h)), a to je divod, pro¢
ona témér svisld ¢ara do prvku (k V k', o(k, k") (h)) neza¢ind v prvku (k, h).

Dokazeme zde jisté vlastnosti zobrazeni ¢ a v v uvazovaném piipadé, tj. v pripadé,
7e svaz H mé nejmensi a nejvétsi prvky. Posléze v tvrzeni 1.9 budeme uvazovat obecnéjsi
podminky.

Lemma 1.2 Zobrazeni ¢ a 1, definovand pomoci (1.4) a (1.5), jsou korektné definovana
a spliiuji, pro vSechna k, k', k" v K a h,h' v H, ndsledujici podminky:

Crk = Yrk = idu, (1.6)
Pk,k'Vk" = PkVk' k" O Pk k', (1-7)
Vi Akt = Ypak g © Uk ke (1.8)

h < i enn © Qrennr i (h), (1.9)
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h > o evi © Yevie i (h), (1.10)
ok k(W VD) =@ (h) Vo (h'), (1.11)
Vg (W AD) = (h) A g (B'). (1.12)

DUKAZ: Dokazeme nejdiive, 7e je prvek (k,h) V (kV k',0g) tvaru (k V k', h'0), pro
né&jaké h' v H. Ponévadz k V k' je vétsi nez k v K, existuje prvek h"” v H splhu-
jici (EV E',0m) > (k,h"). Kazda t¥ida kongruence tvofi podsvaz, a tak mame (k,h") >
(k,0m), a tedy téz (kV k',0g) > (k,0g). Nyni, ponévadz (k,h) patii do stejné tiidy
kongruence jako (k,0x), prvek (k, h)V (kV k', 0g) nélezi do stejné t¥idy jako (kV &', 0g).

Nyni zatneme dokazovat podminky. Podminka (1.6) plyne z definice. V8imnéme si, ze
pokud plati (1.6), je podminka (1.7) splnéna pravé tehdy, kdyZ jsou splnény nasledujici
dvé podminky:

Pk,k' = Ph,kVE (1.13)
Qalc,lc” = (pkl7kll o Qalc,k’ fOI“ k S kl S k”. (114)

Implikace (1.7) = (1.13) a (1.14) je vidét okamzité. Nésledné dokdZeme opacény smér:
uvazujme ndhodné k, k', k" v K. Relace k > kV K > kV K VE'" s podminkou (1.14)
déuvaji Pr,kVE'VE"T = PEVE kVE' VK" © Pk kVE - Poté (17) Vyplyvé 7 (1.13).

Nyni staéi dokazat (1.13) a (1.14), abychom z toho odvodili (1.7). Podminka (1.13)
plyne z definice. Dokazme nyni (1.14) (viz obréazek 1.3). Uz jsme si v§imli, 7e pro k < k' <
k" v K, mame (k,0g) < (K',0m) < (¥”,05). Mizeme tedy psat

(k”7 Pk k" (h)) = (ka h) \ (kua OH) = (ka h) \% (k’7 OH) \ (k”7 OH) =
= (', orp (0) V (", 0m) = (K", o 1 © prpr (h)),

pro v8echna h v H.

(k”ﬂok.ku(h)) (K", 1)

(k' 18)
(k”,OH)

(k',0m) (ky18)

(k,0m)
Obrazek 1.3: Podminka (1.14) vyjadiuje, 7Ze se dostane stejny vysledek, kdyz

se vystoupd ze tfidy k do t¥idy k" p¥imo a kdyZ se vystoupd z k do k" pies
t¥idu &'
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Uvazujme (1.9) (viz obrazek 1.4). Bez jmy na obecnosti predpokladdame &' < k. Mame

(K b o o k(1) = (b, pur () A (K, 1) (1.5)
= ((K',h) V (k,08)) A (K', 151) .
(K, h) A (K", 1))V ((k,05) A (K, 15)) (dist.)
(

VoV

K h) A (K, 1m) = (K, h)

(ks a1 (1)) (ks 127)

(k,OH) (k'lﬂlH)

(K, Vi 10 09Pxt 1 (R))
(k/aOH)

Obrazek 1.4: Podminka (1.9) : prvek (k',tr k' o @r 1 (h)) je nejvétsim prvkem
tiidy k', ktery je mensi nez prvek (k, @r 1 (h)). Prvek (k',h) je taktéZz mensi
nez prvek (k, pp 1 (h)) a tedy mame h < ¢g 0 ppr 1 (h).

Nakonec dokadzeme (1.11):

E,hVvR)YV(EVE,0F)
kE,h)V(EVE,On)V ((k,R)V (EVE,0H))
kVE, orp (h)V (EVE, g ()

EVE, opr (h)V or (h')).

(kVE, e (hVh)) =(
= (
(
(

—

Zbytek ditkazu plyne 7z duality operaci prisek a spojeni. [ |

Je vhodné dodat k dikazu, Ze za predpokladu (1.6), je podminka (1.8) ekvivalentni
dvojici podminek

Yrk' = Vi knk (1.15)
1/)’6,’6” = ’l/}k',k” o 1/)’6,’6’ fOI“ k 2 k’ 2 k”. (116)

Priklad 1.3 Podminka (1.11) vyjadfuje, Ze je zobrazeni ¢ kompatibilni se spojenim.
Kompatibilita s prisekem obecné neplati: priklad vidime na obrazku 1.5 méame rovnost

Vox 1k (@) = Qog .1, (b) = 1p, ackoliv prvek ¢o, 1, (a Ab) je On.

Lemma 1.2 popisuje jisté vlastnosti zobrazeni ¢ a 1. Tyto vlastnosti jsou postacujici
pro sestrojeni externiho semidirektniho soucinu.
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1x 1n (1x,18)
‘ ’ (1x,08)

OK 0H

K H (0x,0m)

Obréazek 1.5: Zobrazeni ¢ neni nutné kompatibilni s operaci A

Tvrzeni 1.4 Budte K, H dva svazy a budte ¢, : K x K — HY dvé zobrazeni sphiujici
podminky (1.6) (1.12). Pak mnoZina K x H s dvéma operacemi LI, M, definovanymi

(k1,h1) U (ka, ha) = (k1 V ko, @y ko (h1) V 0k k, (h2)), (1.17)
(klah‘l) M (k27 h2) = (kl A k?: djkl,kz (hl) A d)kz,lm (hZ))a (118)

tvori svaz.

DUKAZ: V&imnéme si prvné nasledujicich dvou vlastnosti pro v8echna k, k' v K a h, b’
v H:

h<h' = gpp(h) < erp(h), (1.19)

@ik (AR < @r (h) A pp i (B). (1.20)

Prvni vlastnost plyne z (1.11) a druhd z (1.19). Vidime stejnym zptisobem

h < h' = gy (h) < i (B), (1.21)
Y (hV R = P (h) V g (B). (1.22)

Mnozina se dvéma operacemi je svaz, pokud tyto operace spliuji zdkony idempotence,
symetrie, asociativity a absorpce. Idempotence operaci Ul a M plyne z (1.6), symetrie plyne
z definic. Nyni dokaZeme asociativitu:

(( hi) U (k27h2)) U (k3, hs)

(k1 V k2, 0y ko (1) V @k ki, (B2)) U (K3, hia) (1.17)
(k1 V k2 V ks, @kyvis ke (9h ke (1) V @k iy (h2)) V Qg kyvis (h3)) (1.17)
(k1 V ko V ks, @kyviks ks © Pha ks (11) V @y Via ks © Pha iy (h2)

V kg ki vis (h3)) (1.11)
= (k1 V ko V k3, Oy kovies (01) V @k iy vis (72) V Ok by vis (B3)) (1.7)
= (k1 V ka2 V ks, Ok kovies (R1) V @hovig by © Pho ks (h2)

V Qksvka by © Phg ko (B3)) (1.7)

= (k1 V k2 V ks, @rykavia (h1) V Gkovig by (Phaks (h2) V Qi ks (h3))) (1.11)
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= (k1,ha) U (k2 V k3, @ryky (h2) V @y ks (h3)) (1.17)
= (k1,h1) U ((k27h2) U (ks, h3)) (1.17)

Pro absorpci musime nejdiiv dokazat:

Ghy Ak by Wk ko (h1) A Yy 1y (B2)) < Do (*)

To dostaneme takto:

Ph1Nko, k1 (djkl kz( ) A wkz k1( ))

< Phr Akskr © Vky ks (B1) A Ok Ak iy © Vo by (R2) (1.20)
< Phy ko by © Uhy ko (1)

= Qky Ak k1 © Yk ko Ak (1) (1.15)
< by (1.10)

A nyni uz miZzeme dokézat absorpci:

(B, ho) U ((ky, ha) 1 (ko Bo))

= (k1 h) U (k1 A ko, @y ko (1) A Qg iy (B2)) (1.18)
= (k1. @k ki Ak (P1) V @y Aka by (Vks ko (h1) A Vg 1, (h2))) (1.17)
= (K1, @k (h1) YV @ky Ak (Vhy s (1) A Yoy iy (h2))) (1.13)
= (k1. h1 V @ky Aka ke (ko (1) A iy 1y (R2))) (1.6)
= (k1, ) (%)
Dtikazy asociativity a absorpce pro priisek jsou stejné. [ |

Definice: Svaz sestrojeny v tvrzeni 1.4 se nazyva semidirektni soucin svazii K a H, a je
7nacen K xi H.

Piiklad 1.5 Budte K,H libovolné svazy

améjme @i = g g = idpg, pro viechna k, &'

v K. Vidime okamzité z definic (1.17) a (1.18),

7e je semidirektni soucin K I><$H roven direkt- X =
nimu souc¢inu K x H.

Piiklad 1.6 Budte K, H libovolné svazy a,

pro viechna £k < k' v K a h v H,

méjme ¢y p (h) = O, Y x(h) = 1g. Pak

méme (k, h) < (k',h') tehdy a jen tehdy, kdyz X|=

plati k¥ < k' v K, anebo k = k' a h < I

v H. A tedy semidirektni souc¢in svazti K a H

sestava z | K| kopii svazu H seskupenych do

tvaru svazu K.
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Piiklad 1.7 Budte K, H libovolné svazy a,

pro viechna k < k', mé&me o (h) = 1,

v piipadé h > O0p, a ¢ (h) = Og, v piipadé

h < 1g. Tentokrat, pokud K obsahuje alespon X =
2 prvky a H alespon 3 prvky, je svaz K xi H

nemoduldrni.

Jak mtzeme ocekavat, svazy K a H se daji nalézt ve svém semidirektnim soucinu.

Tvrzeni 1.8 Predpokladejme, Ze je svaz L roven K |><;‘2 H. Pak existuje kongruence 6
na L niz je K faktor a jejiz tridy ekvivalence jsou izomorfni svazu H

DUKAZ: Bud 6 ekvivalence definovana jako ((k,h),(k',h')) € 8 & k = k'. Jednd se
o kongruenci diky definicim (1.17) a (1.18). To, 7e je faktor svazu K I><$H ptes 0 izomorfni
svazu K, je trivialni. Existuje bijekce mezi kazdou z t¥id kongruence 6 a svazem H. Navic,
podle (1.6), jsou svazové operace na H a na kazdé tfidé kongruence rovny. [

Budeme nyni zkoumat semidirektni soucin z interniho pohledu. Uz jsme néco udélali
v lemmatu 1.2 za podminky, 7e kazda tfida kongruence obsahuje nejmensi a nejvétsi prvky.
I pfesto, ze tyto podminky nejsou pfili§ omezujici, mizeme je oslabit. Pfipominame, Ze
svaz L s izoformni kongruenci 6 je ztotoznén s kartézskym soudinem svazu L/p a jedné ze
t¥id ekvivalence.

Tvrzeni 1.9 Bud L svaz s izoformni kongruenci §. Bud K faktor L/ a bud H jedna ze
trid kongruence. Predpokladejme, Ze jsou nasledujici podminky splnény:
mnoZina {h' € H; 3k, k' € K : (k,h) < (k',h'")}, znacend Ej,
je zdola omezena pro vSechna h v H,
mnozina {h' € H; 3k, k' € K : (k,h) > (k', 1)}, znacend E",

je shora omezena pro vSechna h v H.

(1.23)

(1.24)

Pak existuji zobrazeni ¢ a1 spliiujici podminky tvrzeni 1.4 takové, Ze je svaz L izomorfni
svazu K xi H.

DUKAZ: Nejdiive zvolime, pro kazdé h z H, dolni mez h mnoziny Ej a horni mez h
mnoziny E". Dikaz tvrzeni je podobny tomu z lemmatu 1.2. Definujeme zobrazeni ¢ a
podobnym zptsobem jako pfi definicich (1.4) a (1.5).
(k,h)V (kVE b)) = (kVE, ori(h)), (1.25)
(k,h) A (k ANK' B) = (k NE' i (B)). (1.26)
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Musime se ale ujistit, Ze tyto definice nezdvisi na volbé mezi. CoZ je nas pfipad, nebot
mame @y, g (h) = min{h'; (EVE' Rh') > (k,h)} a g (h) = max{h'; (KAK',h") < (k, )},

pro libovolnou volbu A a h.

Nyni dokdZeme podminky tvrzeni 1.4, pficemz dokazujeme pouze polovinu podminek,
ostatni jsou dudlni. Vidéli jsme, 7e definice (1.4) a (1.5) nezdleZi na volbé mezi, a tak
miizeme pouzivat jakékoliv meze, nejen h a h. Napiiklad, pg x(h) = h davd h < h, a tedy
h, h, h, ... jsou vSe dolni meze mnoZiny E},.

Podminka (1.6) je splnéna trividlné.
Viimneme si, 7e h a b’ jsou oboji dolni meze mnoZiny Ejyp, a tedy 7e AV A’ je dolni
mezi mnoziny Epyvp . Nyni se podminka (1.11) dokaze takto:
(k' orp (hVRH)) = (k,hVRh)V (K ,AVE) =
= (k h) \% (k7 hl) \ (kl7h) \% (kl=hl) = (k7 Pk,k' (h)) \Y% (kl= Pk, k' (h’))

Pro dtikaz podminky (1.9), pfedpokladdme bez (ijmy na obecnosti k& > k'. Mame

(K e 0 o (1)) = (K, u 1 (1)) A (k, 1 (B) V 1) (1.26)
— (K, 1) v (k, 1)) A (k, w1 (B) V ) (1.25)
> (K, h) A (ko w00 V1) V (k1) A (k, o (B) V 1) (dist.)
> (K, h) A (ko o(B) V b)) = (K, )

V diikaze lemmatu 1.2 jsme vidéli, ze sta¢i dokdzat (1.13) a (1.14) namisto pod-
minky (1.7). Podminka (1.13) plati, pfedpokladejme tedy (1.14). Podle ditkazu tvrzeni 1.4,
mame (1.19). Takze h < ¢p x (h) implikuje ppr g () < @i g (@rpe (B)). Mame tedy re-
laci (k',h) < (", ok © @ e (). Nerovnost b < g i (h) dava také, ze b je dolni mezi
mnoziny Ew,,kf(h)' Nyni mame B

(K", o w0 rpr (h) = (K, prpr (R)) V (K", h)

= (k,h) Vv (k’h) \ (k”= h)

= (K", orp () V (k' h) = (K", o p (h)).

Nyni vime, ze zobrazeni ¢ a 1 spliiuji vSechny pozadované podminky. Zbyva dokézat,
7e svazové operace LI, I soucinu jsou totozné s operacemi V, A svazu L. Mame

(k1,h1) U (ka, ho) = (k1 V ka2, @k ks (h1) V ©ky iy (h2)) (1.17)
= (k1 Vko,hy)V (k1,hi) V (k1 V ko, hy) V (kay ho) (1.25)
= (k1,h1) V (ka, h2). (1.23)
Diikaz pro priisek je stejny. ]

Jelikoz jsme dokézali, Ze jsou operace LI, a I shodné s operacemi V, a A, nebudeme uz
pouzivat symboly U, MM, nybrz standardni symboly V a A.
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Priklad 1.10 Podminkdm (1.23) a (1.24) se nelze vyhnout. Vezméme napiiklad L =
{0,1} x Z s lexikografickym uspofddanim. Jednd se o linedrné uspofddanou mnozinu,
a tedy o svaz. Tento svaz mé jednu evidentni izoformni kongruenci: jeji faktor je {0,1}
a obé tfidy kongruence jsou izomorfni svazu Z. Pfesto nelze nalézt zobrazeni ¢ a v spliujici

podminky tvrzeni 1.4, protoze prvek (1,a) je ost¥e vétsi nez (0,b) v L, pro vSechna a,b
v 7.

1.2 Zobrazeni ¢ a ¢

Konstrukce semidirektniho souc¢inu vyuzivd dvou zobrazeni, ¢ a v, aby definovala
strukturu svazu na mnoziné K x H. Nicméné, jelikoz jsou svazové operace odvozeny
7 usporadéni svazu a toto usporadani je, dle podminky (1.17), definovano pies

(k.h) < (K, 1) <= (k < K') a (0w () < H), (1.27)

pouze jedno ze zobrazeni musi stacit, abychom mohli popsat strukturu svazu. V této sekci
zkoumame vztah zobrazeni ¢ a v, specidlné proto, abychom mohli definovat semidirektni
soucin pouze s jednim z téchto zobrazeni.

Definice: Bud L svaz. Podmnozina I svazu L se nazyva idedl, jestlize spliuje nasledujici
podminky:

za,be I vyplyviavbel, (1.28)
za€Labelvyplyvianbe . (1.29)

Pro kazdé b v L, je mnozina {a € L; a < b} idedl, ktery se nazyva hlavni idedl a je
zmnacen (b]. Definujeme dudlné filtr a hlavni filtr, znaceny [b).

vvvvvv

— kdyZ k je mensi nez k'. Ostatni p¥ipady uz plynou z tohoto.

Lemma 1.11 Necht je svaz L semidirektnim sou¢inem K l><$ H. Méjme néjaké prvky k
a k' svazu K, spliiujici k < k'.
(i) Definujme zobrazeni & = g © Ygpr @ w = @g g © Yy . Pak mame:

§(h) =max{j € H; prp(j) = o ()},
w(h) = min{ j € H; ¢y 1(j) = w1 (h) }.

(1) Plati @p g © Yp g © Pk by = Qhkr @Ykt k O Pk © Vi ke = Ykt koo
(iii) Zobrazeni @i i |im y,, , Jje izomorfismus mezi svazy Im 9 a Im @y, 4. Zobrazeni

Yo g
(iv) Zobrazeni 1y , splituje ¢y i (h) = max ((p,ji, ((h]))-

Im ¢, o J€ inverzni izomorfismus.
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DUKAZ: (i) Z nerovnosti (1.9), dostdvame h < £(h). Nasledné pouzijeme (1.19), a dosta-
neme @y i (h) < rpr (E(R)). Z (1.10) plyne @p i (h) 2 @k, ke 0thpr k(0,1 (R)) = @r i (E(R))-
A tak, pro kazdé h z H, mame ¢y, (§(h)) = pri (h) a b < E(h). Vlastnosti zobrazeni w
se dokazi stejné. Bod (i7) je ted okamzitym disledkem.

(i4i) Mé&jme h v Im oy p. Existuje b’ v H spliujici ¢ 1 (h') = h. Ale plati {(h) =
f"pkﬁk (h/) = 1/)k17k(hl) = h a to dava §|1m Vi g = id]m Yrr p Stejné tak plati w\]m Crr! =
idim ¢, ./, a tak jsou zobrazeni Ok k| 1m Y @ Ui k|m ¢n  Davzajem inverznimi bijek-
cemi. Vlastnost (1.19) dava, Ze ¢r i (H) je prisekovy polosvaz, a tak, podle (1.21), je
mnozina £(H), kterd je rovna Im Yy 5+ SVazem a zobrazeni k' [1m s o @ Uik |im Cur
jsou izomorfismy.

(iv) Uvazujme prvek h v H a ozna¢me Mp, mnozinu {j € Im ¢g 45 j < h}. Tato
mnoZina je neprazdnd, protoZe je dle (1.9) prvek w(h) v Mp. Chceme dokdzat, ze je w(h)
nejvétsim prvkem Mj,.

Dokéazeme nejdiiv, ze je w(h) maximalnim prvkem M}. Pokud méme prvek j v M,,
spliwjici w(h) < j < h, pak existuje prvek j' v H, ktery spliwuje ¢ i (§') = j. Podle (1.21)
plati g kw(h) = Yp k(h) < i k(J) < Yr k(h), a tak madme ik (h) = i x(5). Apli-
kujeme zobrazeni ¢y a dostaneme w(h) = w(j) = werr (J') = erw(§') = j, coz je
spor.

Predpokladejme, Ze ma mnozina M}y dva maximalni prvky, feknéme ji, j». Pak existuji
prvky hy, he v H, které spliwji @ i (hi) = ji, pro i = 1,2. Ale plati j1 V ja = pr x (h1) V
Yk (ha) = @rp (b1 V he) a také ji V jo < h, a tak ji V jo nalezi do My, a prvek ji je
roven jo.

V tomto okamziku mame w(h) = max(Mp). Na tuto rovnost aplikujeme zobrazeni ¢y 1
a dostaneme Y pw(h) = Vg k() = g r(max(Mp)). Nasledné nalezneme

Vi k(h) = iy g (max(My)) = g p(max{j € Im @ 15 j < h})

=max{je€Im¢& j<Ywr(h)} (i31)
=max{j €Im & wpp(j) <h} (4id)
=max{j € H; prw(j) <h}. Q
= max (1 ((h]))-

Co7 ukonéuje dikaz (iv). [

Ted uz mizeme definovat semidirektni soucin svazii pomoci jediného zobrazeni.

Tvrzeni 1.12 Necht jsou K, H svazy a necht je ¢ zobrazeni z K x K do H¥ | které spliiuje
ik = idg, pro vSechna k v K, a podminky (1.7) a (1.11), a také, pro vSechna ki1, k» v K,
podminku

mnozina cp,:l]’kz ((h]) vlastni nejmensi prvek. (1.30)

Pak tvorf mnozina K x H s uspordddnim < definovanym v (1.27) svaz.
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DUKAZ: Rekonstruujeme zobrazeni v, pomoci zobrazeni ¢ a ukazeme, Ze tato zobrazeni
splituji podminky semidirektniho sou¢inu. Zobrazeni 1 : K x K — H' je definovano
nasledovné:

Yk ko () = max(gp g, 1, (B]))- (1.31)

Za prvé, rovnost ¢y, = idg, pro kazdé k v K, je evidentni, stejné jako podminka (1.15).
Takze abychom dokézali (1.8), sta¢i dokézat (1.16). Mame

wk‘,’,k” o wk,k' (h,) =

=max{j € H; pp 1 (j) <max{g € H; o r(g9) <h}} (1.31)
=max{j€ H; Jg€ H: @p 1(j) <gappr(g) <h}

=max{j€ H; 3g€ H: wpkopr 1(j) <orrlg) <h} (1.19)
=max{j € H; ppxopr p(j) <h}

=max{j € H; o 1(j) <h} (L.7)
= g (h). (1.31)

Pro (1.10), podle definice ¢1:1],k2 ((h]), mame @i, ,(9) < h, proviechna g v w,:l]’kz ((h]).
To samé plati pro maximum, coZ dava nerovnost v, g, (Vs 1, (h)) < h.

Podminka (1.9) je podobna: kazdé h z H nélezi do ¢1:1],k2((@k1,k2(h) ). Takze prvek
1/)k27k1 ((plﬂ ko (h)) kter}'f je roven max (4[7]:1]1]“2(((,0141 ko (h) ])) je mensi nez h.

Dokazme nyni (1.12). V§imnéme si, Ze mnozina <p,;1/\k2 &, ((R]) je hlavni idedl: pokud
dva prvky ji,j2 jsou v w,:llAkgﬁkz((h]), mame nerovnost Qg aks ks (4i) < h proi = 1,2

a tedy také Pk Aka ko (.71 \ ]2) = PkiAko,ko (Jl) \ Pl Aka, ko (.72) < h. Podminka (119) Za-
jistuje, 7ze pro vSechna j v libovolném 901;1]/\1@ &, ((R]) vSechny prvky mensi ne7 j nélez

rovnéZ do mnoZiny <p,;]/\k2 g, ((A]). Tyto dvé vlastnosti samy dévaji, ze @EI]MQ k, ((R]) je
idedl svazu H. A podminka (1.30) ¥ik4, Ze tento ideél je hlavni. TakZe mame

Yk ky (h1 A o)

=max{j € H; Ok nkoks(§) <h1 Abo} (1.31)
= max ({-7 € H; Oty Akoks () < h1 }N{J € H; 0kynkoks (J) < o })

=max{j € H; Pk,nksko (J) < 1} Amax{j € H; Qpynko ks (J) < ho }

= iy by (1) A ks by (h2), (1.31)

coz dava (1.12).
Podminky (1.7) a (1.11) jsou splnény dle pfedpokladu tvrzeni, a tedy svazy K a H

se zobrazenimi ¢ a ¢ jsou vhodné pro sestrojeni semidirektniho soucinu, dle tvrzeni 1.4.
Ponévadz definice (1.27) vyhovuje definici (1.17), dikaz je hotov. ]
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Svaz sestrojeny v tvrzeni 1.12 je semidirektni soucin, a je znacen K X% H. Stejnym
zpusobem, pokud uvazujeme zobrazeni 9, tj. to, které popisuje operaci priseku, znacime
semidirektni sou¢in K x, H.

1.3 Semidirektni soucin polosvazu

Definovali jsme semidirektni soucin svazi pomoci jediného zobrazeni. Stejnd myslenka
lze pouzit pro definovani semidirektniho soucinu polosvazil; zkoumame v této sekci semi-
direktni souc¢in polosvazi a nékteré jeho vlastnosti.

Definice: Rekneme, Ze spojovy polosvaz L je iplnyj, jestlize ma nejmensi prvek a kazda
podmnozina L mé supremum. Rekneme, 7e svaz L je uplny jestlize m& nejmensi a nejvétsi
prvky a jestlize kazdd podmnoZina svazu L ma supremum a infimum.

Je zndmo [1], Ze tyto dvé definice jsou ekvivalentni, tj. Ze Gplny polosvaz je Gplny svaz.
Definujeme nyni semidirektni souc¢in dvou polosvazi a dokdzeme, 7e semidirektni soucin
uplnych svazi je tplny.

Tvrzeni 1.13 (i) Budte K, H dva spojové polosvazy a bud ¢ zobrazeni z K x K do
mnoziny End(H), které splituje ;= idg, pro vSechna k v K, a podminku (1.11). Pak
je mnozina K x H s uspordddanim < definovanym pres (1.27) spojovy polosvaz.

(#4) Pokud jsou navic K, H uplné a pokud zobrazeni ¢ spliuje podminku (1.30), pak
je (K x H,<) tplny svaz.

DukAz: Ditkaz bodu (i) je podobny tomu od tvrzeni 1.4. Jedind véc, kterou je tieba
upfesnit, je ze podminka (1.7) je splnéna, protoze kazdé zobrazeni @y je endomorfismus
polosvazu H.

(i1) Méjme dva tplné spojové polosvazy K a H. Ozna¢me Ox a 0y nejmensi prvky
téchto svazli a 1x a 1g jejich nejvétsi prvky. Dokdzeme nejdriv, Ze semidirektni sou-
¢in (K x H, <) vlastni nejmensi prvek. Pro kazdé ki,k, v K mame ¢, 4, (0r) < O,
jelikoz gp,:l]h (0m) je neprazdna. A tak plati @i, £,(0m) = Om. Z toho vyplyva, Ze pro
libovolné k1 < ko v K a h v H plati (k1,0m) < (k2,h). Takie (Ok,0n) je nejmensim
prvkem svazu (K x H, ).

Mgjme nyni M, neprazdnou podmnozinu K x H. Chceme dokézat, ze M ma supremum.
Ozna¢me A mnozinu {k € K;3h € H: (k,h) € M } a a supremum mnoziny A. Oznacme
také B mnozinu {j € H; Y(k,h) € M : (a,j) > (k,h)}. Tato mnozina je neprazdna,
ponévadZ prvek (a,1lp) je vétsi neZ nebo stejny jako vSechny prvky z M. Oznacime b
infimum mnoziny B. Ukdzeme nejdiiv, ze b patii do mnoziny B. Kdyby tomu tak nebylo,
pak by existoval prvek (k,h) v M splhujici (k,h) € (a,b). Bud ¢ prvek @ o(h) z H.
Prvek ¢ je dolni mezi B, protoze kazdé (a, j), pro j v B, je vétsi nez prvek (k,h). Ale b
je nejvétsi dolni mez mnoziny B, a tak mame ¢ < b, coz dava (k, h) < (a,b) a dostdvame
spor.
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Vime ted, 7e je prvek (a,b) horni mezi mnoziny M. Chceme dokézat, Ze je supremem,
coz znadi, 7ze kazda jina horni mez (k, h) mnoziny M splhuje (a,b) < (k, h). JelikoZ je (k, h)
horni mezi mnoziny M, prvek k& musi byt horni mezi mnoziny A. Ale a je supremum A,
atak mame k > a. Pokud jsou k a a rovna, madme h € B a b < h. Predpokladejme tedy k& >
a. Podle podminky (1.30), vime, Ze mnoZina %:}c((h]) méa nejvétsi prvek, feknéme m.
PonévadZ prvek b nenélezi do w;i((h]) plati m % b. Ale prvek (a,m) je horni mezi
mnoziny M: mé&jme libovolny prvek (I, j) v M. Pak je prvek (k, h) horni mezi mnoziny M
a plati ¢y k() < h. Dle podminky (1.7) méme @1 1,(§) = @a,k 091,a(5), a tedy ¢,q(j) nélez
do <p;}c((h]) coz dava (a,m) > (I,7). Tedy (a,m) je horni mezi mnoziny M a dostdvime
m € B, coZ je spor s pfedpokladem m % b. A tak je prvek (a,b) supremem mnoZiny M
a polosvaz (K x H, <) je Gplny.

]

Semidirektni soucin polosvazi je znacen stejné jako semidirektni soucin svazi, tj.
K x¥ H pro spojovy polosvaz a K xy H pro priisekovy polosvaz. Semidirektni soucin
polosvazi muize byt také charakterizovan interné:

Tvrzeni 1.14 Bud L spojovy polosvaz a bud 6 izoformni kongruence na L. Oznac¢me K
polosvaz Lfp, a H jednu ze trid kongruence. Jestlize L spliuje podminku (1.23), pak
existuje zobrazeni ¢ z K x K do End(H) takové, 7e L je izomorfni polosvazu K x¥ H.

DUKAZ: Sta¢i dokdzat podminky tvrzeni 1.13. Diikaz je podobny tomu od tvrzeni 1.9. m

Definice: Bud (4, <) uspoifddani mnozina. Budte a, b dva prvky mnoziny A. Rekneme,
7e b je bezprostredni naslednik prvku a, jestlize je b véts$i nez a a jestlize neexistuje pr-
vek ¢, odlisny od a a b, ktery je mezi a a b. Rikdme soucasné, 7e prvek a je bezprostiedni
predchidce prvku b.

Chtéli bychom nyni popsat zobrazeni ¢. MiZeme je popsat Gplné, tzn. definovat @y,
pro kazdou dvojici k, k' v K. Ale to neni nutné. VSimnéme si, ze mame @y = idg, pro
k > k'. Jsou-li k a k' neporovnatelné, pomoci podminky (1.13) dostaneme @y = @k Vi -
V disledku staéi popsat zobrazeni ¢y, pouze pro k < k'. S jednou dodateénou podmin-
kou mutizeme je$té zmen8it pocet piipadd a uvazovat pouze, ze prvek k' je bezprost¥edni
naslednik prvku k.

Tvrzeni 1.15 Necht jsou K, H dva spojové podsvazy necht je ¢ zobrazeni z K x K
do End(H) takové, 7e K x¥ H existuje.

(i) Jestlize je kazdy interval svazu K konecné délky, pak je zobrazeni ¢ jednozna¢né ur-
¢eno zobrazenimi oy, 1, kde k' je bezprostiedni ndslednik prvku k v K.

(1) Jestlize je kazdy interval svazu H konecné délky, pak plati, pro kazdé k', bezprostied-
niho naslednika prvku k v K,

@i, (h) = prp (min{h' € H: (' > h) a (K, ¢r (h')) bezpr. ndsleduje (k,h')))}).
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DUKAZ: (i) Rekli jsme si pied chvili, 7e sta¢i popsat zobrazeni ¢y pouze pro k < k',
ty ostatni jsou uz jimi jednoznac¢né urcéeny. Méjme par k, k' splhujici k < k' v K, kde &'
neni bezprostfedni néslednik prvku k. Kazdy interval v K je konecny, a tak existuje
posloupnost k& = kg, k1, ...., k, = k' takova, Ze k; je bezprostfedni naslednik prvku k; 1,
pro viechna i mezi 1 a m. Podle (1.14) plati @r i = @ko, 1.k © O Pky ko © Pho kq -

(i7) Jestlize je prvek (k', ¢g i (h)) bezprostiedni néaslednik prvku (k, h), tvrzeni plati.
Pokud tomu tak neni, pak existuje prvek (k" ,h") mezi (k,h) a (k¥',o(k,k')(h)). Poné-
vadz k' je bezprostfedni naslednik prvku k, nutné plati k¥ = k a miZeme pokracovat
indukci. |

Tvrzeni 1.15 vyjadfuje, ze v pripadé svazu L, jehoz v8echny intervaly jsou konecéné
(napiiklad, je-li L kone¢ny svaz), je zobrazeni ¢ jednoznacné uréeno dvojicemi prvki
((k,h), (K", orrr(h))), kde prvek (K',pp i (h)) je bezprostfedni néaslednik prvku (k,h).
Tuto myslenku pouzijeme v kapitole 2.

Zabyvali jsme se v celé sekci spojovymi polosvazy. Ale evidentné existuji dudlni vy-
sledky pro priisekové polosvazy, jejichz diikazy jsou dudlni.

1.4 Libovolna kongruence

V této sekci dokazeme, 7Ze pokud svaz L vlastni libovolnou kongruenci 6, pak se L
vnoii do semidirektniho soucinu L/ a jedné ze t¥id ekvivalence 6.

Definice: At jsou Ly, Lo,..., L, svazy a k ordindl. Znacime )

i<r Li ordindlni soucet
svazi, definovany jako disjunktni sjednoceni mnozin L; s uspofadanim <:

a<bvL<= ((a,b€L;)a(a<z, b)) nebo ((a € L;;b € L;) a (i < j)).

Je evidentni, 7e je ordindlni soucet svazi také svaz.

Tvrzeni 1.16 Bud L svaz a bud 6 netrividlni kongruence na L. Pak se L vnofuje do
semidirektniho soucinu svazu Ly a ordindlniho souctu t¥id kongruence a jednoprvkovych
svazii. Toto vnoreni rozsiruje kongruenci 6 na kanonickou kongruenci semidirektniho sou-
¢inu.

DuUkAz: Ozna¢me K = L/, a necht je [a]y t¥ida prvku a vzhledem k 6. Vnofime svaz L
nejdiive do svazu L', ve kterém t¥idy kongruence maji krajni prvky. Polozime L' = L U
{0k, 11; k € K}. Uspofddani na L' je definovano pomoci:

a<bsa<yb proa,be L
0r <1 a ok <k [a]p proa € L k€ K
a<p 1y & lalg <k k proa€ L. k€ K
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O <o Op © k <k k' pro k, k' € K
1, < 1 © k <k kK pI‘Ok,kIEK
O <o lp & k<K K pro k, k' € K
e <p O © k <k K pro k. k' € K

Snadno nahlédnout, ze (L', <p/) tvofi svaz. Definujeme ekvivalenci 6’ na svazu L', tak
aby tfidy ekvivalence byly, pro kazdé k v K, mnoZiny {a € L; [a]y = k} U {0k, 11 }. Tato
ekvivalence je kongruenci a jeji faktor je svaz K. Vnot¥ime svaz L do L' zobrazenim a — a.
Toto vnofeni rozsifuje kongruenci  na kongruenci 6.

Oznac¢ime a kanonicky homomorfismus z L' na K, Zvolme nyn{ uspofddani <, které je
linedrnim rozsifenim usporadani <. Oznacme < ostrou formu usporadani <. Sestrojime
svaz H pomoci tohoto uspofadani jako ordindlni soucet tiid kongruence 6':

HY 3 a (k).

ke K, usporadané <

Ozna¢me ~ zobrazeni z H do K, které posila kazdy s¢itanec ordinalniho sou¢tu na pfi-
slusny prvek svazu K.

Kazdy scitanec svazu H je kopif podsvazu a~' (k) pro ngjaké k z K. A tak existuje
piirozena bijekce Bx mezi mnozinami o !(k) a vy (k). Toto zobrazeni je homomorfis-
mus. Pokud sjednotime v8echny 8, dostaneme 3, bijekci z mnoziny L' na mnoZinu H:

definujeme $(a) = Ba(q)(a).
Definujme ted zobrazeni ¢ z K x K do H¥ | které umozni sestrojit semidirektni soucet.
K tomu definujeme ¢y, i, pro vSechna k <gx k' v K néasledovné (viz piiklad 1.17):

k. (h) = B(0yn)) pro h <m B(0x) nebo B(1y) <u h
ork(h) = B(1x) pro B(1x) <m h <m B(1w) (1.32)
o (h) = BB (h) Vi Op) pro B(0x) <m h < B(1)

Musime nejdiiv dokazat, Ze toto zobrazeni umoznuje sestrojit semidirektni soucin.
Zacneme dtkazem, 7ze pro v8echna k <g k' v K, je zobrazeni ¢y, p/ sluditelné se spo-
jenim. K tomuto dokdzeme, ze prvek ¢ i (h) Vi @i (h') je roven prvku ¢ (b Vi
h'), pro vechna h,h' v H. UvaZujme y(h) < ~(h'), bez Gjmy na obecnosti. Ponévadz
plati v(@k.x (b)) < vy(@r.k (h')), rovnost plati pro y(h) < v(h'). Pfedpoklddejme nasledné
~v(h) = ~v(h'). P¥ipad v(h) # k je zfejmy, takZe uvazujme v(h) = v(h') = k. Je-li jeden
z prvki h, h' roven prvku 0 nebo prvku 1y, pak je rovnost ziejma. Pfedpokladejme tedy,
7e tomu tak neni. Plati

@ik (h) Vi grpr (h) = BB~ (W) Vi Op) Vi BB (B') Vi Op) (1.32)
= Brvick (5;&) (h) VL On) VE Brvikr (5;&/) (h") Vi Opr)
= Byhyvio, (3;(1,1)@) Vi 6;(1,11)(”) Vi Opr)
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= Brver (B ~(h )(h Vi h') Vi Og)

=8B (hVu ')V O)
= Pk, k' (h Vg h’) (132)

Pouzili jsme, ze zobrazeni 8 je izomorfismus, pokud zGzeno na jednu tfidu kongruence,
a ze plati rovnosti y(h) = y(h') a a(871(h) VL Or) = k VK k' = a(B71(h') VL Op).

Nyni dokézeme @y g = @ps g © @k 1 pro viechna k <gx k' <x k" v K. Plati

Qrr ke 0 Prpe (h) = BB~ (BB~ () Vi Opr)) Vi Oprr) (1.32)
= BB~ (h) Vi O Vi Opr)
= BB~ (h) Vi Op)
= @i (h), (1.32)

pro h v H spliujici 3(0) <g h <g B(1x). A ostatni piipady jsou snadné.

Zbyvé podminka (1.30). Ve vétsiné piipadi je jednoduchd, konkrétné
- pro h <g B(0x), je maximum B(1,)),
- pro B(0x) <m h <u B(0), je maximum £(0x),
- pro B(1) <m h je maximum (1, ).
Me¢jme ted B(0x) <p h <g B(1x). Chceme dokazat, 7e pro kazdé k, k' v K, je maximum
B(B~1(h) A1y 1;). DokdZeme nejdiiv, Ze tento prvek patii dow,;}c, ((h]).

i (BB~ (h) A 1)) = BB~ (BB~ (h) AL 14)) VLo Op) (1.32)
= B((B™"(h) AL 1) Vi Opr)

<u BB (h) A (1, Vi Op)) (distr.)
<z h.

Ted dokdzeme, Ze tento prvek je nejvétsi z mnoZiny @,;}c,((h]) Predpoklddejme spo-
rem, Ze existuje prvek h' v H, spliujici v(h') = k, takovy, Ze pla‘ri orr (W) <g h a
B=Y(h') > (B7'(h) Aps 1;). Ponévadz plati v(h') = k vyvodime 6 (") <1 1} a nerov-
nost @y x (h') < h dava B~ (k') vV 0, <1 h. Odvodlme tak B~ 1(h') <r» B (h). Takze
mame 3~ '(h') <1 (87" (h) A 1), co? je spor. A tak je prvek (3" (h) A 11) nejvétsim
prvkem mnoziny <p,;}€, ((h]).

Ovéfili jsme viechny podminky vyzadované po zobrazeni ¢y 4, pro k < k' v K a nyni
staci polozit g ; = idg a Yrk = Yk kve, Pro viechna k, k' v K. Z tvrzeni 1.9 odvodime
existenci svazu K x¥ H.

Uvazujme nyni mnozinu

L={(k,h); ke K, he H, y(h) =k, Oy # B (h) # 1;}.

Dokézeme, 7e L je podsvaz svazu K x¢ H a 7e je izomorfni svazu L. Budte (k, k), (k', h')
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libovolné prvky mnoziny L. Pak, pro kazdy prvek (k, h) Vi xe i (k', ') plati podle definice

(k Vi k' orp (h) Vi ok (h'))

= (kVk k', Bever (B (h) Vi 0g) Vi Brvir (B~ (R') Vi Op))
= (kVk k', Bever (B~ (h) Vo B~ (W) Vi 0 Voo Opr))

= (kVi K, B8~ (h) Vi 7H(R"))).

Vidime, 7e a(8~'(h) Vi B71(W)) je k Vi k'. Navic, vztahy =1 (h) € L a B~ '(h') € L
davaji 87" (h) Voo B71(h') & {Okvi, Tkvir ). A tedy prvek (k,h) Vixen (K',h') nélez

mnoziné L.

Abychom dokézali stejny vysledek pro operaci pruseku, museli bychom mit definici
zobrazeni ¢, podobnou té pro zobrazeni . Uz jsme ale dokdzali, ze podle (1.31), pro
viechna k, k' v K spliwjici Ox # 871(h) # 1 a y(h) = k, mame g x(h) = B(B71(h) AL
1;). Takze diikaz toho, 7e prvek (k,h) Axxen (K',h') zistava v L je podobny tomu pro
operaci spojeni.

Zbyva nam dokazat posledni véc, a to, ze svaz L je izomorfni svazu L. Definujeme

zobrazeni f : I — L, které posild a na (a(a), 8(a)). Toto zobrazeni je bijekce. Musime se
pouze ujistit, Ze se jednd o homomorfismus. Mé&jme a,b v L. Pak plati

fla) Vixen f(b) = (ala), B(a)) Vi xem ((b), B(D))
= (a(a) VK a(b), @a(a),ap)(B(a)) VH @a(b),a(a)(B(B))  (1.18)
= (a(a Vi b),B(a Vi Oagy) Vir B Vir On(a))) (1.32)
= (a(a Vv b),B(aVr bV Ogavip))
= (a(a Vg b),B(a VL b)).

Vysledek pro operaci priiseku je podobny. Zobrazeni f je tedy izomorfismus a svaz L se
vnoruje do K x¥ H. [

Priklad 1.17 Predvedeme zde piiklad ukazujici jak konstrukce funguje na konkrétnim
piikladé. Bud L svaz z obrazku 1.6. Zvolime netrividlni kongruenci oznadenou ¢ernymi
hranami. Kdyz sestrojime konstrukci popsanou v dikaze tvrzeni 1.16, dostaneme svaz
z obrazku 1.7. Svaz L je kone¢ny, a tak neni nutné jej nejdiiv vnofovat do svazu L'.
Vidime, Ze se L vnofuje pfimo do semidirektniho souéinu K x¥ H (¢erné vrcholy).

1.5 Trida uzaviena na semidirektni souciny

Nasledujici otazka vyvstava: ,Které svazy se dostanou jako semidirektni souciny?“
Zkusime odpovédét na tuto otazku studiem t¥idy svazi uzaviené na semidirektni sou-
¢iny. Ukézeme, 7e pro konec¢né svazy je jednoduchost jedinou prekazkou. Pripominame,
7e konecné tetézce se znac¢i 1,2,3,...,n,...
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Obrazek 1.6: Svazy L, K a H

Obrazek 1.7: Svaz L se vnofuje do K x¥ H

Definice: Jako 8D oznac¢ime nejmensi tiidu svazl, kterd obsahuje svaz 2 a kterd je
uzaviend na podsvazy, na semidirektni sou¢iny a na izomorfni obrazy. Pro kazdy svaz L
v 8D, definujeme induktivné ¢islo 7(L):

0 pro L = 2,
7(L) = < min{ p; existuji K, H v 8D splaujici 7(K) < p, (1.33)
T(H) <pa L < K xJ H pro n&jaké ¢, } pokud ne.

Cislo 7(L) ik, kolik semidirektnich soucinii je pot¥eba, abychom dostali svaz L ze svazu 2.

Priklad 1.18 Pokud provedeme semidirektni soucin svazu k a svazu n pomoci semidi-

7 v vz . z . z v k
rektniho soudinu z pifkladu 1.6, dostaneme svaz kn. Vidime tedy indukci, 7e se svaz 22
dostane v k krocich ze svazu 2. Vidime snadno, Ze libovolny semidirektni soucin svazu o k

prvcich a svazu o n prvcich je svaz o k x n prvcich. Takze nutné plati T(22k) > k a pro
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kazdy fetézec n, mame 7(n) = [log,(log,(n))].

Definice: Rekneme, Ze je svaz S jednoduchyj, jestlize S x S a idg jsou jediné kongruence
na S. Rekneme, 7e je svaz S netrividlné jednoduchyj, jestlize S je jednoduchy a S méa
alespon tfi prvky.

Piiklad 1.19 JednodusSe se ovéri, 7e je svaz M3 z obrazku 1.8 jednoduchy: ozna¢me 0,
a, b, ¢ a 1 prvky svazu Mj. Jestlize je naptiklad prvek a kongruentni prvku 0, pak je bV 0
kongruentni prvku bV a, a tedy je b kongruentni prvku 1. Stejné tak je ¢ kongruentni
prvku 1 a dostaneme, 7e b A ¢ je kongruentni prvku 1 A c. TakzZe ¢ je kongruentni prvku 0.
Plati, 7e a je kongruentni 0 je kongruentni ¢ je kongruentni 1 je kongruentni b a tedy tato
kongruence je trividlni.

Obrazek 1.8: Svaz Ms.

Dokéazeme ted, 7e svaz, ktery se dostane jako semidirektni soucin, ma vzdy kanonickou
kongruenci, a tedy 7e, pokud mé alespon dva prvky, nemutze byt nikdy jednoduchy.

Lemma 1.20 Bud S jednoduchy svaz. Bud L semidirektni soucin K |><f2 H, kde K, H
jsou svazy. Pokud se svaz S vnotuje do L, pak se S vnoruje do K nebo do H.

DUKAZ: Necht je 6 kanonickd kongruence na L a necht je S’ podsvaz svazu L izomorfni
svazu S. Zuzena relace 0|g je kongruenci na S'. Ponévad? je S’ jednoduchy, jsou jen dvé
moznosti: budto méame S’y = 1, a tedy S’ se vnoruje do H, anebo 8 je trividlni, a tedy
se S" vnotuje do K. [ ]

Dusledek 1.21 Trida SD neobsahuje zadny netrivialné jednoduchy svaz.

DUKAz: Pfedpokladejme sporem, Zze existuje netrividlné jednoduchy svaz S v SD. Po-
névadz mame S 2 2, plati 7(S) > 1. Existuji tedy svazy K, H v 8D, splaujici pod-
minky max{7(K),7(H)} < 7(S) a S < K x7 H pro vhodnd ¢, 7). Podle lemmatu 1.20
plati S — K nebo S — H. Pak, podle definice mame 7(S) < 7(K) nebo 7(S) < 7(H),
coz je spor s volbou svazi K a H. [

Mizeme dokonce dostat silnéjsi vysledek, ani homomorfni obrazy svazt t¥idy SD
nejsou netrividlné jednoduché svazy.
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Lemma 1.22 Bud L svaz ze tfidy SD a bud’ L' homomorfni obraz svazu L. Pokud m4 L'
alespon tri prvky, pak neni jednoduchy.

DUKAZ: Predpoklddejme sporem, 7e existuje svaz L v SD, ktery se zobrazuje epimorfis-
mem f na netrividlné jednoduchy svaz S. Pfedpokladejme, 7e je ¢islo 7(L) nejmensi
mozné. Podle definice, 7(L) je alespon 1, a tak existuji svazy K,H v SD, splhujici
7(L) > max{7(K), 7(H)} a L = K x; H. Oznacme g kanonicky epimorfismus z K x H
na K. Homomorfismus g vytvari kongruenci n na svazu L. Oznacme 6 obraz této kongru-
ence 17 pomoci homomorphismu f. Tato relace je kongruenci na S. Jelikoz je S jednoduchy,
mame jen dvé moznosti: pokud 6 je S x S, cely svaz L patii do jedné tiidy kongruence,
a tak je L podsvazem svazu H, coz je nemozné. Takze vime, Ze je kongruence  mensi
neZ kongruence odpovidajici homomorfismu f. A tak existuje homomorfismus h z g(L)
do S spliujici h o g = f. Zobrazeni f je epimorfismus, a tedy h je také epimorfismus.
Takze g(L), ktery je podsvazem K, se zobrazi na S, a to je spor s minimalitou 7(L). =

Dokéazeme, ze je tfida SD uzaviena také na homomorfni obrazy. K tomuto pouzijeme
tvrzeni 1.16. Musime nejdiiv dokazat, 7ze je t¥ida SD uzaviena na kone¢né ordinalni soucty.

Lemma 1.23 Budte Ly, Ly, ..., L, pron v N svazy z SD. Pak svaz y .., L; také ndlezi
do SD.

DUKAZ: Bez ijmy na obecnosti pfedpokladame n = 2. DokdZzeme nejdiiv, Ze svaz 1 + Lo
nalezi do SD. Uvazujme kartézsky soucin Ly x 2 s usporadanim po slozkach a definujme
svaz K pomoci K = {(04,,,02)} U{(l,12); [ € Lo}. Plati K = (1 + Ls).

Uvazujme nyni semidirektni souéin K x, Ly, spliwjici ¢ g (I) = Oz, , pro vechna k <
k' v K al v L;. Definujme K' jako podsvaz svaz {(0g,l); 1 € L1} U {(k,0p,); k > Ok }.
Vidime, ze je svaz K' izomorfni svazu L1 + Ls. ]

Diky tomuto lemmatu mtzeme dokézat nasledujici tvrzeni:

Lemma 1.24 Bud L svaz ze tridy SD. Pokud je svaz L' homomorfnim obrazem svazu L,
pak L' néalezi taktéz do SD.

DUKAzZ: Pfedpokladejme opak, tj. 7e existuje svaz L v 8D, svaz L' mimo SD a homomor-
fismus f z L na L'. Bud L' nejmensi takovy vzhledem k poctu prvki. Podle lemmatu 1.22
svaz L' neni jednoduchy, a tedy existuje netrividlni kongruence 6 na L'. Svaz L'/y je
homomorfnim obrazem svazu L, ma méné prvki nez svaz L' a tak podle pfedpokladu
minimality svazu L' svaz L'fy nélezi do SD. Viechny t¥idy kongruence 6 jsou svazy, které
maji méné prvkl nez svaz L'. Jesté k tomu jsou v8echny homomorfnimi obrazy podsvazii
svazu L pomoci homomorphismu f, a tak v8echny nélezi do t¥idy SD. Podle lemmatu 1.23
kazdy svaz, ktery se dostane jako ordindlni soucet t¥id kongruence 6 nalezi také do SD.
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Tvrzeni 1.16 nyni ukazuje, %e se L' vnotruje do semidirektniho sou¢inu L’/ a ordinédlniho
souctu t¥id ekvivalence kongruence 6. Co7 je spor, nebot o L' se piedpokladalo, 7ze nepatti
do tridy SD. ]

Definice: Rekneme, ze je tfida svazii C uzaviend na krdtké exakini posloupmosti, pokud
svaz L nélezi do C, kdykoliv vlastni kongruenci 6 takovou, Ze svaz L/y a vSechny t¥idy
kongruence 6 nalezi do C.

Nyni sepiSeme vse, co vime o tfidé SD nasledujici formou:

Tvrzeni 1.25 Bud L konecny svaz. Pak jsou nasledujici podminky ekvivalentni:

(1) svaz L nalezi do SD;

(#4) svaz L neobsahuje 7adny podsvaz ktery se zobrazuje na netrividlné jednoduchy pod-
svaz;

(191) svaz L nélezi do nejmensi tfidy, kterd obsahuje svaz 2 a kterd je uzaviend na pod-
svazy, na kratké exaktni posloupnosti a na izomorfni obrazy;

(iv) svaz L nélezi do nejvétsi tridy svazii uzaviené na podsvazy a na homomorfni obrazy,
ktera neobsahuje zadny netrivialné jednoduchy podsvaz.

DukAz: Implikace (i) = (ii) je vyjaddiena dusledkem 1.21. Opacény smér se dokaze in-
dukei podle poétu prvkt. Bud L svaz, ktery spliwuje (ii). Svaz L mé alespon t¥i prvky,
takze neni jednoduchy a existuje netrividlni kongruence na L. Faktor a tfidy ekvivalence
museji spliovat podminku (ii) a dle indukéniho predpokladu nélezi do SD. Zbytek plyne
z tvrzeni 1.16.

Implikace (i) = (ii4) je evidentni a ta obraceni plati podle tvrzeni 1.16. Nyni (i) = (iv)
plyne z dtsledku 1.20 a z tvrzeni 1.24. Nakonec, (iv) = (i7) je zfejmé. ]

Stejny pristup se mtze pouzit pro polosvazy. Nebudeme zde dokazovat ¢asteéné vy-
sledky, uvedeme pouze konecny vysledek:

Tvrzeni 1.26 Trida spojovych polosvazi generovand polosvazem 2, ktera je uzaviend
na spojové podpolosvazy a na semidirektni souciny, je trida vSech konecnych spojovych
podpolosvazii.

DUKAZ: Vysledek je analogie tvrzeni 1.25 formulovand pro spojové podpolosvazy. Poné-
vadz neexistuje zadny jednoduchy spojovy podpolosvaz s alespon tfemi prvky, vyvodime
z toho znéni tvrzeni. [

Nyni si néco fekneme o t¥idé SD 7 pohledu variet a kvazivariet.
Definice: Rekneme, 7e tfida svazu C je varieta, jestlize je uzaviena na podsvazy, na

direktni souc¢iny a na homomorfni obrazy. Rekneme, 7Ze je t¥ida C kvazivarieta, jestlize je
uzaviend na podsvazy, na direktni souciny a na izomorfni obrazy.
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Vime, 7e t¥ida SD je prunikem néjaké kvazivariety t¥idy koneénych svazi: onou kva-
zivarietou je uzavér t¥idy SD na nekonec¢né direktni soucty a na podsvazy. Chtéli bychom
védét, zda-li SD neni prinikem néjaké variety s tfidou kone¢nych svazti. Abychom mohli
odpovédét na tuto otdzku, popiSeme vztah mezi tfidou SD a tiidou svazi spojové semi-
distributivnich.

Definice: Rekneme, 7e je svaz L spojové semidistributivni, jestlize spliwje, pro vechny z,
Y, 2 v L, nasledujici kvaziidentitu:

zxVy=xzVzplynexVy=xV(yAz). (1.34)

Rekneme, ze svaz L je prisekové semidistributivni, jestlize spliuje dudlni kvaziidentitu.

Lemma 1.27 Tridy spojové semidistributivnich svazii a priisekové semidistributivnich
svazi jsou vlastnimi podtridami tridy SD.

DUkAz: Kazdy jednoduchy spojové semidistributivni svaz je trividlni (viz [32]). T¥ida
spojové semidistributivnich svazl tvoii kvazivarietu (viz [32]). Kazdy homomorfni obraz
kone¢ného spojové semidistributivniho svazu je také spojové semidistributivni (viz [21]).
TakZze tvrzeni 1.25 (ii) ukazuje, Ze kaZdy koneény spojové semidistributivni svaz nélezi
do §D. Zbyvé dokazat, ze existuje svaz v 8D, ktery neni spojové semidistributivni. Svaz Ls
z obrazku 1.9 neni spojové semidistributivni (viz [32]), ale vnofuje se do semidirektniho
soucinu 3 l><$ 3 podle piikladu 1.7. A tak svaz L3 je svaz, ktery nalezi do SD, ale neni
spojové semidistributivni. Vysledek pro priisekové semidistributivni svazy plyne z duality.

]

Obrazek 1.9: Svaz Ls.

Tvrzeni 1.28 Nejmensi kvazivarieta svazi, ktera obsahuje svaz 2 a kterd je uzaviend na
semidirektni souciny neni varietou.

DUKAZ: Ozna¢me DSD kvazivarietu ze znéni tvrzeni. Je zndmo (viz [21]), Ze nejmensi
varieta, kterd obsahuje vSechny konecné spojové semidistributivni svazy je varieta vSech
svazil. Trida 8D obsahuje vSechny konec¢né spojové semidistributivni svazy podle lem-
matu 1.27. Predpoklddejme, ze by tfida DSD byla uzaviena na homomorfni obrazy.
Tiida DSD by obsahovala tfidu 8D, a tak by musela obsahovat vSechny svazy. Presto
ale lemma podobné lemmatu 1.20 plati pro t¥idu DSD, a tak zadny netriviadlné jedno-
duchy svaz nenélezi do DSD. A to by byl spor s pfedpokladem, 7e je DSD uzaviena na
homomorfni obrazy. [
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Tento vysledek mtze byt vyjadien jinymi slovy: neexistuje 7adna varieta svazi C ta-
kova, 7e tiida SD je prusekem tiidy C a tiidy kone¢nych svazi. Nicméné existuje takova
kvazivarieta. Kazda kvazivarieta je popsana systémem kvaziidentit. A tak se nabizi na-
sledujici otazka:

Otazka 1.29 Jaké kvaziidentity popisuji t¥idu SD?
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Kapitola 2

Konstrukce slabého usporadani na
Coxeterovych grupach

V této kapitole studujeme Coxeterovy grupy, tfidu grup, kterd obsahuje, mezi jinymi,
symetrické grupy. Na téchto grupach se definuje kanonické usporéddani zvané slabé uspo-
rfadani <. Toto usporadani tvori prisekovy polosvaz, v pripadé, ze je Coxeterova grupa
nekone¢nd, nebo svaz, v piipadé konecéné Coxeterovy grupy.

Pro kazdou Coxeterovu grupu W a pro kazdou standardni parabolickou podgrupu Wj
popiseme rozklad polosvazu slabého usporfadéani na grupé W jako semidirektni soucin
polosvazu slabého uspotfddani na podgrupé W; a slabého uspotfddani na libovolné levé
tridé vzhledem k W;. Tento rozklad umoznuje specidlné konkrétni konstrukci slabé uspo-
rfadani na W ze slabého usporadéni standardni parabolické podgrupy W; a piislusné levé
rozkladové tiidy.

V sekci 1 pripomeneme nékteré zékladni vlastnosti Coxeterovych grup. V sekci 2 pied-
stavime konstrukci semidirektniho souc¢inu slabého usporadani Coxeterovych grup v obec-
ném pripadé. Nakonec v sekci 3 popiSeme konkrétni priklady, a to grupy typt ireducibil-
nich, A,,, By, Dy, Im, Hs a As.

2.1 Slabé usporadani na Coxeterovych grupach

V této sekci definujeme Coxeterovy grupy, slabé usporadani, standardni parabolické
podgrupy a pripravime si nékteré vysledky pro pouziti v nasledujicim textu. Zacneme
pochopitelné definici Coxeterovy grupy.

Definice [27]: Cozeteriv graf T = (S, A) je kone¢ny neorientovany graf, jehoz kazda
hrana (s,t) z A je oznacena Cislem m,; z mnoziny {3,4,..., oo}. Rekneme, 7e grupa W
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je Cozeterova grupa prislusejici Coxeterovu grafu I' = (S, A), jestlize ma prezentaci

(S; s =1,(st)> =1 pro (s,t) ¢ A,

(2.1)
(st)™=t =1, pro(s,t) € Aams; <00).

Rekneme, ze dvojice (W, S) je Cozetertiv systém, jestlize je W grupa a jestlize existuje Co-
xeteriiv graf I' = (S, A), ke kterému pfislusi grupa W. Pro kazdy prvek g z W definujeme
délku £(g) jako miniméalni délku posloupnosti s1, 89, . .., sk s 8; v S spliwjici g = s1892 - - - 5¢.

Slovo sq89 - - s je nasledné nazyvano redukované vyjddieni.

Pro dva generdtory s a t, ktefi komutuji, definujeme ms; = 2, abychom usnadnili
zapis prezentace. Kdy7 kreslime Coxeteruv graf, vynechdvame obvykle znacky 3, které
jsou nejcastéjsi.

Priklad 2.1 Typickym piikladem Coxeterovy grupy je symetrickd grupa na n+1 prvcich,
znafend S,11. Tato grupa je generovéna n transpozicemi (i,7 4+ 1), znafenymi s;, a tyto
transpozice spliuji vztahy

SiS; = S5 pro |7 - 7| > ]-7
SiSjSi = S;jSiS; pro |7 - 7| =1
Tyto relace utvareji prezentaci grupy S,t1 (viz [27]), a tedy S,+1 je Coxeterova grupa.

Prislusny Coxeteriiv graf je graf

o o .- O 0
S1 S2 83 Sa S5 Sn—2 Sn—1 Sn

Délka £(7) permutace 7 je rovna poctu uspofadanych dvojic (i,5),s 1 <i < j < n, které
spliwji 7(i) > 7 (j), viz [12].

Je mozné vidét, ze v Coxeterové grupé plati £(g) = 0 tehdy a jen tehdy, kdyz je g
jednotkovy prvek, a 7e plati £(g) = £(g~!) pro kazdé g, a nakonec 7e plati £(g) + £(h) >
£(g + h), pro vSechna g, h v Coxeterové grupé W.

Definice: At je W Coxeterova grupa. Pro g,h v W piSeme g < h tehdy a jen tehdy,
mame-li £(g) + £(g~"'h) = £(h). Tato relace se nazyvé slabé uspordddni grupy W.

Ekvivalentni definice je nasledujici (viz [27]): mdme g < h kdyZ existuje u, redukované
vyjadfeni prvku g, a prvky s1,8s,..., 8, v S takové, Ze us; s, . .. sy je redukované vyjadieni
prvku h. Z této definice je uz vidét, Ze je relace < Casteéné usporadani. Ve zbytku textu
budou slova: ,,g je mensi nez h“ pro g,h pro prvky Coxeterovy grupy, znamenat vzdy

slabé usporadani zde definované.

Mame-li kone¢nou Coxeterovu grupu W, pak existuje pravé jeden prvek v W, jehoz
délka je maximalni. Tento prvek je znacen wg. V pfipadé symetrické grupy S, je prvkem wyq
permutace s — n + 1 —i.
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Tvrzeni 2.2 [3] Bud W Coxeterova grupa. Pak je mnozina (W, X) prisekovym polosva-
zem a prvek 1 je nejmensim prvkem. Pokud je W konec¢nd, pak je (W, %) svaz a prvek wg
je nejvétsim prvkem.

Vidime, %e v mnoziné (W, %) je prvek h bezprostiedni ndslednik prvku g tehdy a jen
tehdy, pokud plati h = gs pro néjaké s v S. Z druhé strany, mame-li h = gs pro néjaké s
v S, pak jeden z prvku g a h je bezprostiedni naslednik druhého. Takze Hassetuv diagram
polosvazu (W, %) se dostane Caleyova grafu grupy W smazénim znacek. Kdy7 sestrojime
Hasseliv diagram polosvazu (W, %) a oznacdime kazdou hranu piislusnym generatorem,
dostaneme Cayleytv graf grupy W. Kdyz fikdme ,,Cayleytuv graf Coxeterovy grupy W,
minime tim Cayleyiv graf grupy W vzhledem k presentaci (2.1). Ponévadz jsou vSechny
generatory involutivni, pro kazdou hranu existuje opa¢na hrana oznacend stejnym genera-
torem. A proto kreslime spiSe neorientované hrany namisto dvou opa¢nych orientovanych
hran (viz obrazek 2.1).

Obrazek 2.1: Cayleytiv graf symetrické grupy S, nakresleny jako Hassetv dia-
gram slabého usporddani — prvek h je bezprostredni naslednik prvku g, jestlize
hrana mezi nimi stoupd z ¢ do h. Cerné hrany v tomto grafu vyznacuji trans-
pozici (1,2), Sedé vyznacuji transpozici (2,3) a prerusované vyznacuji transpo-
zici (3,4).

Predstavime nyni pojem podgrupy W, kterd je generovdna podmnozinou generatort
grupy W.

Tvrzeni 2.3 [27] Bud W Coxeterova grupa prislusejici Coxeterovu grafu T' = (S, A).
Bud' J podmnozina mnoziny S. Pak je podgrupa generovand mnozinou J Coxeterovou
grupou prislusejici podgrafu grafu I' generovanému mnozinou J.

Definice: Podgrupa z tvrzeni 2.3 se zna¢i W; a je nazyvana standardni parabolickd
podgrupa grupy W generovand mnozinou J.
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Je vhodné zminit, 7ze definice délky £ nezélezi na grupé, v tom smyslu, Ze pro prvek g
v W; délky g v W a v W; jsou shodné. Stejné tak pro slabé usporadani, pro dva prvky g
a h v Wy plati g < h v W; tehdy a tehdy, plati-lig < h v W.

Definice: Bud (W, S) Coxeteriiv systém a bud J podmnozina S. Rekneme, Ze prvek g
grupy W je J-redukovany, jestlize plati £(sg) = £(g) + 1 pro v8echna s v J. Mnozinu v8ech
J-redukovanyrch prvké v W znadime W".

Priklad 2.4 Grupa S, je standardni parabolickou podgrupou grupy S,+1. Tato pod-
grupa je generovana mnozinou J = {(i,i + 1);i < n — 1}. J-redukované permutace jsou
cykly (i,i+1,...,n+1) pro kazdé i < n + 1.

Nésledujici vysledek je standardni:

Lemma 2.5 [4] Bud (W,S) Coxeteriiv systém a bud J podmnozina S. Bud g prvek
grupy W . Nasledujici podminky jsou ekvivalentni:

(i) Prvek g je J-redukovany;

(#4) Prvek g ma nejkratsi délku v rozkladové tridé W, g;

(#41) Prvek g je jedinym prvkem nejkratsi délky ve tridé W g;

(iv) Pro kazdé h v W7 plati £(hg) = €(h) + {(g);

(v) Pro kazdé h v W relace h % g implikuje, Ze h je J-redukovany;

Pro kazdy prvek g v W miZeme nalézt pravé jeden prvek g”, ktery je jedinym .J-
redukovanym prvkem v rozkladové tiidé Wjg. At je ¢’ prvek gg""—'. Dostavame zde jed-
noznac¢ny rozklad prvku g ve formé g'g", kde g’ nalezi do W a g" nalezi do W7.

Definice: Bud (W, S) Coxetertv systém a bud J podmnozina S. Definujeme zobrazeni
aj: W = Wyawy: W — W tak, abychom méli g = a;(g)ws(g) pro kazdé g v W.

Pomoci definice s lemmatem 2.5 dostaneme okamzité nasledujici tvrzeni:

Tvrzeni 2.6 Bud (W,S) Coxeteriiv systém a bud’ J podmnozina S. Pak je zobrazeni g —
(s (g),w.s(g)) bijekce mezi mnozinou W a mnozinou Wy x W+.

Zakoncime tuto sekci klasickym vysledkem:

Lemma 2.7 [18] Necht je (W,S) Coxetertiv systém a necht je J podmnoZina S. Necht
jsou h v W7 as v S. Pak nastane pravé jedna z nasledujicich situaci:

(1) plati £(h) > £(hs), v tomto pfipadé prvek hs je také J-redukovany;

(ii) plati £(h) < £(hs) a hs nalezi do W ;

(iii) plati £(h) < €(hs) a hs nendlezi do W, v tomto pripadé existuje néjaké s' v .J
spliiujici hs = s'h.
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2.2 Semidirektni souciny v Coxeterovych grupach

V této sekci studujeme rozklad Coxeterovy grupy vytvareny zobrazenimi ay a wy.
Dokazeme, Ze tento rozklad je vhodny pro semidirektni soucin polosvazii.

Lemma 2.8 Bud (W, S) Coxeteriiv systém a bud’ .JJ podmnozina S. Budte g,h v W. Pak
(i) g < h implikuje a;(g) < as(h) aw;(g) < ws(h);

(i) pokud je h bezprostredni ndslednik prvku g v W, pak plati budto a;(g) = aj(h),
anebo wjy(g) = wy(h);

(i) plati aj(g A h) = aj(g) A as(h).

DUKAZ: Body (i) a (ii) jsou dusledky lemmatu 2.7.

(iii) Podle bodu (i), plati as(gAh) < aj(g)Aas(h). Ale plati aj(9) S gaas(h) < h,

a tak plati aj(g) A as(h) < g A h. PouZitim «; na tuto nerovnost dostaneme a.j(aj(g) A
ay(h)) < aj(gAh). Ale ay je identické na Wy, a tak dostaneme aj(g)Aay(h) < aj(gAh).
| |

Zobrazeni aj je tedy slucitelné s prisekem, coz znamend, Ze to je endomorfismus
prusekového polosvazu (W, ). V nésledujicim lemmatu nahliZzime na Hasseliv diagram
polosvazu (W, X) jako na Cayleytv graf grupy W.

Lemma 2.9 Bud (W, S) Coxetertiv systém a bud J podmnoZina S. Pro g,h v W defi-
nujeme relaci 85 predpisem (g,h) € 85 < aj(g) = ay(h). Relace 6 je kongruence priise-
kového polosvazu (W, X) a polosvaz (W, %) /s, je izomorfni polosvazu (W, <). VSechny
tridy ekvivalence jsou izomorfni jakozto svazy a navic, kdyZ pridame oznadceni, prislusné
oznacené grafy jsou také izomorfni.

DUKAZ: Vime, 7e ay je homomorfismus z (W, ) na (W;, %). Takze 6; je kongruence
a (W,X)/s, je izomorfni polosvazu (Wy,<). Zbyva dokéazat, ze t¥idy ekvivalence jsou
izomorfni. Kdyz mame a # b v Wy, tak existuje bijekce 7, mezi tfidou obsahujici a
a t¥idou obsahujici b. Tato bijekce posild ag na bg pro kazdé g v W*. Ale tato bijekce
zachovava uspofadani <: pro viechna g, h v W plati ag < ah < g < h < bg < bh podle
lemmatu 2.5. TakZe bijekce 7,5 je izomorfismus svazi. Je evidentni, 7e n,; zachovava
také oznaceni: hrana z ag do agz je oznacena generdtorem z a to plati také pro hranu
z bg do bgx. [

Mame uz pripraveny vSechny potiebné vysledky a muizeme dokézat hlavni vysledek
této sekce.

Véta 2.10 Bud (W, S) Coxetertiv systém a bud J podmnoZina S. Pak je priisekovy
polosvaz (W, X) izomorfni semidirektnimu soucinu polosvazii (Wy, <) a (W7, ).
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DUKAZ: Vysledek dostaneme pouzitim tvrzeni 1.14, verze pro prusekové polosvazy, s lem-
maty 2.8 a 2.9. [ |

V pfipadé koneéné Coxeterovy grupy W tvori uspofddand mnoZina (W, X) svaz, a tak
bychom chtéli védét, zda-li je zobrazeni «; slucitelné s operaci spojeni. Je tomu tak,
dokazeme, 7e zobrazeni aj je sluditelné se spojenim, a tedy, Ze je ajy endomorfismus
svazu (W, %). Mzeme dokonce formulovat vysledek obecné&ji a nepfedpokladat, 7e je W
konecna.

Lemma 2.11 Bud (W, S) Coxeteriiv systém a bud J podmnozina S. Budte g,h v W
takova, ze g V h existuje. Pak aj(g) V aj(h) existuje a plati aj(g) V aj(h) = aj(gV h).

DUKAz: Plati aj(g9) < as(gV h) a ay(h) 5 as(gV h), takze spojeni musi existovat.
Navic plati a;(g) Vas(h) < aj(gV h). Z g < gV h a z definice zobrazeni ¢ dostaneme
wi(9) = Yay(gvh),as(g)(Wi(gV h)). Uvazujme nyni prvek j = o, (gvh).as(g)va, (h)(@Ws(gV
h)). Pfedchozi pozorovani s lemmatem 1.15 (iii) dava wi(g) < Ya, (g)vay (h).a.(g)(d), COZ
davé g < (ag(g) V ay(h)j). To samé miize byt feceno o h, a tak a;(g) V ay(h)j je horni
mez prvki g a h a mame aj(gV h) X as(g) vV as(h). |

MiuZeme nyni formulovat vysledek podobny vété 2.10 pro koneéné Coxeterovy grupy:

Véta 2.12 Bud' (W, S) Coxeteriiv systém takovy, Zze W je kone¢nd a bud’'J podmnoZina S.
Pak je svaz (W, X) izomorfni semidirektnimu soudinu svazii (Wy, <) a (W7, <).

DUKAZ: Zobrazeni oy je slucitelné s obéma svazovymi operacemi, a tak se jednd o homo-
morfismus. Nésledné véta vyplyva z tvrzeni 1.4. [

Vime nyni, 7e je Cayleytuv graf Coxeterovy grupy semidirektnim soudinem, ale ne-
vime presné jakym, je tfeba popsat zobrazeni . Podame algoritmus, ktery sestroji toto
zobrazeni v piipadé konkrétni Coxeterovy grupy W. K tomuto potiebujeme nasledujici
pomocné lemma:

Oznacéeni: Oznacime [s Sl ro SSISSI oA (S, SI ro - -- SSISSI.
’ 3
H—/ H—J

m ¢initel m ¢initeli

Lemma 2.13 [4] Bud (W, S) Coxeteruv systém. Bud' g v W a budte s #s' v S.

(i) Pokud plati £(gs) = £(gs') = £(g) + 1, pak prvek (gs)V (gs') existuje tehdy a jen tehdy,
pokud ¢islo mg ¢ je konecné; v tom pripadé mame (gs) V (gs') = g[s, s')™s".

(1) Pokud plati £(gs) = l(gs') = £(g) — 1, pak je ¢islo ms ¢ konecné a plati (gs) A (gs') =
gls, s')me
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V&imli jsme si v lemmatu 1.15, 7e staci popsat, kdy je (k', h) bezprostiedni néslednik
prvku (k,vr 1 (h)). Podle lemmatu 2.8 (i7) mame nutné h = ¢ 4 (h).

Definice: Bud (W, S) Coxetertiv systém a bud J podmnozina S. Trojice ((k, h), (k¥', h), s),
skak'vW;, hv W7 asvS,senazyva specidlni trojice, jestlize je prvek k' bezprostiedni
naslednik prvku k v Wy, prvek k'h je bezprostiedni naslednik prvku kh v W a plati k'h =
khs. Ozna¢ime T}, ;» mnozinu viech specidlnich trojic ve formé ((k, h), (k',h),s) s h v W7
asvSs.

Nasim cilem je popsat zobrazeni ¢. Podle toho, co jsme vidéli, sta¢i popsat specidlni
trojice.

Lemma 2.14 Bud (W, S) Coxetertiv systém a bud'.J] podmnozina S. Bud'g v W” a bud's
v S takové, Ze prvek gs neni J-redukovany. Predpokladejme, Ze generdtor s' v S spl-
nuje g X gs', Ze prvek gs' je J-redukovany a 7e mg o je konecné. Pak je prvek g[s,s')™s’

m !

bezprostiednim naslednikem prvku g[s', s)™==' "' a prvek g[s',s)™=+' " je J-redukovany.

DUKAZ: Vime, 7e prvek gs neni J-redukovany a dle lemmatu 2.7 prvek t = ay(gs) je
v S. Posléze lemma 2.13 dava (gs) V (gs') = g[s,s')™ss'. Ponévad? je zobrazeni a; slu-
¢itelné se spojenim, nalezneme ay(g[s,s’)™s+') = t. Madme nutn& a;(g[s', s)™=' 1) < t.
Pokud by tento vztah byl rovnosti, pak by byl prvek (g[s’, s)™=+ 1) A (gs), ktery je g, J-
redukovany. Takze ay(g[s’, s)™=+' ~1) je ostfe mensi nez ¢, a to implikuje, ze g[s’, s)™=~" 1

je J-redukovany. [

Lemma 2.15 Bud (W, S) Coxeteriiv systém a bud J podmnozina S. Bud g # 1 v W/
a bud' s v S takové, ze prvek gs neni J-redukovany. Pak existuji ¢' < g a s’ v S takové,
Ze je mg o konecné, plati g'[ss')™ss'" = gs a budto prvek g¢'s, anebo prvek ¢'s' jsou .J-
redukované.

DUKAz: Existuje s’ v S spliwjici gs' g g. Podle lemmatu 2.7, existuje prvek ¢ v S,
ktery spliuje tg = gs. Takze plati gss' = tgs' < tg = gs. Oznaéme ¢’ prvek g A gss'.
Podle lemmatu 2.13 plati ¢’ = gss A gss' = gs[s,s')™ =" = g[s',s)™==' "' Prvky g¢'
a g[s', s)™==' "% jsou J-redukované podle lemmatu 2.5 (v). Nyni je prvek g's jeden z prvki
gls',s)™s' "2 g[s,s")™s" a prvek g's' je ten druhy. Ponévadz plati gs = g'[s,s') "' =
g'sV ¢'s', nutné g[s, s')™s+" neni J-redukovany. ]

1

Tvrzeni 2.16 Necht je (W,S) Coxetertiv systém a necht je J podmnozina S. Necht k
v Wy as v J splhuji k < ks. Méjme h # 1 v WX. Pak je prvek ksh bezprostrednim
néslednikem prvku kh tehdy a jen tehdy, pokud existuji ¢ < h a s',s" v S takové, ze
mg s je konecné a plati kg[s', s")™s'.=" ' = kh a ay(kgs") = ks. Navic plati ksh = khs',
pro mg g liché, a ksh = khs', pro my 4 sudé.
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DUKAZ: Nic se nezméni, pokud vynasobime viechny prvky nalevo prvkem k~!. Takze do-
kazovana ekvivalence muze byt formulovana takto: sh je bezprostiedni naslednik prvku A
tehdy a jen tehdy, pokud existuji g < h a s',s"” v S takové, Ze my ¢ je kone¢né, plati
gls',s"ym" "1 = h a ax(gs") je rovno s. Smér ‘<=’ plyne piimo z lemmatu 2.14 a smér
‘=’ plyne pfimo z lemmat 2.8 (i7) a 2.15. Takze zbyva pouze dokézat vztah sh = hs'
(popt. sh = hs"). Piedpokladejme my 4 liché. Vime, ze ay(gs") je s. Takze existuje
prvek ¢’ v WX takovy, Ze sg’ je bezprostfedni naslednik prvku g. Podle lemmatu 2.8 plati
g’ = g. Nyni nalezneme

)msz,sufl Mg g1 —1

sh = sg[s',s" — gs”[s',s”) _ g[sl=8”>mslvsll — g[sl=sll>mslvsufllsl — hs'.

Ptipad my ¢+ sudého je podobny. [

Z tvrzeni 2.16 odvodime algoritmickou metodu pro rekurzivni konstrukci mnoziny Ty 4.
Podle lemmatu 1.15 tato mnozina jednoznac¢né urcuje zobrazeni 1) uvazovaného semidi-
rektniho soucinu.

Algoritmus 2.17 Bud (W, S) Coxeterova grupa a bud J podmnozina S. Zvolme pevné
linedrni uspofadani < na W, které rozifuje uspoiadani <. Budte k < k' dva prvky
v Wy, splhujici k' = ks pro néjaky prvek s v S. Sestrojime mnozinu T trojic tvaru
((k,h), (k',h),s') s h v W’ a s’ v S, nasledujicim zpiisobem: Inicializujeme T na trojici
{((k,1), (K", 1),5)}. Pokratujeme indukeci podle délky h v W7 a zaéneme prvkem h = 1.
Piedpoklddejme ((k,h), (k'  h),s') € T. Uvazime postupné vSechny prvky s’ v S, které

spliwji hs” € W a mg ¢ < oo: pro kazdy takovy prvek, pfiddme do mnoziny T trojici

3

((k‘, h[S”, (q/)mslvsll 71) (k’, h[s”, SI>mglv5u 71)7 SI), (22)
pro my gn sudé nebo trojici

((k‘, h[S”, SI)TnS/,Suf'l) (kl7 h,[S”, SI)Tnslvsufll)7 SII), (23)

3

pro mg ¢» liché. Pak pokracujeme s nasledujicim prvkem h v usporadani <.

Lemma 2.18 Algoritmus 2.17 dod4d mnozinu Ty, j .

DUKAz: Dokazeme nejdiiv, ze kazdy prvek mnoziny T ndalezi do T 4. Plati ks = k', a tak
((k,1),(k',1),s) je specidlni trojice. Poté, pokud je ((k,h),(k', h),s") specidlni trojice,

3

podle tvrzeni 2.16 je (2.2) nebo (2.3) speciélni trojice.

Na druhou stranu dokézeme indukci podle h, 7ze kazda specidlni trojice nalezi do T'.
Tvrzeni je pravdivé pro trojici ((k,1),(k’,1),k k). Pfedpokladejme ((k,h), (k' h),s")
v T s h # 1. Tvrzeni 2.16 zajistuje existenci prvku s” v S a prvku g < h v W7,
které spliuji g(s',s"]™="«"~' = h a k'g = kgt, kde t je budto s', anebo s". Plati g <
h, trojice ((k,g),(k',g),t) je specidlni, a tak podle indukéniho pfedpokladu tato trojice

nalezi do T. Trojice ((k,h), (k',h),s") se dostane z trojice ((k,g),(k',g),t) pomoci (2.2)
nebo (2.3), a tak nélezi do T. ]
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Tvrzeni 2.19 Bud (W,S) Coxetertiv systém a bud J podmnozina S. Pak je operace
priiseku v polosvaze (W, <) uréena operacemi priiseku v polosvazech Wy a W formuli

(k) A (K1) = (b A K s (B) A o (), (2.4)

kde zobrazeni 1 je dano algoritmem 2.17.

DUKAz: Formule (2.4) je definice (1.18) priiseku v semidirektnim soudinu polosvazii.
Mame-li dany operace priiniku v podpolosvazech Wy a W/, staéi pouze umét uréit zob-
razeni . Podle vysledki kapitoly 1 se toto zobrazeni sestrojuje nasledovné:

- pro k' 5 k je zobrazeni ¢y j, identita podle (1.6) a (1.15);

- pro k, k' nesrovnatelné plati ¢ p = g pap podle (1.15);

- pro k < k', je-li 5183 --- s redukované vyjadieni prvku k~ 'k, dostaneme, podle lem-
matu 1.15 (4):

W',k = wsul © djslszsl ° 111313233,3182 0---0 1113132“‘31«13132“‘31«—1 ; (25)

- pro k', bezprostiedniho néslednika prvku k, plati podle lemmatu 1.15 (i7):
Y k(h) = max{h’ € W’; (h' < h) a (((k,n"),(K',h'),s) € Tyr), pro s € S}.  (2.6)

Konstrukce mnoziny T} 4 je popsana algoritmem 2.17. ]

Podobny vysledek muze byt formulovan pro operaci spojeni v piripadé kone¢né Coxe-
terovy grupy.

Struktura mnoziny Ty j zalezi pouze na prvku k~'k’, oznadeném s, a ne vlastné na
dvojici k, k'. P¥esnéji feceno, pro néjaké prvky h v W/ a s’ v S, trojice ((k, h), (k', h), s')
nélezi do T}, tehdy a jen tehdy, pokud trojice ((1,h), (s, h), s') nélezi do mnoziny T} s.
Takze usoudime. Ze zobrazeni ¢4 1 je rovno zobrazeni 1;-14 1, a tedy staci popsat zob-
razeni ¢ (a specidlni trojice) pro dvojice (s,1) s s v J.

Poznamka 2.20 V [41] je slabé usporadani kone¢né Coxeterovy grupy W sestrojovano
pomoci zobrazeni f z W’ x J do S U {0} definovaného takto: je-li ks bezprostiedni
naslednik prvku kv W7, s s v X, pak prokazdé h v WX je budto f(h, s) prazdné, kdyz ksh
neni naslednik prvku kh, anebo plati ksh = khf(h, s). Tato metoda je ekvivalentni té nasi:
pro kazdou mnozinu specidlnich trojic definujeme f(h,s) jako s', pokud ((1,h), (s, h),s")
je specidlni trojice, anebo jako (), pokud sh neni vétsi nez h. Rozdil je v tom, 7e Le Conte
de Poly-Barbut zavadi svou metodu pifimym kombinatorickym postupem a 7e neni jasné,
jak sestrojit operace spojeni a priiseku ze zobrazeni f a ze svazovych operaci mensich
svazi.
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2.3 Priklady Coxeterovych grup

V této sekci predstavime konstrukci semidirektniho soucinu slabého usporadani na
konkrétnich ptrikladech Coxeterovych grup. Konstrukci provedeme pro vSechny nekonecéné
fady Coxeterovych grup a také pro jednu vyjimecénou konec¢nou Coxeterovu grupu a jednu
nekonec¢nou grupu.

Ve vsech pripadech zvolime podmnozinu J tak, aby mnozina J-redukovanych prvk sla
snadno popsat. Popis mnozin W7 lze nalézt v [23], a proto zde neuvadime diikaz slozeni
mnozin W+ . PopiSeme také zobrazeni ¢ a 1, kterd jsou uréena specidlnimu trojicemi Ty 4.
Staci popsat mnoziny trojic T s,, které budou znaceny T, .

vvvvvv

Cayleyova grafu, ktery odpovidd mnozindm W a s;W7 a ktery tedy dobfe ilustruje
zobrazeni @1 5, . Poté, jeliko7 je polosvaz (W, ) semidirektnim souc¢inem W, a W7, do-
staneme Cayleyuv graf grupy W nahrazenim kazdého vrcholu Cayleyova grafu grupy W,
Cayleyho grafem mnoziny W a nahrazenim kazdé hrany v W; odpovidajicimi hranami
popsanymi specidlnimi trojicemi.

2.3.1 Reducibilni typy

Definice: Rekneme, 7e je Coxeterova grupa reducibilni, pokud je prislusny Coxeteriv
graf souvisly.

Tento pripad Coxeterovych grup je snadny, ponévadz parabolické podgrupy pfislusejici
komponentam Coxeterova grafu navzajem komutuji.

Tvrzeni 2.21 Bud T' nesouvisly Coxeteriiv graf. Oznac¢me W Coxeterovu grupu pri-
sluSejici T. Oznacme Ty = (S1,A41),...,Tx = (Sk, Ay) souvislé komponenty grafu T
a oznac¢me W; grupu generovanou mnozinou S;, pro i mezi 1 a k. Pak je polosvaz (W, %)

. . , . k
izomorfni direktnimu soucinu [[;_,(W;, %).

DUKAZ: Jelikoz mnoziny S; navzdjem komutuji, grupy W; navzajem komutuji a grupa W
je izomorfni direktnimu soucinu Hf:] W;. Pro vSechny prvky g a h z W méjme g =
g192 gk a h = h,lh,g . 'hk, S gi a h, v Wl Plati qg ANh = (!}1 A h,l)(g2 A hQ) s (gk A hk)
agVh = (g1Vh)lgaVha)---(gr V hr) a polosvaz (W, <) je izomorfni direktnimu
soudinu Hle (Ws, ). ]

Direktni soucin je specidlni ptfipad semidirektniho souéinu. Vyfesili jsme reducibilni
pripad, a tak ostatni uvazované pripady budou ireducibilni.
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2.3.2 Typ I,

Coxetertv graf typu I, pro m > 3 je nasledujici:

m
Oo——0O

S1 82

Prislusna Coxeterova grupa W je dihedralni grupa. Pro konstrukei semidirektniho souéinu
zvolime mnozinu J = {s;}. Mnozina W sestava z prvki [sos;)*, pro k mezi 0 a m — 1
(viz [23]). Pfipomindme, 7e k oznacduje fetézec o k prvcich.

Tvrzeni 2.22 Svaz slabého usporadani Coxeterovy grupy typu I,, je izomorfni semi-
direktnimu soucinu 2 x% m, kde zobrazeni ¢ je definovano jako ©g,1,(0m) = Om a
©03,15(h) = 1m, pro h # Om.

DUKAz: Jak uz jsme se zminili, uvazujeme podgrupu Wy, 3. Dostaneme, podle algo-
ritmu 2.17, 7e mnoZina Ts, sestdva ze dvou specidlnich trojic: a to ((1,1), (s1,1),s1)
a ((1,[s251)™ 1), (51, [5251)™ 1), 8:), kde i je 1, pro m liché, a 2 pro m sudé. n

Vidime ptiklad svazu slabého uspotfadéani pro m = 6 na obrazku 2.2.

Obrazek 2.2: Cayleytuv graf Coxeterovy grupy typu Ig: ¢erné hrany vyzna-
cuji s1, Sedé vyznacuji so

2.3.3 Typ A,

Coxeteruv graf typu A, pro n > 1 je néasledujici:

O O .. O O
S1 S2 83 Sq S5 Sp—2 Sn—1 Sn
Pfislu$na grupa je symetrickd grupa Sy,4+1 (viz ptiklad 2.1). Zvolime J = {s1, $2,...,Sn—1}-

Mnozina W sestdva z prvkil ve tvaru s,8, 1---5;, pro i mezi 1 a n. Specialné je tato
mnozina fetézec vzhledem k uspofddani g (viz [23]).

Tvrzeni 2.23 Bud W Coxeterova grupa typu A,, pro n > 2. Ozna¢me J mnoZinu ge-
nerétori {sy, 82, ...,5,_1}. Pak je svaz (W, 5) semidirektni soucin Wy x¥ W+ kde mno-
zina Ty, specidlnich trojic pro @1 s,, s i mezi 1 an — 1, sestavd z (viz obrazek 2.3):

- trojic ((1,h), (si, h),8;), pro h < $p8p_1 - Sit1,

- trojic ((1,h), (si, h), Si+1), PIO SpSn—1 - 8; <X h.

Y
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EP) S1
) Sit1
s
sig1 | i1
Sn—1
Sn
892 81

Si41

Si42

Obrazek 2.3: Zobrazeni ¢; 4, grupy typu A4,

DUKAZ: Sestrojime mnozinu T, pro kazdé i < n—1, pomoci algoritmu 2.17. Prvni trojice
v Ty, je trojice ((1,1), (si,1), s;). Poté, s; komutuje se viemi generatory s;, kde j je mezin
ai+2, a tak nalezneme trojice ((1,5n -+ -s;), (Si; Sn - S;), ;). Poté plati vztah s;sit1s; =
Si+18i8i41 a dostaneme ((1, 8, 8;), (Si, Sn - 8i), Si+1). Nakonec generdtor s;11 komu-
tuje se vSemi generdtory s;, s j < i a nalezneme trojice ((1,s,---5;),(1,8n S5, Sit1)-
Dorazili jsme prvku s, ---s;, nejvétsimu prvku mnoziny W7 a tim se konéi konstrukce
mnozZiny Ts,. Véta 2.12 ika, ze (W, %) je semidirektni souéin. ]

Svaz grupy W muizeme sestrojit indukeci. Svaz grupy typu A; je dvouprvkovy svaz.
Nésledné, pro kazdou grupu typu A4, s n > 2, parabolickd podgrupa generovani mnozi-
nou {s1,82,...,8,—1} je grupa typu A,,_;. TakZe je svaz grupy typu A, semidirektnim
soucinem svazu grupy typu A, _; a fetézce o n + 1 prvcich. Piiklad pro n = 4, se naléza
na obrazku 2.4.

Obrazek 2.4: Cayleytuv graf Coxeterovy grupy typu Asz: ¢erné hrany vyzna-
Cuji s1, Sedé vyznacuji sy a prerusované vyznacuji sg
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2.3.4 Typ B,

Coxetertuv graf typu By, pro n > 2, je nasledujici:

4
O O = O O
S1 82 83 Sa S5 Sn—2 Sn—1 Sn
Pfislu$né grupa je grupa znaménkovych permutacina {—n,...,—1,1,...,n}. Znaménkovd
permutace je permutace m, kterd splituje 7(—i) = —7 (i) pro kazdé i ve svém defini¢nim

oboru (viz [27]). Pro rozklad zvolime J = {s1,...,s,_1}. Oznacime b; prvek s,,s,,_1 - - - s,
proi mezi 1 an, ac; prvek sys3 - - 8;, proi mezi 2 a n. Mnozina W+ je rovna {1}U{b; 1 <
i <n}pU{bic; 2 < i < n}, specidlné se jedna o fetézec (viz [23]).

Tvrzeni 2.24 Bud W Coxeterova grupa typu B,, a ozna¢me J mnozinu {s1,...,8p—1}-
Pak je svaz (W,<) semidirektnim sou¢inem W; x¥ W, kde je zobrazeni ¢ popsano
nasledovné:

Mnozina Ty, sestavd z (viz obrdzek 2.5):

- trojic ((1,h), (s1,h),s1), pro h < be,

- trojic ((1,h), (s1,h),s1), pro baca < h.

Mnozina Ts; s i mezi 2 an — 1 sestdvd z (viz obrdzek 2.6):

- trojic ((1,h), (84, h), 8;), pro h < b;y1,

- trojic ((1,h), (84, h), Six1), pro b; < h < bacy,

- trojic ((1,h), (s1,h), 1), pro bacir1 < h.

Obréazek 2.5: Zobrazeni ¢y 5, grupy typu By,

DUKAZ: Sestrojime mnoziny Ty, pomoci algoritmu 2.17. Za¢neme prvkem sy, tzn. s i = 1:
tento prvek komutuje se véemi generdtory s;, pro j mezi 3 a n, a tak ((1,b;), (s1,b;), s1)
nélezi do Ts,. Poté plati mg, 5, = 4, a nalezneme trojici ((1,b1s2), (s1,b152),s1). Nyni
prvek s; komutuje opét se vSemi generdtory s;, pro j mezi 3 an, a ((1,b1¢;), (s1,b1¢;), 1)
nélezi do Ty, .

Méjme nyni prvek s;, s i > 1. Tento prvek komutuje se viemi prvky s;, kde j je
mezi i + 2 a n. Takze trojice ((1,b;), (s4,b;),5s;) nalezi do T,. Nyni mame my, ,,,, = 3
a nalezneme trojici ((1,b;), (84, 0i), Si+1). Prvek s;41 komutuje se vSemi s;, pro j < i,
a tak vSechny trojice ((1,b;), (si;b5), six1) a ((1,b1¢5), (si, b1¢j), si+1) nalezi do T, . Nyni
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Sp—1 Sn

Si41

Sit1 Si

Sn

Sn—1
s Sit1

Sit+1

Obréazek 2.6: Zobrazeni ¢y g, , pro i > 2, grupy typu B,

mame opét my, 5, ., = 3 a nalezneme trojici ((1,b1¢i41), (8;, bi¢it1), 5:). Nakonec prvek s;

komutuje se vSemi s;, pro j > i + 1 a nalezneme trojice ((1, bic;), (s:,b1¢)), si). ]

Svaz slabého uspotradani na B, je semidirektni soucin svazu grupy typu B,,_1 a fetézce
o 2n prvcich. Cayleyav graf pro B,, muze byt sestrojen nasledovné: vezmeme Cayleyuv
graf grupy typu B,,_; a nahradime kazdou hranu pfislu§nym grafem z obrazka 2.5 a 2.6.
Jako priklad uviddime na obrazku 2.7 Cayleytv graf grupy typu Bs.

Obrazek 2.7: Cayleytv graf grupy typu Bjs: ¢erné hrany vyznacuji si, Sedé
vyznacuji so a prerusované vyznacuji sz
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2.3.5 Typ D,

Coxetertuv graf typu Dy, pro n > 3 je nasledujici:

S2

Prislusnéa grupa je podgrupa grupy typu B,,. Tato podgrupa grupou znaménkovych per-
mutaci 7 na {—n,...,—1,1,...,n} které spliuji n(i) # —i, pro kazdé i mezi —n a n
(viz [27]). Obvykle se nedefinuje grupa typu Dj, protoZe graf typu Dj3 je roven grafu
typu As. Pfesto zde D3 uvazujeme, a to proto, ze to vice vyhovuje nafemu induktivnimu
piistupu. Pro konstrukei semidirektniho soudinu zvolime J = {s1,$2,...,8n—1}. Ozna-
¢ime b; prvek $,8,_1 -+ 8; a ¢; prvek s3s4 - - - s;. Mnozina W je rovna

{1 U{bi; 3<i<n}U{bas;; j =12} U{bi} U {bici; 3<i < n}

(viz [23]). Tato mnozina neni fetézec, ale je mu blizko, a tak se semidirektni sou¢in snadno
na popise.

Tvrzeni 2.25 Bud W Coxeterova grupa typu D,, a ozna¢me J mnozinu {s1,...,8,_1}.
Pak je svaz (W, <) semidirektnim souc¢inem W; x¢ W, kde je zobrazeni ¢ popsano
nasledné:

Mnozina Ts,, pro i = 1,2 sestavd z (viz obrazek 2.8):

- trojic ((1,h), (si, h), s;), pro h < bs,

- trojice ((1,bs3s;), (si,b38:), S3),

- trojic ((1,h), (ss, h),83_;), pro biss < h.

Mnozina Ts; s i mezi 3 an — 1 sestdvd z (viz obrdzek 2.9):

- trojic ((1,h), (si, h), si), pro h < biy1,

- trojic ((1/ h), (Si,h), .9,j+1), pro b; < h< 1)1(37;,

- trojic ((1,h), (s1,h),s1), pro biciz1 < h.

Obrazek 2.8: Zobrazeni ¢, 5, pro grupu typu D,

DUKAz: PouzZijeme algoritmus 2.17 k nalezeni mnozin T, : Zacneme s i = 1, 2: generator s;
komutuje se vSemi generatory s;, s j > 4. Takze trojice ((1,b;), (si,b;), s;) nalezi do Ts,.
Poté je ms, s, rovno 3 a nalezneme trojice ((1,b3s;), (i, b3si), s3). Nyni mame mg, 5, , =3
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Obréazek 2.9: Zobrazeni ¢ ,, s ¢ > 3, pro grupu typu D,

a nalezneme trojici ((1, b38;53_:53), (Si,038;83_:83), S3_4). A poté generator s3_; komutuje
se vSemi s;, pro j > 4 a trojice ((1, bic;), (si,b1¢;), s3—;) nélezi do Ts,.

Uvazujme nyni generdtor s;, s ¢ > 3. Tento prvek komutuje s s;, pro j > i + 1,
a tak trojice ((1,b;), (si,b;),si) nalezi do Ty,. Poté mame my, 5, ,, = 3 a nalezneme tro-
jici ((1,64), (84, 0i), 8i+1). Poté generdtor s;y1 komutuje se v8emi s;, pro j < i a na-
lezneme trojice ((1,b;), (si,b;),si+1), s @ > j > 3, trojice ((1,bss;), (ss,b35;),8i+1), S
J=1,2, také ((1,b1), (s4,b1), si+1) a trojice ((1,b1¢;5), (Si,b1¢j), Six1), 8 3 < j < i. Poté

mame my,,, s, = 3 a nalezneme trojici ((1,b1¢it1), (si,b1cit1), 8i). Nakonec generdtor s;

3

komutuje se v8emi s;, pro j > i + 1 a trojice ((1,bic;), (s:, bic;), s;) nalezi do T,. ]

3

Cayleyiv graf Coxeterovy grupy typu D,, se muze sestrojit indukci z grupy typu D, _1
a prislusné levé rozkladové tridy. Indukci mizeme zacit primou konstrukci predstavenou
na obrazku 2.10, kde je podgrupa generovana s; a se Kleinovou grupou.

2.3.6 Vyjimecné typy

Existuje Sest dalsich typu ireducibilnich Coxeterovych grup, a to Fg, E7, Eg, Fy, Hs
a Hy (viz [27]). Induktivni konstrukce je také moZn4, ale je té7ké popsat levé rozkladové
tfidy néjak jednoduse, kromé piipadu grupy typu Hs.

Uvazujme Coxetertv graf typu Hs:

S1 S22 83

Zvolime J = {s1, s2}. Mnozina W je mnozinou prvkt mensich nez s3505152515352515253.
Nejedné se o Tetézec, ale stejné jako v ptripadé D,,, je tomu blizko.

Tvrzeni 2.26 Bud W Coxeterova grupa typu Hs a ozna¢me J mnoZinu {s1, s2}. Pak je
svaz (W, %) semidirektni soucin Wy x? W kde je zobrazeni ¢ popsano nasledovné:
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Obrazek 2.10: Cayleyiv graf grupy typu Ds: ¢erné hrany vyznacuji s;, Sedé
vyznacuji sy a prerusované vyznacuji s

Mnozina T, sestava z trojic ((1,1), (s1,1),s1), ((1,s3),(s1,$3), 51),

((1, 8382818281), (Sl, 8382315281), SQ), ((1, 53828182818382), (Sl, 53828132518382), 33),
((1, 8382815281538251), (81,8352815281838281),83) a

((17 535251525153852851 8283)7 (S] ,8382515251535281 8283)7 82).

Mnozina Ts, sestava z trojic ((1,1), (s2,1),s2), ((1,s382), (s2,8382), 53),

((1, 838281), (SQ, 833251), 83), ((1, 3382315253), (82, 8382818283), 82),

((1, 838281828183523152), (82, 838281828183523152), Sl) a

((17 535251592515382851 8283)7 (827 535925159515352851 8283)7 S1 )

DUKAz: Diikaz je podobny tomu pro typ D,.

Parabolické podgrupa W+ je grupa typu I5. Cayleytv graf grupy W je piedstaven na
obrazku 2.11.

2.3.7 Nekonecné typy

Slabé usporadani nekonecénych Coxeterovych grup tvori také semidirektni soucin. Ale
zd4 se, ze existuje malo takovych grup kde lze nalézt jednoduchy popis mnoziny WY, Zde
uvazujeme pouze typ As. Jeho Coxeteruv graf je nasledujici:

83

VAN

S1 82
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Obrazek 2.11: Caleyuv graf grupy typu Hs: Cerné hrany vyznacuji s;, Sedé
vyznacuji so a prerusované vyznacuji sg

Slabé uspotradani netvoii svaz, ale pouze polosvaz. Zvolime .J = {sy, so}. Mnozina W je:

W = {s3sn51535051...; m > 1} U {s3s150835182...; m =1} U{g € W; s3s15251 < g}
—_—_——— —_—

m m

(viz [23)]).

Tvrzeni 2.27 Bud W Coxeterova grupa typu Ay a ozna¢me J mnozinu {s1, s2}. Pak je
polosvaz (W, X) semidirektni soucin Wy x¥ W kde je zobrazeni ¢ popsano nasledovné:
Mnozina T, sestava z trojic (viz obrdzek 2.12):

((L (-93-91-92)2m)= (-91, (838152)2m)= 51),
((17 (838182)2m-‘5381)7 (51, (838182)2m-‘5381), 53)7

((1, (s3s182)°™ ' s3), (s1, (s3s182)" ™ F ' s3), 52),

M

sm 2 0. Mnozina T 4, sestdvd z trojic

((1, (538281)2m)= (s2, (538281)2m)= S2),
((17 (838281)2m-‘5382)7 (52, (838281)2m-‘5382)7 53)7

((1, (535281)* ™ s3), (52, (s38281)* "' s3), 81).
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Obrazek 2.12: Zobrazeni ¢ 5, grupy typu A,. Zobrazeni 1,5, je podobné
staCi prohodit hrany s; a ss.

DUKAzZ: Systematicky spocitdme mnozinu T, pomoci algoritmu 2.17. Pouzijeme indukci
podle m. Ponévadz je s; generétor, prvek (s1,1) je bezprostiedni naslednik prvku (1,1).
Nyni jediny generator s v S takovy, 7e 1s je .J-redukovany je prvek s3. Mame mg, 5, = 3
a, podle lemmatu 2.14, odvodime, 7e s;s351 je bezprostifedni naslednik prvku szs;. Nee-
xistuje zadny jiny J-redukovany prvek délky 1, a tak p¥ejdeme k ((1, s3s1), (s1,5381), $3)-
Prvek s3s1s2 je jediny nédslednik prvku szsq, ktery je J-redukovany. Mame my, s, = 3, ato
implikuje, 7Ze mame trojici ((1, s3815283), (81, $3818283, $2). TakZe tvrzeni plati pro m = 0.

Nyni predpokladejme, 7e trojice ((1,(s35152)>™ 1s3), (1, (535152) 53), 82) néalezi

do T,,. MiZzeme pokracovat pouze prvkem s;. Mame my, ;, = 3 a nalezneme specidlni
trojici ((1, (s35182)2™), (81, (535182)?™), s1). Stejny argument jako v pifpadé m = 0 do-
kaze, 7e specidlni trojice (1, (s35152)2™s351), (51, (535152)%™s351), s3) nédlezi do Ty, a také
trojice ((1, (s3s152)2™ 1s3), (51, (535182)>™F1s3), s2). Diikaz pro mnozinu T}, je stejny. m

2m—1

Podgrupa W je grupa typu As. Dle tvrzeni 2.19, kdy?7 nahradime kazdou hranu grafu
typu Ao grafem 7 obrazku 2.12, dostaneme graf typu Ao, ktery je zobrazen na obrazku 2.13.

Piiklad 2.28 Ukazeme, jak se muze spocitat, pomoci zobrazeni v, prusek dvou prvka
Coxeterovy grupy W typu 1212. Meéjme tieba g = $152538152515381 & g’ = $2538251535283571 .
Uréime prisek ¢ a ¢’ v této grupé A, pomoci tvrzeni 2.19. Algoritmem 7 [41], nalezneme
ay(g) = s152 aay(g') = s2. Tyto prvky jsou neporovnatelné, a tak plati ¢g, 55 50 = Vs,89.1
A Y5y 5180 = Vs,.1. Nyni spo¢itdme s, 5, s, (S35152518351) pomoci (2.6). Potfebujeme na-
1ézt nejvétsi prvek h v W7 spliwjici h < sgsisasisas: a ((1,h), (s2,h),t) € Ty s,, pro
néjaké t v {s1, s, s3}. Takovyto prvek musi byt tvaru (s3s2)%(s183)%(s251),sa>b>c>
a — 1, a nejvétsi takovy, ktery je stdle mensi nez s3s1 52515351, je prvek sgso. Takze mame
Vsy 50,5, (S35152518351) = s3s2. Analogicky dostaneme g, 1(s3s2) = 1 a tak, pomoci (2.5),
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Obrazek 2.13: Cayleyuv graf grupy typu As: ¢erné hrany vyznacuji s;, Sedé
vyznacuji so a prerusované vyznacuji s

vyvodime s, 5, .1(S35152515351) = 1. Stejné dostaneme g, 1(S3525153525351) = S3525153.
Nakonec definice zobrazeni ¢ dava

gAg = (5152 As2)(1 A s3898183) = 1.
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Kapitola 3

Svazy délitelnosti

Artinovské monoidy sférického typu jsou extenzemi koneénych Coxeterovych grup.
Slabé usporadani na Coxeterovych grupich odpovidé, v Artinovském monoidu, uspota-
dani levou délitelnosti. V sekci 1 studujeme kongruence svazu levé délitelnosti Artinov-
skych monoida sférického typu a dokdzeme, Ze jejich svazy jsou jednoduché.

Garsidovy monoidy jsou zobecnénim pojmu Artinovskych monoida sférického typu.
Kazdy Garsidiiv monoid obsahuje dulezity prvek zvany nejmensi Garsidiv prvek. Charak-
teristicky graf Garsidova monoidu je svaz déliteld nejmensiho Garsidova prvku. V sekei 2
studujeme, charakteristické grafy Garsidovych monoidii z pohledu semidirektnich souéinti
svazil.

3.1 Svazy délitelnosti v Artinovskych monoidech

V této sekci studujeme svazy délitelnosti v Artinovskych monoidech. Zkoumame nejdiiv
idealy generované jistymi kanonickymi prvky a pak dokazeme, Ze svazy délitelnosti v Ar-
tinovskych monoidech jsou jednoduché. Za¢néme definici Artinovského monoidu.

Definice: Bud T’ = (X, A) Coxeteriiv graf. Artinovskd grupa piislusejici grafu ' je grupa
$ grupovou prezentaci

(%; [o, 7)Mo =[r,0)™7 promy, < o0). (3.1)

Artinovsky monoid piislusejici grafu T' je monoid s monoidovou prezentaci (3.1). Arti-
novska grupa nebo monoid je sférického typu, pokud piislusny Coxeteriv graf definuje
koneénou Coxeterovu grupu. Rekneme, 7e je Artinovska grupa nebo monoid ireducibilni,
pokud je prislusny Coxetertiv graf souvisly.
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Méjme Coxetertv graf typu A,, (viz ptiklad 2.1). P¥islusné Artinovské grupa se nazyvéa
pletencovd grupa na n+ 1 provdzcich. Jeji geometricka interpretace je nésledujici [12]. Za-
¢neme s n + 1 soubéznymi provazky. Prvky pletencové grupy jsou tfidy izotopie diagrami
jako na obrazku 3.1. Nasobeni odpovida spojovani motivi.

Z \/ Z

A rf ’
Obréazek 3.1: Pletenec o4 0306020;10510g1040f10305

Kftizeni i-tého provazku nad (i + 1)-nim provazkem se znadi o; (viz obrazek 3.2) a kii-
zeni (i 4+ 1)-nfho provazku nad i-tym provazkem se znadi a;] . Tyto motivy jsou navzajem

inverzni modulo izotopie.

Obréazek 3.2: Pletenec o4.

Existuji kanonické relace, ato 0;0; = 004, pro |i—j| > 2, (viz obrazek 3.3) a 0;0i410; =
0i+10:0i+1 (viz obrézek 3.4).

ny &N

Obrézek 3.3: Relace g;0; = 0j0; pro |i — j| > 2

Vime (viz [12]), Ze tyto relace definuji pletencovou grupu, a tedy, Ze tato grupa je
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Z Z

S
/

4 4

Obrazek 3.4: Relace 0;0;4+10; = 0410041

Artinovskou grupou typu A,. Monoid pozitivnich pletenct je monoid téch pletencu, ve
kterych se neobjevi zadné kiizeni ¢ + 1-nitho provazku pres i-ty provazek. Tento monoid
je Artinovsky monoid typu A,.

Kdyz faktorizujeme Artinovskou grupu & monoid p¥es relace 02 = 1, pro o v ¥, dosta-
neme piislusnou Coxeterovu grupu. Artinovska grupa je tedy beztorzni extenzi pfislu§né
Coxeterovy grupy [11].

Definice: Nechf je M monoid. Rekneme, 7e je prvek a monoidu M atom, jestlize re-
lace a = be, pro b,c¢ v M, implikuje b = 1 nebo ¢ = 1 Rekneme, Ze monoid M je atomdrni,
pokud supremum [|a|| délek rozkladt prvku a jako soucinu atomt je kone¢né pro kazdé a
v M. Toto ¢&islo ||a|| nazyvame norma prvku a.

V pfipadé Artinovského monoidu generdtory o z X jsou atomy a délka rozkladi prvku
jako souéinu atomi je konstantni, protoze relace prezentace (3.1) zachovéavaji délku. Takze
kazdy Artinovsky monoid je atomarni a norma prvku je délka jakéhokoliv rozkladu.

Definice: Bud M atomérni monoid a budte a,b,c¢ v M splhujici a = be. Pak fekneme,
7e b je levy délitel prvku a, znaceno b < a, 7e ¢ je pravy délitel prvku a, 7e a je pravy
ndsobek prvku b a 7e a je levy ndsobek prvku c.

Rekneme, Ze ¢ je nejmensi spolecnyj pravy ndsobek prvki a a b, znadeno ¢ = a \V b, jestlize
je ¢ pravym nasobkem prvki a a b a kazdy jejich jiny spoleény pravy ndsobek je pravym
nasobkem prvku c.

Rekneme, 7e prvek c je nejvétsi spolecny levy délitel prvki a a b, znadeno ¢ = a A b,
pokud je ¢ levym nasobkem prvka a a b a kazdy jejich jiny spole¢ny levy délitel je levym
délitelem prvku c.

Tvrzeni 3.2 [5] Kazdy Artinovsky monoid sférického typu M je atomdrni, s obou-
strannym kracenim a kazda dvojice prvki z M ma nejvétsiho spolecného levého délitele
a nejmensi spolecny pravy nasobek.
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Tvrzeni 3.2 ukazuje, ze mnozina M s usporadanim < je svaz, ponévadz kazda dvojice
a,b v M mé supremum a V b a infimum a A b. Definujeme operaci \ levého rezidua jako

aVb=a(a\b) = b(b\a) (3.2)

Definice: Bud M atomirni monoid. Rekneme, Ze prvek § monoidu M je vyvdZeny,
jestlize je mnozina levych délitelt prvku ¢ shodnd s mnozinou pravych déliteltt 4. Tato
mnoZina se znaci M (9).

Prvek 0 z M se nazyva Garsidiv prvek, jestlize je vyvazeny a M (J) generuje M.
Garsidav prvek se nazyva nejmensi Garsidiv prvek monoidu M, pokud je nejmensi v uspo-
fadani levou délitelnosti mezi vSemi Garsidovymi prvky monoidu M. Kazdy levy délitel
nejmensi Garsidova prvku A se nazyva jednoduchy prvek.

Tvrzeni 3.3 [17] Bud M atomérni monoid. Pokud M m4 aspori jeden Garsidiiv prvek,
pak ma nejmensi Garsidiiv prvek.

Bud M Artinovsky monoid sférického typu a ozna¢me W piislugnou Coxeterovu grupu.
Ozna¢me p projekci M na W. Snadno dokdzeme nerovnost |lal| > ¢(p(a)), pro kazdé a
v M. Podle [5] mame rovnost ||a|| = £(p(a)) tehdy a jen tehdy, je-li a jednoduchy. Zob-
razeni p je bijekce mezi mnozinou jednoduchych prvkt v M a mnozinou W. Navic je
snadné nahlédnout, Ze je tato bijekce slucitelnd s usporadanimi, ¢imz myslime uspotradani
jednoduchych prvkd levou délitelnosti na M a slabé usporddani na W. TakZze nejmensi
Garsiduv prvek A monoidu M je charakterizovan vlastnostmi p(A) = wg a ||A]] = £(wo).
Jind charakterizace prvku A je ukazana v nasledujicim lemmatu:

Lemma 3.4 [5] Bud M Artinovsky monoid sférického typu a bud A nejmensi Garsidiiv
prvek monoidu M. Pak pro kazdé k v N je prvek AF je nejmensim spole¢nym levym
nasobkem prvkii s normou k.

Budeme se nejdiive zabyvat hlavnimi idedly svazt délitelnosti, které jsou generovany
Garsidovymi prvky, tj. svazy (M (0), %), kde je 6 Garsidiiv prvek Artinovského monoidu
sférického typu. Podle [22], kazdy Garsidiv prvek v M je mocninou nejmengiho Garsidova
prvku A v M. Za¢neme tedy svazy déliteli samotného prvku A.

Tvrzeni 3.5 Bud M Artinovsky monoid sférického typu bud A jeho nejmensi Garsidiiv
prvek. Bud X podmnozina atomii v M a bud § nejmensi spolecny pravy ndsobek mno-
ziny X . Pak je svaz (M (A), %) semidirektnim soucinem svazu (M (0), <) a svazu ({d; d A
0 =1} =%).

DUKAz: Uz jsme si fekli, ze svaz délitelt prvku A je izomorfni svazu slabého usporadani
prislusné Coxeterovy grupy. Tvrzeni tedy vyplyva z véty 2.12. [
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Zacneme ted uvazovat svazy (M (A*),<) pro k > 1. Piiklad vidime na obrazku 3.5.

Pro studium téchto svazti potifebujeme jeden obecny svazovy vysledek.

0
g o
e
o
156"
o 0
o

Obrazek 3.5: Svaz (M (A?%), <) v Artinovském monoidu typu A,. Vrcholy spo-

jené ernymi hranami vyznacuji nejvétsi netrividlni kongruenci (viz nize) na
svazu (M (A?), ).

Definice [25]: Bud L svaz a budte a,b,c,d v L spliujici a < b a ¢ < d. Pigeme [a,b] ~
[c, d] nebo [¢,d] N\ [a, b], pokud plati bVe = d a bAc = a. Oznaéime a2 nejmensi ekvivalenci
intervalii svazu L, kterd obsahuje relace / a \,.

V teorii svazli se obvykle pouziva notace b/a pro oznaceni intervalu [a, b]. Této notaci
se zde vyhneme, protoze je shodné se znadenim pravého rezidua (analogie levého rezidua).

Lemma 3.6 [23] Bud L svaz a bud 6 kongruence na L. Budte a,b dva prvky spliiu-
jici (a,b) € 6.

(i) Kazdy prvek svazu L mezi prvky a Ab a aV b je kongruentni prvku a.

(i) Pokud plati a < b, pak pro kazdy interval [c,d] s [a,b] = [¢,d] plati (¢,d) € 6.

V piipadé svazi (M (A), %), existuje kongruence piislusejici kazdé podmnoZiné mno«iny
atomlt X, a to kanonickd kongruence semidirektniho soucinu. V této kongruenci je kazdy
atom z X kongruentni prvku 1. Naproti tomu, v piipadé svazt (M (A¥),<),sk>1a M
ireducibilniho, pouze trividlni kongruence miize slepit atom z M s prvkem 1 do jedné tridy
ekvivalence:

Lemma 3.7 Bud M ireducibilni Artinovsky monoid sférického se dvéma atomy o1, 0s.
Bud A prvek [o1,02)™ 172, Bud' 6 kongruence na (M (A?), %). Pokud je néktery 7 atomi
f-kongruentni prvku 1, pak je 6 trivialni.

DUkAzZ: Predpoklddejme (01,1) € 6. Plati [1,01] 7 [02,A] N\ [1,0102], protoZe mo-
noid neni komutativni. Pak plati (A,02) € 6 a (0102,1) € §. Nyni mame [01,0102]
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[07,01A] N\ [o1, A]. Takze plati (A, 01) € § ataké (o1,09) € 6. Nyni nalezneme o102, A]
(0103, 0109A] N\ [0102,01A] a (01A,A) € . Stejné tak nalezneme (g2A, A) € 6. Poné-
vad? nejmensi spoleény pravy nisobek prvkii o1 A a o2 A je A2, plati (A%, A) € 6. Vidéali
jsme téz (A, 1) € § a podle lemmatu 3.6 (i) cely svaz L naleZi do jedné tiidy kongruence.
|

Nésledujici tvrzeni doda prisnéj§i podminky pro existenci netrividlni kongruence 6.
Podminka (3.3) vyZzaduje, aby dva ekvivalentni prvky mély stejné délitele az do normy &
a podminka (3.4) je podminkou dudlni.

Tvrzeni 3.8 Bud M ireducibilni Artinovsky monoid sférického typu, ktery ma alespori
dva atomy. Oznac¢me A jeho nejmensi Garsidiiv prvek a oznacme L svaz levé délitelnosti
délitelid prvku A¥, pro k > 1. Bud' @ netrividlni kongruence na L. Pokud jsou dva prvky
a,b z L 6-ekvivalentni, pak jsou splnény nasledujici dvé podminky:

feeLicgaald <k ={ceLcgbalel <k}, (3.3)
{cel;axgcallc\AF| <k} ={ceL;b<calc\A*| <k} (3.4)

DUKAZ: Bud 6 netrividlni kongruence a budte a,b dva prvky svazu L, které jsou 6-
ekvivalentni. Predpoklddejme a < b bez Gjmy na obecnosti. Zkoumame nejdiive pii-
pad a = 1. Existuje atom ¢ z M splhujici ¢ < a. Ponévadz je monoid M ireducibilni
a mé alespon dva atomy, existuje atom 7 v M, ktery nekomutuje se . Nyni podle lem-
matu 3.7 mame (7,1) € 6. Pokra¢ujeme indukci: pFedpokladejme, ze v8echny atomy pod-
mnoziny ¥’ mnoziny ¥ jsou kongruentni prvku 1. Pokud mnozina ¥ \ ¥’ neni prazdn4,
pak diky ireducibilité existuje dvojice atomu o' ze ¥’ a 7’ ze ¥ N\ ¥', kterd nekomutuje.
Podle lemmatu 3.7 plati (7',1) € 6. Na konci indukce dostaneme, 7e kazdy atom ze ¥ je
kongruentni prvku 1. Jelikoz je prvek A nejvétsim spoleénym pravym ndsobkem atomii,
dostaneme také (A, 1) € 6.

Nyni dokéZeme indukei, 7e A! je kongruentni prvku 1, pro kazdé I < k. To je pravda
pro | = 1. Piedpokladejme | > 1. Pro kaZdou dvojici atomt o’,0"”, které nekomutuji,
plati [AI=20'0" A1) A [A7207(0")2, Al 200" A] N\ [Al7 0’0", 0’ A1, a to impli-
kuje (o’A'"' 1) € 6. Ponévadz nejmensi spoleény pravy nasobek prvki o' A'~!) pro
véechna o' v ¥ je prvek Al, plati (A!,1) € 6. Vysledek tedy plati i pro I = k a kon-
gruence 6 je trividlni, coZ je spor s pfedpokladem tvrzeni.

Piedpoklddejme ted 1 < [la|| < k. Existuje atom o spliwjici (a,ao) € §. Existuje také
atom 7 splhujici @ = a’'7. PonévadZ je norma prvku a ostie mensi nez k, prvek aA je levy
délitel prvku A*. Nyni plati [a, ao] 7 [aT, a[oT)™ 7] N\ [a,aloT)™"= 1] N\ [@, a'0]. Méme
tedy (a',a'c) € 0. Nalezli jsme dvojici §-ekvivalentnich prvki s ||a'|| < ||a||. Pokradujeme
a nalézame indukci ¢im dal mensi prvky a7z do okamziku, kdy dostaneme dvojici (1,¢e) € 6.
Ale to davd § = L x L a to je spor, protoZe # ma byt netrividlni.

Méjme nyni dva prvky a,b, které nespliuji podminku (3.3). Bud ¢ délitel b splhu-
jici ||e]] € k, ktery nedéli a. Pak plati a x aVec g aVba (a,aVc) € 6. Pak nalezneme
[a,aV ] \([aAc,cla(ancc) € b. Nutné plati ||aAcl| < k a podle pfedchoziho odstavce
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mame § = L x L, coZ je spor s predpoklady véty. Takze kazda dvojice §-ekvivalentnich
prvkd musi spliiovat podminku (3.3). Zobrazeni a — a\A je antiautomorfismus svazu L,
a tak podminka (3.4) plyne z duality a z podminky (3.3). ]

Dusledek 3.9 Bud M Artinovsky monoid sférického typu, bud A jeho minimalni Gar-
sidiiv prvek a bud k > 1. Pak m4 svaz (M (A*), 5) maximalni kongruenci.

DUKAZ: Dvé netrividlni kongruence museji spliiovat podminky (3.4) a (3.3). Jejich spojeni
musi také splhovat tyto podminky. [

Podminky (3.3) a (3.4) nejsou obecné postacujici. Bud p relace takova, Ze (a,b) jsou
v p pravé tehdy, kdyZz a a b spliuji (3.3) a (3.4). V pfipadé zobrazeném na obrazku 3.5
je relace p kongruenci, a tak je i maximalni kongruenci. At je ale M Artinovsky monoid
typu Is. Uvazujme svaz (M (A?), ). Prvky a = 0103 a b = 010907 spliji podminky (3.3)
a (3.4). Ale plati 0102 A 010902 = 0103 a tento prvek je, narozdil od a a b, levy délitel
prvku o1\ A2, coz dokazuje, ze p neni kongruenci na M.

Otazka 3.10 Jaké jsou postacujici podminky, aby dvojice prvki nalezela do maximalni
kongruence na svazu (M (6%), 5)?

Plati dalsi tvrzeni, které je diisledkem tvrzeni 3.8, jednoduchost celého svazu (M, X).

Tvrzeni 3.11 Bud M ireducibilni Artinovsky monoid sférického typu, ktery ma alespori
dva atomy. Pak je svaz (M, <) jednoduchy.

DUKAzZ: Bud 6 kongruence na M a budte a,b rtzné v M a 6-kongruentni. Bud k ¢éislo
spliwujici £ > max{||al|, ||b]|}. Pak dle tvrzeni 3.8 je kongruence 6 zG%end na Max trividlni
a plati (A, 1) € 6. Toto je pravda pro jakékoliv dostateéné velké k, a tak je kongruence
trividlni. ]

3.2 Semidirektni souciny v Garsidovych monoidech

Garsidovy monoidy jsou zobecnénim Artinovskych monoidt sférického typu. Kazdy
Garsidiv monoid M obsahuje Garsidiv prvek A. V této sekci studujeme svazy délitelt
prvku A v M Najdeme podminky, za kterych tyto svazy umoznuji konstrukci semidirekt-
nim soucinem.

Definice [17]: Monoid M se nazyva Garsidiv monoid, jestlize spliuje ¢tyfi nasledujici
podminky:

(1) Monoid M je atomérni s koneé¢nym poc¢tem atom.

(#4) Monoid M je s oboustrannym krécenim.
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(#47) Kazd4 dvojice prvki z M mé pravy NSN a levého NSD.
(iv) Existuje Garsidav prvek v M.

Je zndmo (viz [17]), Ze uspofadani levou délitelnosti v Garsidové monoidu tvori svaz.

Definice: Bud A nejmensi Garsidtv prvek Garsidova monoidu M. Charakteristicky graf
monoidu M je podgraf Cayleyova grafu monoidu M zGzeny na jednoduché prvky.

Priklad 3.12 Kazdy Artinovsky monoid sférického typu je Garsidiiv monoid. Jeho cha-
rakteristicky graf je roven Cayleyovu grafu pfislusné Coxeterovy grupy.

Charakteristicky graf je diilezity, protoze urcuje jednoznac¢né a« na izomorfismus Garsi-
dtv monoid (viz [14]). V pfipadé Artinovskych monoidi sférického typu se charakteristické
grafy dostanou rekurzivni konstrukci pomoci semidirektniho soucinu svazi. Budeme zde
zkoumat charakteristické grafy, umoznuji najit rozklad ve formé semidirektniho soucinu.
Neni pravdou, 7ze by kazdy charakteristicky graf umoznoval takovyto rozklad: napiiklad
graf na obrazku 3.6 je jednoduchy, a tak nemutze byt rozlozen.

Obrézek 3.6: Charakteristicky graf monoidu B; “"* Birmana, Ko a Lee [2],
s prezentaci (a,b,c; ab = bc = ca). Nejmensi Garsidiv prvek je prvek ab.
Cerné hrany vyznacuji a, edé vyznacuji b a prerusované vyznacuji c.

Stejné jako v pripadé Coxeterovych grup zde definujeme pojem parabolické podstruk-
tury.

Definice [24]: Bud M Garsidiiv monoid a bud A jeho nejmensi Garsidiv prvek. Bud ¢
jednoduchy vyvazeny prvek z M. Oznaéme My monoid generovany mnozinou déliteld
prvku §, znacenou M (d). Pokud plati M (§) = M(A) N My, pak se monoid M; nazyva
parabolicky podmonoid monoidu M.

Tvrzeni 3.13 [24] Bud M Garsidiiv monoid a bud A jeho nejmensi Garsidiiv prvek.
Bud' ¢ jednoduchy vyvazeny prvek z M. Je-li My parabolicky podmonoid monoidu M,
pak je My Garsidiiv monoid a é§ je jeho Garsidiiv prvek.
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Definujeme také mnozinu dé-redukovanych prvkia a dokazeme, 7e kazdy jednoduchy
prvek ma jednoznacny rozklad ve formé soucinu délitele prvku ¢ a prvku d-redukovaného.

Definice: Bud M Garsidiiv monoid a bud A jeho nejmensi Garsidiv prvek. Bud Mj
parabolicky podmonoid monoidu M. Rekneme, 7e prvek a z M (A) je 6-redukovanyj, pokud
plati @ A § = 1. Mnozina viech §-redukovanych prvki se znaéi M?. Oznacime ds nejvétsi
prvek MY, pokud takovy prvek existuje.

Lemma 3.14 Bud M Garsidiiv monoid a bud’ A jeho nejmensi Garsidiiv prvek. Bud My
parabolicky podmonoid monoidu M. Pak se kazdy prvek a z M(A) zapiSe jednoznacné
jako soucin prvku z M () a prvku z M?.

DUKAz: Méame rozklad a = (a A 6)((a A §)\a). Chceme dokézat, Ze se jednd o hledany
rozklad a 7e je jednoznaény. Bud b prvek A ((aAd)\a). Prvek (aAd)b je prvkem Ms, ktery
je jednoduchy v M. Takze podle definice parabolického podmonoidu je levym délitelem
prvku 4. Tento prvek je také levym délitelem prvku a, a tak plati (a A 0)b < a A 4,
coz davd b = 1. Takze prvek (a A §)\a je d-redukovany. M&jme nyni rozklad a = a’a”
sa v M(§) aa" v M° Ponévadz je a' levym délitelem jak prvku a a, tak i prvku 4,
plati @’ < (a A ). Oznacme c prvek a'\(a A J). Prvek a”, ktery je roven c(a A d)\a, je J-
redukovany, a tak plati @’ A = 1. Ale mame ¢ < (¢(a A d)\a) A0 a z toho plyne ¢ = 1.

Takze rozklad a = (a A §)((a A 6)\a) je jediny. ]

Definice: Bud M Garsidiiv monoid a bud A jeho nejmensi Garsidiv prvek. Bud Mj
parabolicky podmonoid monoidu M. Definujeme zobrazeni as z M(A) do M(4) a ws
7 M(A) do M? jako as(a) = aAd a ws(a) = (a A d)\a pro kazdé a z M(A).

Piiklad 3.15 Bud M Artinovsky monoid sférického typu, bud A jeho nejmensi Garsidav
prvek. Bud X podmnoZina mnoZiny atomt monoidu M a § levy NSN mnoziny X. Pak
je Ms parabolicky podmonoid monoidu M. Svaz délitelnosti na mnoziné M (A) odpovida
svazu slabého uspofadani na prislusné Coxeterové grupé. Rozklad a = as(a)ws(a) odpo-
vida rozkladu g = «a;(g)ws(g), kde g je obraz a a J je obraz mmnoziny X v kanonické
projekci.

Lemma 3.14 zavadi rozklad kaZdého jednoduchého prvku. Ale tento rozklad neni
obecné bijekei: nemtizeme obecné védét, zda soucin prvku z M (d) a prvku z M° padne
do mnoziny M (A). Napiiklad v monoidu pfedstaveném na obrazku 3.6 je podmonoid
generovany prvkem a parabolicky. Prvek c je a-redukovany, ale prvek ac neni jednoduchy.

Predstavime nyni postacujici podminku pro to, aby zobrazeni a; a ws dévala bijekci
mezi M(A) a M(§) x M%. V tomto p¥ipadé tento rozklad umoziuje pouzit semidirektni
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soucin. P¥ipomindme, 7e dj je nejvétsi prvek mnoziny M?, pokud takovy prvek existuje.

Tvrzeni 3.16 Bud M Garsidiiv monoid a bud' A jeho nejmensi Garsidiiv prvek. Bud M
parabolicky podmonoid monoidu M. Pak je zobrazeni a — («a;s(a),ws(a)) bijekci z mno-
#iny M(A) na mnozinu M(8§) x M? pravé tehdy, kdy# prvek ds existuje a plati A = §dj.
Navic, pokud je tato podminka splnéna, pak je zobrazeni as epimorfismus ze svazu M (A)
na svaz M.

DUKAzZ: Predpokladejme nejdiiv, 7e a — (as(a),ws(a)) je bijekce. Pak je zobrazeni ws
bijekci mezi intervalem [§, A] a mnozinou M?. Navic, zobrazeni w; z(iZené na tento interval
je sluditelné s usporadanim: relace 6b < dc je ekvivalentni relaci b < ¢, diky levému kraceni.
Prvek A je nejvétsi prvek intervalu [6, A], a tak se zobrazuje na nejvétsi prvek mnoziny M9
a mame A = dds.

Predpoklddejme nyni, Ze prvek ds existuje a Ze plati A = dds. Pak kazdy prvek ve
tvaru ads s a v M(9) je pravym délitelem prvku A, a tak i levym délitelem prvku A.
Kazdy prvek ve tvaru ab s a v M(§) a b v M? je levym délitelem prvku ads, a tak
i levym délitelem Garsidova prvku A. TakZe zobrazeni a — («as(a),ws(a)) je surjektivni.
Injektivita tohoto zobrazeni je dokdzana v lemmatu 3.14.

Dokazeme ted, Ze je zobrazeni as epimorfismus svazli. Surjektivita je evidentni a slu-
¢itelnost s prisekem se dostane okamzité: plati as(a Ab) = (a ADAS) = (aAI)A(DAS) =
as(a) A as(b). Takze staci dokdzat slucitelnost se spojenim.

DokaZme nejdiive ds < bds pro kazdé b v M(§). At je ¢ prvek spliujici ¢b = 4.
Prvek cds je soucinem prvku z M () a prvku z M9, a tak to je levy délitel prvku A.
Plati eds((eds)\A) = A = cbds a miZzeme zkratit prvek c. Dostaneme ds((cds)\A) = bd;s
a prvek ds je levym délitelem prvku bdy.

Dokazme poté, 7e relace b < b’ je ekvivalentni relaci bds < b'ds. Piedpokladejme b < b'.
Bud b" prvek splhujici bb"” = b'. Dokazali jsme, 7e prvek ds je levy délitel prvku b"dg,
a tak existuje prvek c spliujici b'ds = dsc. Nyni plati b'ds = bb"ds = bdsc, a tak je bds
levym délitelem prvku b'ds. Pfedpokladejme nyni bds < b'ds. Aplikujeme operaci priiseku
s d na tuto nerovnost, a dostaneme b < b'.

Dokéazeme nakonec, 7e a; je slucitelné se spojenim. Po kazdé a,b v M(A) plati a =
as(@)ws(a) < asla)ds < (as(a) V as(b))dx. Stejné tak plati b < (as(a) V as(b))dx,
ato davd a Vb % (as(a) V as(b))dx. Aplikujeme operaci priseku s ¢ na tuto nerovnost
a dostaneme a(a V b) < as(a) V as(b). Na druhou stranu vezméme idempotenéni zdkon
aA(aVb) = a. Prosekneme tuto rovnost prvkem § a dostaneme as(a) Aas(aVb) = as(a).
Takze plati as(a) < as(aVvb) a stejné tak plati as(b) < as(aVvd). Takze plati as(a)Vas(b) <
as(aVb) ato dava as(a) vV as(b) = as(aVb). Takze zobrazeni ay je slucitelné se spojenim
a jedna se o homomorfismus. [
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Otazka 3.17 Existuje Garsidiv monoid M s nejmensim Garsidovym prvkem A a M;
parabolickym podmonoidem M takovy, Ze ds existuje, ale neplati dds = A?

Véta 3.18 Bud M Garsidiiv monoid a bud A jeho nejmensi Garsidiiv prvek. Bud My
parabolicky podmonoid monoidu M. Predpokladejme, Ze ds existuje a Ze plati A = dd.
Pak je mnozina M? svazem a svaz M (A) je izomorfni semidirektnimu soucinu svazii M (§)
a M?.

DUKAzZ: Podle tvrzeni 3.16, je zobrazeni as homomorfismus svazii a kazda tiida ekviva-
lence vzhledem k homomofismu a; je v bijekei s mnozinou M?9. Speciilné mnozina M?®
tvoii tiidu ekvivalence, a tak M9 je podsvaz. Ozna¢me Na,b zObrazeni ¢ — bws(c) z mno-
7iny aM?® do bM? pro viechna a a b v M(A). Zobrazeni 1,4 je bijekci mezi mnoZinami
8 § , , ‘oz ML A I . ,
aM?’ a bM°. Navic zobrazeni 7, zachovavd usporddani: vztah ac < ac’ je ekvivalentni
vztahu ¢ 5 ¢ a to je ekvivalentni vztahu be 5 be' pro viechna ¢, ¢’ v M9. Takze 1, je
izomorfismus svazii a tvrzeni 1.9 dava, ze M (A) je semidirektni soucin svazii M (§) a M°.
]

Vidime, ze tfidy ekvivalence zobrazeni a4 jsou izomorfni nejen jako svazy, ale i jako
podgrafy Cayleyova grafu: kdyz méme hranu z prvku ab do prvku abz, pro a v. M (4), b
v M? a x atom, pak tato hrana je ozna¢ena atomem z. Stejné tak je i hrana z a’b do a'bx
oznatena atomem z pro kazdé a’ v M (9).

Kazdy Artinovsky monoid sférického typu je prikladem Garsidova monoidu spliujiciho
podminky véty 3.18. V tomto pfipadé je ale svaz délitelnosti jednoduchych prvki izomorfni
svazu slabého usporadani v prislusné Coxeterové grupé a tento rozklad ndm uz je znam.
Nicméné existuji dalsi priklady Garsidovych monoidi na které se da pouzit véta 3.18.

Piiklad 3.19 UvaZujme monoid M dany prezentaci (z,y; xyz = y?). Tento monoid je
Garsidiiv a jeho nejmensi Garsidtv prvek je y3 (viz [14]). Jednoduché prvky jsou 1, z,
v, 2y, ¥2, yz, yry a y°. Podmonoid generovany prvkem z je parabolicky podmonoid
monoidu M a z-redukované prvky jsou 1, y, yz a yxy. Ponévadz prvek z - yzy je Garsidiv
prvek monoidu M, charakteristicky graf je semidirektni soudin svazi M (z) a M?* (viz
obrézek 3.7). V&imnéme si té7, 7ze podmonoid generovany prvek y neni parabolicky, a tak
nemutzeme najit strukturu semidirektniho sou¢inu vzhledem k vyvazenému prvku y.

M. Picantin zavedl ve své dizerta¢ni praci [42] pojem kiiZového soucinu Garsidovych
monoidi, ktery umoznuje sestrojovat uréité Garsidovy monoidy z mensich Garsidovych
monoidi. Dokazeme zde, Ze charakteristické grafy monoida sestrojenych touto konstrukci
jsou semidirektni souciny.

Definice [42]: Necht jsou My, ..., M, Garsidovy monoidy. Bud i mnozina atomi mo-
noidu M; pro i mezi 1 a n. Systém funkci spliujici rezidudlni identity je definovan jako
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e )

Obrazek 3.7: Charakteristicky graf monoidu (z,y; zyz = y?). Sedé hrany
vyznacuji x a Sedé vyznacuji y.

systém O funkef ©;; : M; x Mj — M; pro1 <1 # j < n takovy, Ze pro kazdé a v M; je
restrikce ©;;(a, -) zobrazeni ©;; na {a} x M; je bijekce mnoziny M;, a spliujici

@ij((lb,(f) = 67](17, @,jj((l,(!)), (35)
@,jj((l,cd) = @,jj((l,(f)@,jj(@ji(ﬁ,(l),d), .
0k (045(a,¢), Oix(a,e)) = Oi(0i(c, a), Ok (c.€)), (3.7)

pro a,b v M;, c,dv Mj,ev My al <i#j#k#i< n KriZovy soucin M?Mi je
definovan jako faktor volného soudinu monoidi M; pres kongruenci generovanou vsemi
dvojicemi (z0;;(z,y),y0,i(y,z)) sz v A;, y v Ajal <i<j< n Pron =2 znafime
kifzovy soucin My g M.

Vidime, 7e definice kfiZového soucinu nezalezi na usporadani monoidu My, ..., M,.
Nasledujici dva vysledky jsou dokézany v [42].

Lemma 3.20 [42] Necht jsou My,..., M, Garsidovy monoidy. Bud 6 systém funkci
spliujici rezidualni identity. Pak:

(i) Plati ||©;j(a,b)|| = ||b|| pro kazdé i, j mezi 1 an a kazdé a z M; a b z M;.

(#4) Pro kazdé i mezi 1 a n zobrazeni a — a je vnofenim monoidu M; do M?Mi.

(141) Zobrazeni (ai,...,a,) — a1 - - - a, je bijekce mezi mnozinami My x M,, a M?Mi.

Tvrzeni 3.21 [42] Necht jsou My, ..., M,, Garsidovy monoidy. Pak pro kazdy systém 9]
funkci spliujicich rezidualni identity je monoid M?Mi Garsidovym monoidem. Jednodu-
ché prvky monoidu M?Mi jsou souciny jednoduchych prvki monoidi My, ..., M, a svaz
jednoduchych prvkii monoidu M?Mi je izomorfni direktnimu soucinu svazii jednoduchych
prvkid monoidii M, ..., M,.

Uvazujme pripad kiizového souc¢inu dvou monoidi. Tvrzeni 3.21 fik4, ze svaz jedno-
duchych prvkd monoidu My g My je izomorfni direktnimu souc¢inu svazi jednoduchych
prvkt monoida My a Ms. Obecné ale tento svaz neni roven direktnimu soucinu svazi jed-
noduchych prvk monoidi M; a M, coz znadi, Zze neni pravda, ze by kazdy jednoduchy
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prvek monoidu M; <5 Ms, ktery se piSe ab s a jednoduchym v M; a b jednoduchym
v M, splhoval ab = ba. A to je duvod pro¢ zde uvazovat konstrukci semidirektniho
soucinu: graf, ktery se dostane z Hasseova diagramu semidirektniho soucinu svazi jedno-
duchych prvk monoidd M; a Ms po oznacdeni hran generatory je charakteristicky graf
monoidu My g Ms.

Tvrzeni 3.22 Necht jsou My, My Garsidovy monoidy. Bud 8] systém funkci spliujici
rezidudlni identity. Ozna¢me A; nejmensi Garsidiiv prvek monoidu M; pro i = 1,2
a oznacme M monoid My g Ms. Pak je svaz jednoduchych prvkii monoidu My g Mo
roven semidirektnimu soucinu M (A1) x¥ M(A,), kde zobrazeni ¢ je definovdno jako
©Ya,az(b) = ©12(z,b) pro kazdé a v M (Ay), kazdé b v M(A,) a kazdé x atom v M. Spe-
cidlné je hrana z ab do ax©12(x,b) v charakteristickém grafu oznadena atomem @ (b, x).

DUKAZ: Podle tvrzeni 3.21, je nejmensi Garsidiv prvek monoidu M prvek A;A,. Podle
lemmatu 3.20 se prvky monoidu M; nikdy nepisi jako souciny prvki z M; a z M,. Takze
kazdy prvek monoidu M, ktery je jednoduchy v M je také jednoduchy v M; a pod-
monoid M; je parabolicky v M. JelikoZ je svaz déliteld prvku A; Ay izomorfni sou¢inu
svazll jednoduchych prvkia v M; a v My, kazdy jednoduchy prvek a s a A A; = 1 je
nutné délitelem A,. Takze prvek Ay je nejvétsi prvek mnoziny M2 a viechny podminky
véty 3.18 jsou splnény. Takze svaz jednoduchych prvkd monoidu M je semidirektnim
soutinem M (A;) x¥ M(As). Podle definice kiizového soucinu plati relace az®q2(x, b) =
abB®y (b, x) pro kazdé a v My, b v My a x atom v M;. Podle lemmatu 3.20 (i) je pr-
vek @y (b, x) atom, a tak prvek ab® (b, z) je bezprostfednim naslednikem prvku ab. Navic,
prvek ab neni pravym nasobkem prvku ax, ponévadz x nalezi do M; a b nalezi do M.
Takze plati abV axz = axO12(x,b) a tvar zobrazeni ¢, ., vyplyva z relace (1.4). Podle
lemmatu 1.15 je zobrazeni ¢ urc¢eno zobrazenimi ¢, ,,, protoze prvek ax je bezprostfedni
naslednik prvku a. u

Priklad 3.23 Bud M; monoid s prezentaci (z; ) a bud M, monoid s prezentaci (y, z; zy =
yz) (jinak feceno, M; je volny komutativni monoid o i generdtorech). Tyto monoidy jsou
Garsidovy a jejich nejmensi Garsidovy prvky jsou A; = = a Ay = yz. Bud * onen
netrivialni automorfismus M, tj. homomorfismus z Ms na Ms definovany jako y* = z
a z* = y. Definujeme systém O funkei splhujicich reziduélni identity nasledovné:

©12(a, b) = b*, prokazdé a v My a b v M,
©21(b,a) = a, pro kazdé a v My a b v Ms.
Kiizovy soucin My g Mz, oznaceny M, je monoid s prezentaci
M= (z,y,2; yz = 2y, xy = zx, x2 = Yx). (3.8)

Nejmensi Garsidiv prvek monoidu M je soucin Garsidovych prvkid monoidid M; a M,
tj. prvek xyz. PonévadZ kiiZzovy soucin nezdlezi na poradi monoidd M; a M,, charakte-
risticky graf monoidu M je jak semidirektni souéin M (A;) X M(A,), tak i semidirektni
soucin M(As) x M(Ay) (viz obrézek 3.8).
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\o/?

RO _XX

M(Aq) M(A») M(A1)X M(Az) M (A2)X M (A1)

X

Obrazek 3.8: Semidirektni soudiny charakteristickych grafii monoidd z pfii-
kladu 3.23 dévaji charakteristicky graf monoidu s prezentaci (3.8). P¥eruso-
vané hrany vyznacuji x, Sedé vyznacuji y a ¢erné vyznacuji z.
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Kapitola 4

Identity LD, |, LI a jejich expanze

Tato kapitola je vénovana identitdm levé samodistributivity, idempotence a levé pseu-
doidempotence. Definujeme expanze termu ¢ jako jisté termy ekvivalentni termu ¢ vétsi
délky ne7 t a dokdzeme, 7e expanze tvori konfluentni systém. Pak definujeme fezy termu ¢
a budeme studovat, jaké termy se dostanou jako fezy expanzi termu ¢. To ndm umozni
najit normalni formu termu ¢, kdyz je ¢t fezem jiného termu #,.

V sekci 1 se definuji expanze termu a dokaZe se konfluence. V sekci 2 se divame na
termy jako na stromy a zavedeme definice, které prichazeji s timto pohledem. V sekci 3
definujeme Fezy termu a doddme charakterizaci fezti expanzi. V sekci 4 definujeme ty-0-
normalni formu.

4.1 Konfluence expanzi

V této sekci pracujeme s bindrnimi termy, coz znaci s termy o jedné bindrni operaci
znacené -. Tato operace nemd byt asociativni, a tak musime pouzivat zavorky, abychom
rozlisili poradi nasobeni. Nicméné je obcas prijemnéjsi nepsat prili§ zavorek, v tom pripadé
piSeme z -y - z namisto x - (y - z). UvaZujeme zde t¥i identity:

4.1)
Idempotence 1 T-T =@, (4.2)
4.3

)

Rikédme obvykle ,leva distributivita“ namisto leva samodistributivita a fikdme ,leva idem-
potence“ namisto levd pseudoidempotence. Vidime, ze leva idempotence je slabsi verzi

Leva samodistributivita LD x-(y-2)=(x-y) (z-y), (

Levé pseudoidempotence — LI (z-2)-y=x-y. (
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idempotence. Znacime LDI dvojici identit LD+I a LDLI dvojici identit LD+LI.

V této sekci zavedeme pojem expanze termu a dokézeme, ze expanze tvori konfluentni
systém, coZ znamena, ze dvé libovolné expanze maji vzdy spole¢nou expanzi. Zvolime ted
pevné mnozinu proménnych X. Ozna¢ime T'x mnozinu termi, jejichz proménné jsou v X.

Definice: Budte ¢,t' dva termy z T'x.

(i) Rekneme, 7e t' je zdkladni LD-expanzi termu t, jestlize se dostane z ¢ nahrazenim
podtermu t - (t9 - t3) termem (1 - o) - (¢1 - t3).

(ii) Rekneme, Ze t' je zdkladni I-expanzi termu t, jestlize se dostane z ¢ nahrazenim
podtermu ¢; termem ¢t - ¢;.

(iii) Rekneme, 7e t' je zdkladni LI-ezpanzi termu t, jestlize se dostane 7 t nahrazenim
podtermu #; - to termem (t; - t1) - to.

(iv) Rekneme, 7e t' je zdkladni LDI-expanzi termu t, jestlize je ¢ zakladni LD-expanze
termu ¢ nebo zdkladni I-expanze termu ¢.

(v) Rekneme, 7Ze t' je zdkladni LDLI-expanzi termu t, jestlize je #' zakladni LD-expanze
termu ¢ nebo zdkladni LI-expanze termu ¢.

V nésledujicim textu predpokladame, 7e je XX jeden ze systémi identit LD, I, LI, LDI,
LDLI. Ozna¢ime =, nejmensi kongruenci na mnoziné T'x generovanou identitami X(. Podle
definice, je-li term #' zdkladni x-expanzi termu #, pak jsou termy ¢ a ' x-ekvivalentni, t].
méme t =, t'. Opa¢na implikace je vyjadiena v nasledujicim lemmatu, které je jednodu-
ché:

Lemma 4.1 Budtet,t' dva termu v Tx. Pak jsou termy t a t' X-ekvivalentni tehdy a jen
tehdy, pokud existuje posloupnost termii t = tg,t1,...,t, = t' takovad, Ze pro kazdé i
mezi 1 a k, je budto t; zdkladni X-expanze termu t; 1, anebo t;_; je zdkladni X-expanze
termu t;.

, s s Y a2 o v L v ’ o
Nésledujici tvrzeni tikd, 7e mlzeme vypustit index X 7 oznaceni relace =y:

Tvrzeni 4.2 Necht je X podmnozinou X', Pak je pro dva libovolné termy t,t' z Tx
relace t = t' ekvivalentni relaci t = t'.

DUKAzZ: Necht ¢ a ¢’ nalezi do Tx a mé&me t =, t'. Podle lemmatu 4.1 existuje posloup-
nost t = tg,t1,...,t, = t' takovd, ze sousedni termy jsou zdkladni -expanze jeden dru-

hého. Ponévad?z X-expanze zachovavaji mnozinu proménnych, které se objevuji v termech,
viechny termy #; pro i < k, nalezi do Tx. Opét podle lemmatu 4.1 dostaneme t =, ¢'. m

Iterujeme pojem expanze, abychom dostali, ze zdkladni T-expanze je 1-X-expanzi.
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Definice: Rekneme, 7e term t' je k-I-expanzi termu ¢, pokud existuje posloupnost
t = tg,t1,...,t, = t' takovd, 7e t; je zdkladni X-expanzi termu ¢; 1 pro kazdé i mezi 1
a k. Rekneme, 7e t' je -expanzi termu t (oznaceni t = #'), pokud existuje k takové, ze ¢/
je k-x-expanzi termu t.

Nésledujici lemma je jednoduché:

Lemma 4.3 Necht je term t) k;--expanze termu t; pro i = 1,2. Pak je term t) - t}
(k1 + ko)-"-expanzi termu ty - to.

Stejné jako v [12] zavedeme operaci iterované levé distribuce:

Definice (stejnomérna distribuce [12]): Budte to, ¢ dva termy. Term ¢ *t je definovan
induktivné:

(4.4)

P to -t pokud je t proménna,
T T Y (o xth) - (fo xta) prot =ty -t

Lze dokazat indukci, 7e se term tg x t dostane z termu ¢ pomoci substituce x — tg - x.

Lemma 4.4 [12]
i) Pro dva termy tg,t je term to x t LD-expanzi termu tq - t.
i) Necht je t' H-expanze termu t. Pak je pro kazdé to term tq - t' X-expanzi termu t - t.

(i
(i
(iii) Predpoklidejme ty — t}. Pak pro kazdé t plati (to * t) — (t} *t).
(iv) Predpokladejme to — tly. Pak pro kazdé t plati (to * t) — (t} * t).
( LDLI LDLI

(

v) Predpokladejme to — t{,. Pak pro kazdé t plati (to x t) — (t{, * ).
vi) Pro kazdé to, t1,ty plati (to * (t1 *t3)) — ((to *t1) * (to * t2)).

Dukaz: Body (i), (i#i) a (vi) jsou dokdzany v [12], takZze dokdZeme jen body (i), (iv)
a (v).

Zacnéme bodem (7). Staci udélat diikaz jen kdy7 je term ¢’ zdkladni X-expanzi termu ¢.
Piedpokladejme nejdiiv, ze z #' =t - t plyne t — t'. Plati to % t' = (to % t) - (to * t), coz je
I-expanze termu tg * t.

Nésledné predpokladejme t = t1 -ty at' = (t1-t1)-t2, coZ je specidlni pFipad LI-expanze.
Pak mame tg xt' = ((tg*t1)- (to xt1)) - (to x t2), coZ je LI-expanze termu (tg *t1) - (tq * t2).

Ted predpokladejme t =ty - (t3 - t4) a t' = (t1 - t3) - (t1 - t4). Plati
toxt = (to*t1) - ((to *t3) - (to ¥ ta)) —> ((to % t1) - (to *t3)) - ((to % t1) - (tg % t4)) = to % t'.

Ostatni pfipady se dokaz{ indukci podle t. Necht je t' zdkladni X-expanzi termu ¢,
odlisnou od uz uvazovanych expanzi. Je-li ¢ proménnd, pak vysledek plati, protoze zadna
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jind zdkladni expanze neni mozna. Necht je tedy ¢ = t; - t2 a necht se ¢’ dostane 7z ¢
nahrazenim podtermu s termu ¢ termem s’. Pokud je s podterm #;, pak se term t' napiSe
jako t} - t3 pro tj X-expanzi termu ;. Podle indukéniho pfedpokladu je ¢ * £} X-expanze
termu tg * £; a nalezneme

toxt = (tgxt1)- (to*ta) = (to xt)) - (to % ta) = to * 1.

Pripad, kdy je s podterm termu ts je podobny a pripad s = ¢ uz byl feSen na zacatku
dikazu.

Nakonec uvazujme bod (iv), ktery se dokaze indukei podle ¢. Je-1i ¢ proménnd, plati ¢{ %
t = t(-t, coz je, podle lemmatu 4.3, LDI-expanze termu to-t. Pfedpokladejme nyni ¢ = #; .

Podle indukéniho predpokladu je term #f * t; LDI-expanze termu to % ¢; pro i = 1,2.
LDI

Vyvodime z toho podle lemmatu 4.3 to*t = (tg*t1)- (to *ta) — (tg*t1) - (ty *xta) = ot
a to je to, co jsme chtéli dokazat. Diikaz bodu (v) je podobny. ]

Nyni zavedeme operatory dilatace. Dokdzeme pozdéji, 7ze tyto operatory hraji roli
jakychsi ,hornich mezi“ pro vSechny mozné zakladni expanze termu.

Definice (operatory 0 [12]): Nechf je ¢ term. Definujeme termy Oipt, Oyt a Orpnit
induktivné:

t okud je t proménna,

Bunt = porud et p ’ (4.5)
Oty * Opty  prot =ty -1y,
t-t pokud je ¢ proménna,

Ot = (4.6)
Ounit1 * Oipita pro t =ty - ta,
t pokud je t proménna,

Dot = ) (4.7)
Ounit1 * Ouputa prot =ty - ta.

Ptiklad 4.5 Mé&jme term ¢ = x - (y - z). SpoCitdme konkrétné termy 0.t. Ponévadz je
definice induktivni, vypoc¢itame nejdiive 0 podterma termu ¢. Mame 0.,z = x, 0.,y = v,
Onz=za0pyz=y*z=y- -z atak mdme Ot =x*(y-2) = (z-y) - (z-z). Pro LDI
méme Ot = z-x, Oy = Y-y, Oz = 2.2 2 0pyz = (y-y)*(2-2) = ((y-y)-2)-(y-y) - 2)-
TakZze mame Oyt = (- 2) *x ((y-y)-2)- (y-y) -2) =

(((@-2)-y) - (z-2)-y)- ((z-2)-2) - (2 -2)-y) - ((@-2)-y) - (- 2) - 2)).

Nakonec pro LDLI mame Opyz = 2z a Opuyz = (y-y) x2 = ((y - y) - z), a tak mame
Ot =(z-2)x((y-y)2)=(((z-2)-y) - (z-2)-y)) ((z-2) 2).

V [12] se dokazuje, 7e Opt je LD-expanze vSech mornych zdkladnich LD-expanzi
termu ¢. V [38] Larue dokazal, Ze Op;t je LDI-expanze vSech moznych zdkladnich LDI-
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expanzi termu ¢. Analogicky dokazeme, 7e Ot je LDLI-expanze vSech moznych zaklad-
nich LDLI-expanzi termu t. Za¢neme souvislosti mezi 0,nt, Oyt a Oipiit.

Lemma 4.6 [38] (i) Pro term t plati Ot = Oypist - Orpst.
(i1) Pro term t plati Oipt Y Biput = Oipyt.

DUKAZ: (i) Vysledek dokézeme indukci podle ¢. Ve je ziejmé, kdy% je t proménné. Necht
]P t= tl . t2. Plati

Ot = Oupitr * Oupita = Oipity * (aLDLItQ : aLDLItQ) =
= (aLDItl * 6LDLIt2) : (6LDIt1 * aLDLItQ) = Owput - Orpuit.

LDLI

(i1) Relace Oyt — Oupit vyplyvé z (i). Dokazeme dypt —= dypuit indukei podle ¢. Kdyz
LDLI

je t proménnd, tak to plati, uvazujme tedy t = #; - to. Pak plati dpt = Oipty * Optas —
Ounit1 * Oput = Orput. u

Definice: Pro kazdy term ¢ definujeme lg(t) nasledovné:

1 kdyz je t proménna,
lg(t) = _ (4.8)
lg(fl) + lg(fg) +1 pro t= tl . t2.

Cislo 1g(t) oznacuje pocet proménnych plus pocet znamének -, ktera se objevuji v termu ¢.

Lemma 4.7 Pro kazdy term t plati nerovnosti
1g(0upt) < lg(Drput) < 280 — 1 a 1g(Oupit) < 28+ 1. (4.9)
DUKAZ: ZapiSme nejdiiv nasledujici rovnost, kterd je dokdzana v [12]:
lg(to xt) = (Ig(to) + 3)(Ig(t) + 1)/2 — 1.

Nyni dokdzeme odhad pro d;pt indukei podle ¢t. Odhad je spravny, kdyZz je ¢t proménna.
Necht je t = t1 - t5. Dostaneme

lg(Oimt) = 1g(Oimt1 * Oimit2) = (1g(Oumt1) + 3)(1g(Ormt2) + 1)/2 -1
< (28 +E 1 pg)(2lelta) g 4 1)/2 -1
— 9la(t)+lg(i2)+1 4 olg(t2)+1 _
< 2lslt)He(t2)+2 _ q — gle(t)+1 _ 1

Podle lemmatu 4.6 plati 1g(0imt) = 21g(0iput) + 1. A nerovnost 1g(dint) < 1g(Oinuit) je
evidentni. [ ]

Odsud a7 do konce sekce oznacuje symbol X jeden ze systému identit LD, LDI nebo
LDLI.
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Lemma 4.8 Pro kazdy term t plati t = 0.t

DUKAZ: Vysledek t =5 8yt je dokdzan v [12]. Pak uvazujme piipad dyput, ktery dokézeme
indukci podle t. Vysledek plati, kdyz je t proménnd. Necht je t = 1 -to. Plati Opyt = Oipity *
Oiputa. Podle indukéniho predpokladu je term 8,61 LDLI-expanzi termu £, a term 0, p,,to
je LDLI-expanzi termu to, coz podle lemmatu 4.4 implikuje

LDLI LDLI LDLI

tl 't2 — (tl : tl) 't2 — (aLDLItl 'aLDLItl) : 6LDLIt2 — 6LDIt1 * 6LDLIt2'

Nakonec uvazujme ptipad O;pt. Podle lemmatu 4.6, pokud je d;pyt LDLI-expanzi termu ¢,
pak je O;pit LDI-expanzi termu ¢. [

Nyni dokazeme, 7e term Ot je spole¢nou expanzi vSech zdkladnich expanzi termu ¢.

Tvrzeni 4.9 Budte t,t' dva termy. Pokud je t' zdkladni n-expanze termu t, pak je Ot
X-expanze termu t'.

DUKAZ: (i) Vysledek t' = 8,,t je dokazan v [12].

(#4) Dokézeme t' 22 Biput indukei podle . Vysledek je okamzity pro ¢t proménnou.
Predpoklddejme t = t; - 5 a Ze se term t' dostane z ¢ nahrazenim podtermu s termem s'.
Je-li s podterm termu 1, pak mame t' = ¢} - to néjaky term ¢j. Ponévadz je term ¢}
zdkladni LDLI-expanze termu t;, dle indukéniho predpokladu vime, Ze je Oypyt; LDLI-

LDLI

expanzi termu #}. Nyni plati ¢} - o — Oipiit1 - Orprta L3 Bipit1 - Opuits — Biput. Piipad,
kdy je s podtermem termu ¢, je podobny.

Zbyvaji dva pripady, a to LI-expanze a LD-expanze v kofeni termu ¢t. Méjme nejdiiv
t' = (t1 - t1) - to. Plati ' == (Bputs - Oupurt1) - Orouts = Ounits - Orputs —= Oipuit. Nyni druhy
piipad, atot =t; - (t3-t4) a t' = (1 -t3) - (t1 - t4). Podle lemmatu 4.8 je term ,,,,t LDLI-
expanzi termu t; * to. Ale tento term je roven termu (¢ x t3) - (t1 * t4), coZ je LD-expanze
termu .

(#ii) Dokazeme nakonec #' 25 9t. Pokud je term # LDLI-expanzi termu ¢, jsme
hotovi, ponévadz Oyt je I-expanze termu Oppyt. Pokud je #' I-expanzi, kterd méni vlastni
podterm termu ¢, stejny argument je mozny jako v p¥ipadé LDLI. Zbyva tedy t' =t - t.

LDLI

Mame t' — Oyput - Orput = Oumt, coZ je potiebny vysledek. ]

Piiklad 4.10 Term J4t neni obecné nejmensi spoleénou X-expanzi vSech zdkladnich x-
expanzi termu . Definujme plny term vysky k& na proménné x jako:

fullp = = full, = fullp_q - fully_; . (4.10)

Uvazujme term ¢t = (z- ) -z - = - z. Je snadné dokazat, 7ze term fullg je LD-expanzi vSech
zékladnich LD-expanzi termu ¢ a 7e term fully je spoleénou LDI-expanzi viech zakladnich
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LDI-expanzi termu t. Presto je term 0,,t vlastni LD-expanzi termu fully a term 9,,,t je
vlastni LDI-expanzi termu fully. P¥iklad pro LDLI je podobny.

Nasledujicim cilem je dokézat, Ze operdtory O rostou vzhledem k expanzim.

Lemma 4.11 Budte t,t' dva termy. Pak t = t' implikuje ..t — Ot'.

DuUkAz: Vysledek pro identitu LD je dokdzan v [12]. Uvazujme piipad LDLI a pfedpokla-
dejme, ze t' je zdkladni LDLI-expanze termu ¢. Pouzijeme indukci podle t. KdyZ je t pro-
ménnad, vysledek je o¢ividny. Predpokladejme tedy t = ¢ - t2. Term ¢ se dostane z termu ¢
nahrazenim termu s termem s'. Je-li s podterm termu t;, pak je term ¢' ve tvaru ¢ - ¢
pro néjaké ¢} . Dle indukéntho pfedpokladu je term O,p;,¢] LDLI-expanzi termu Oy piit1 a to
dava Oput = (aLDLItl : 6LDLIt1) * Opprito "= (aLDLItll 'aLDLItll) % Orputs = Oiput’. Piipad s
podtermu t5 je podobny.

LDLI

Prot' = (tl . tl) ) plati aI.m.lt - (ammtl . 8I.Dl.lt]) * aI.DI.ItQ — (8I.Dlt] * 8I.mt1) * aI.m.ltl -
Owout’. Prot =ty - (tS : t4) at' = (tl : t3) : (tl : t4) plati Oyt = Oty * (6LDIt3 * 6LDLIt4) a
Owput’ = (Oipit1 * Omits) * (Oipit1 * Oiprrta) & mliZeme pouZit lemma 4.4, VSechny piipady
byly vycerpany a to kon¢i ditkaz pro LDLI. Dtkaz pro LDI je podobny tomu pro LDLI. m

Nyni uz muzeme dokazat hlavni vysledek této sekce, kterym je konfluence -expanzi.

Definice: Pro dva termy ¢ a t’ definujeme d,(t,t'), X-vzddlenost mezi t a t', jako nejmensi
podet X-identit, které se musi pouzit, abychom dostali term ¢ z termu ¢. Pokud termy #
a t' nejsou X-ekvivalentni, piSeme d (¢, t') = oco.

Tvrzeni 4.12 Budtet at' dva termy. Predpoklddejme dy(t,t') = k < oc. Pak je term 0%t
M-expanzi termu t'.

DUKAZ: PouZijeme indukci podle k. Vysledek je zfejmy pro k = 0, pfedpokladejme
tedy & > 0. Existuje term t" s dy(¢t,t") = k — 1 a dg(#',¢") = 1. Podle indukéniho
piedpokladu je prvek 0% 't m-expanzi termu #. Mdme nyni dvé moznosti: budto je
zékladni H-expanzi termu ¢/, pak plati ¢’ = t" 2 95—t 5 9%t anebo je t' zakladni
H-expanzi termu ", pak je prvek d;t" H-expanzi termu #', podle lemmatu 4.9. Nésledné,
podle lemmatu 4.11, je term 9% H-expanzi termu 9,#", a tak je i H-expanzi termu ¢'. m

Ponévadz pro kaZdy term t'; ktery je k-H-expanzi termu ¢, mame dy(¢,t') < k, odvo-
dime z toho:
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Diisledek 4.13 Necht je term t' k-X-expanzi termu t. Pak je term 0%t -expanzi termu t'.

Stoji za povsimnuti, Ze pro jakoukoliv dvojici ¢ a t' termt je relace t — ¢ rozhod-
nutelnd. Staéi pouze vy¢islit vSechny H-expanze termu t', které maji kratsi délku nez ¢,
protoze pocet takovychto expanzi je konecny.

4.2 Termy jako stromy

V této pripravné sekci se na termy divame jako na binarni stromy. Zavedeme definice,
které jsou prirozené z pohledu stromt a které usnadnuji praci s termy.

Kazdy term z mnoziny Tx lze ptirozené zobrazit jako bindrni strom, jehoz listy jsou
oznaceny proménnymi z X . Ptiklad vidime na obrazku 4.1.

A T5 Te
Ty
T2 X3

Obrazek 4.1: Strom, ktery reprezentuje term (zq - ((z2 - ®3) - ®4)) - (x5 - 6).

Kazdy podterm s termu ¢t odpovida jedné cesté ve stromu reprezentujicim term ¢ —
cesté z korene termu ¢t do kotene termu s. Tato cesta se da popsat jako posloupnost rozcesti
nalevo a napravo.

Definice: Adresa je kone¢na posloupnost 0 a 1. Prazdna adresa se zna¢i @. Mnozina
vSech adres se znaCi A. Adresa a se nazyva koncovd, jestlize plati a = 1P pro p > 0.

Kdyz piseme adresy, zapisujeme jednoduse jednu éislici vedle druhé; takze 00 a 1011
jsou adresy, které odpovidaji postupné cestdm ,vlevo vlevo“ a ,vpravo vlevo vpravo
vpravo“. Jsou-li @ a B dvé adresy, pak af je adresa, kterd se dostane navazanim adres a
a . Mnozina A s operaci konkatenace je volny monoid na {0, 1}.

Definice: Pro o a § v A fekneme, 7e a je predpona adresy 3, oznaceni a C 3, pokud
plati 8 = a7y pro néjakou adresu 7y z A.

Lemma 4.14 [12] Relace C je ¢dstecné usporadani na A; Adresa & je nejmensi prvek a
pro kazdou adresu « jsou pripony adresy a linearné usporadané relaci C.
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Definice: Pro a, v A fekneme, 7e se a nachazi napravo od  nebo, 7e se [ nachazi
nalevo od «, oznaceni a > 3, pokud existuje adresa -y, kterd spliuje vy1 C a a v0 C S.
Rekneme, 7e a a 3 jsou kolmé, oznadeni a L 3, pokud plati a >,x 8 nebo 8 > a.

Relace > je ¢astecné usporadani na A.

Definice (pfedchazeni): Pro a,f v A piSeme a > (3 tehdy a jen tehdy, plati-li a >
nebo a C §.

Lemma 4.15 [12] Relace < je linedrni uspoiddani na A a & je nejvétsim prvkem v (A, <).
Kazda adresa ve tvaru al ma a jako bezprostredniho naslednika a kazda adresa ve
tvaru a0 je infimem klesajici posloupnosti al, a10, o100, ... .

Definice: Necht je ¢t term. Pro « adresu z A je podterm termu t v «, nebo a-podterm
termu ¢, term sub(t, @), ktery je moZno definovat jako:

t pro a = &,
sub(t,a) = ¢ sub(t;,8) proa=08at =t -ts, (4.11)
sub(ta,8) proa=1Fat =1t -ta.

Priklad 4.16 Méjme term ¢ z obrézku 4.1. Mame napiiklad sub(t, 1) = z5-x6, sub(¢,01) =
(z2 - x3) - ¢4 a sub(t,0110) = z3. V&imnéme si té7, Ze term sub(¢, 000) neni definovan.

Lemma 4.17 [12] Bud' ¢ term a budte a a 8 dvé adresy. Pak plati vztah sub(t,af) =
sub(sub(t,a), 3): budto oba termy existuji a jsou rovny, anebo ani jeden z nich neni
definovan.

Definice: Bud ¢ term. Rekneme, 7e a je adresa v t, pokud podterm sub(t,a) existuje.
V tom piipadé fekneme, 7e a je vnéjsi v t, pokud je sub(t,a) proménna, a je vnitini
jinak. Kostra termu ¢ je definovdna jako mnozina Skel(t) vSech adres v ¢; obrys termu ¢ je
definovan jako mnozina Out(t) v8ech vnéjsich adres v t.

Piiklad 4.18 Bud t term z obrazku 4.1. Pak kostra termu ¢ sestava z 11 adres, a to
00, 0100, 0101, 010, 011, 01, 0, 10, 11, 1 a &, uspotfddanych usporddanim <. Mezi nimi
jsou adresy 11, 10, 011, 0101, 0100 a 00 v obrysu termu t. Tyto adresy jsou usporadany
usporadanim > ;.

Definice: Necht je @ adresa B mnozina adres. Definujeme sh, (B) jako mnoZinu {ag; 8 €
B}.
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Lemma 4.19 [12] Pro term t rovny t, - to plati

Skel(t) = {&} Ushg(Skel(t1)) U shy (Skel(t2)), (4.12)
Out(t) = sho(Out(t;)) U shy (Out(ta)). (4.13)

Lemma 4.20 [12] Necht je t term. Pak adresa « nélezi do kostry termu t, tehdy a jen
tehdy, pokud existuje adresa [ takova, 7e a8 naleZi do obrysu termu t.

Oznaceni: Bud ¢ term a bud a 7z Skel(t). Pak existuji jednoznacné ¢isla p a ¢ takové,
ze a0P a @19 nélezi do obrysu ¢. Nehrozi-li zAména piseme a0* a 1* misto téchto adres,
abychom nemuseli zavadét ¢isla p a q.

4.3 Rezy termu

Cilem této sekce je dat kritérium, které umozni dokazat, 7e dva termy nejsou LDI-
nebo LDLI-ekvivalentni. Prozatim existuji dvé hlavni syntaktické metody pro dokézani,
ze dva termy t a t' nejsou LDI-ekvivalentni:

- sledovat proménné: termy t a t' jsou LDI-ekvivalentni pouze pokud maji stejné mnoziny
proménnych, stejnou nejlevéjsi proménnou a stejnou nejpravéjsi proménnou;
- zavést vadhu: zvolime ¢islo p mezi 0 a 1 a ¢isla w,, pro kazdou proménnou z a definujeme
vahu termu s jako

w(s) = {wz pro s = x, proménnou, (4.14)

p-w(s1)+ (1 —p) w(s2) pros=s;-sa.

Snadno se dokéze, 7e dva termy ¢ a ¢’ jsou LDI-ekvivalentni pouze pokud plati w(t) = w(t')
pro jakoukoliv vdhu w: evidentné plati w(t1) = w(ty -t1) a w(ty -to-t3) = w((t1-t2) - (t1-13))
a zbytek plyne z indukce.

Sestrojime nyni nové kritérium. Definujeme zde iterované levé podtermy termu a fezy
termu a dokazeme, 7e se jednd, modulo X-ekvivalence, o stejny pojem. Poté dame jejich
jinou charakterizaci, a ta umozni v konkrétnich pripadech dokazat, ze term ¢ nemtize byt
podterm termu #'. Symbol X oznacuje znovu néktery ze systému identit LD, LDI ¢ LDLI.

Definice (iterovany levy podterm): Pro dva termy ¢; a ¢y piSeme ¢; C to, pokud
plati #; = sub(t1,0?) pro néjaké p > 0. Ozna¢ime t; C to stejnou relaci s p > 0. Pi-
Seme t; T, to, pokud existuji termy t; aty s t| =t, t) =ty a t) Ct).

Je evidentni, Ze relace C a C jsou tranzitivni. Totéz plati pro Cy, protoze z relaci t Ty t'

at' Ty t" vyplyvd existence termi si,...,s, a s1,...,s), splijicich ¢’ = (- (t-s)-
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52)---)-spat”é(---(t’-s’l)-sg)---)-s;,.Tak%eplati

- (---(---(t-31)-52)-'-)'%)'-9'1)'-912)"')'-‘5;/
a vidime t Cy, t".
Relace C;p je ¢asteéné usporadani, tzn., plati ¢ty Ty to a zaroven to Cip o tehdy
a jen tehdy, mame-li t = to (viz [12]). Tento vysledek neplati pro C;p a Cipyp: plati
vz LDI
napifklad z -y © (2 -y) -2 C ((z-y) -2) - (z-y)-y)az-y = ((z-y)-2) (z-y)-y).
Ale termy z -y a (x - y) -  nejsou LDI-ekvivalentni, protoZe identity LD a I zachovavaji
nejpravéjsi proménnou. TakZe plati z -y Cipy (z-y) -z a (z-y) - @ Coy 2 - y, plestoze plati
LDI
Ty #(z-y) =
Dobrou vlastnosti iterovanych podtermt je, 7e jsou zachovavany, az na X-expanze,
-expanzemi:

Tvrzeni 4.21 Budte t a t' dva termy. Necht je term t' k-O-expanzi termu t a necht
je sub(t,0P) definovdan. Pak existuji p' a k' s p' > p a k' < k takové, Ze sub(t',07)
je k'--expanze termu sub(t, 0P).

DUKAZ: Mizeme piedpoklddat, Ze term ¢’ je zdkladni x-expanzi termu t. Vysledek do-
kézeme indukci podle t. Kdyz je t proménnd, vysledek plati. Predpokladejme t = t; - to
at' = t] - t,. Pokud je p rovno 0, pak je vysledek trividlni. Pfedpoklddejme p > 0.
Méame tii moZznosti. Pokud se t' dostane z t nahrazenim podtermu termu t¢;, pak plati
pro kazdé p' dost velké rovnost sub(¢', Opl) = sub( ’]701’”]) a dle induké¢éniho predpokladu
existuje p' > p takové, e term sub(#,0” ~1) je budto roven sub(t;,0°1) anebo je za-
kladni expanzi termu sub(¢;,0P~!). Pokud se # dostane nahrazenim podtermu termu t5,
pak plati sub(¢,07) = sub(t,0P~"). Nakonec, je-li expanze provadéna v kofeni termu ¢,
pak plati tQ = t3 't4 a t’ = (t] . tg) . (t] 't4) nebo t’ = (t] 'tg) . (t] . tg) nebo t’ = (t] 't]) 'tz
a vidime, 7e plati sub(¢,0P) = sub(t, 0P*1). [

Nésledujici lemma je evidentni:

Lemma 4.22 Necht je term s podtermem termu t. Necht je s' k-H-expanze termu s.
Necht se term t' dostane z termu t nahrazenim podtermu s termem s'. Pak je term t'
k--expanzi termu t.

Nyni definujeme hlavni pojem této sekce, a to fez termu.

Definice: Pro term ¢ a adresu a v Skel(t) definujeme fez termu t v a jako term cut(t, «)
induktivneé:
t proa = ¢,
cut(t, @) = < cut(ty, B) proa=08at=t -t (4.15)
t1 -cut(ta,3) proa =18 at =1t -t,.
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Obréazek 4.2: Rez termu ((z1 - 22) - 23) - (24 - (x5 - 76)) v adrese 10 je term ((x; -

Piiklad 4.23 Provést fez termu t ve vnéjsi adrese a znamenda rozetnout strom termu ¢ na
dva dily hned za listem, jehoZ adresa je a. Odstranime to, co je napravo od fezu a utvorime
term z toho, co zbyde nalevo (viz obrazek 4.2). Mé&jme t = ((z1-x2)-x3)- (24 (x5-246)). Plati
cut(t,000) = 1, cut(t,001) = x1-xq, cut(t,01) = (21 -22)-x3, cut(t, 10) = ((x1-22)-w3) 24,
cut(t,110) = ((x1 - ®2) - x3) - (x4 - w5) a cut(t, 111) = 4.

V prikladu jsme nevysvétlili, jak si pfedstavit fez ve vnitini adrese. Tento pfipad je
feSen nasledujicim lemmatem:

Lemma 4.24 [12] Necht je t term. Pak pro kazdou adresu o v kostf'e termu t plati vztah
cut(t, o) = cut(t,al*).

Vidime snadno, ze s C t implikuje, Ze s je fez termu ¢ pro dva termy s a ¢. Na druhou
stranu, pokud je s fez termu t, pak plati s C ¢:

Lemma 4.25 [12] Bud ¢t term a a adresa z kostry termu t. Bud s fez cut(t,a). Pak
existuje t', LD-expanze termu t, spliiujici s C t'. Navic, neni-li « findlni, pak plati s C t'.

Priklad 4.26 Mé&jme t = z1-(z2-x3-24) x5 a adresu 1010. Rez termu ¢ v 1010 je z1-z2-23.
Plati (viz obrazek 4.3)
t =5 (21 - (29 - 23 - x4)) -1 - 25 — (1 - (@2 - 23) - (22 - 24))) - 21 - T5

((.’171 I Tf;) . (.’I,‘l I ’1‘4)) -1 Tx

a vidime, Zze x1 - T2 - 3 je levy podterm posledniho termu.

Libovolné fezy termu ¢ nejsou obecné podtermy termu £, ale mohou byt vyjadieny
jako souciny podtermii. PopiSeme tuto korespondenci presnéji:

Definice: Pro a adresu je levd hrana adresy o kone¢na posloupnost (v10,...,7,0), kde
Y1, ,7Yp je C-sestupny vycet pfedpon v, které splhuji v1 C a.
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Obréazek 4.3: Term x -z2-x3 lze nalézt jako levy podterm LD-expanze termu z1 -
(.’IJQ I3 - .’134) - Is.

Napftiklad levd hrana adresy 010011 je posloupnost (00,01000,010010). Vidime in-
dukci, 7e délka levé hrany adresy a je rovna poctu 1 v a. Nyni je fez v a roven soucinu
podtermi prisluSejicich levé hrané adresy a.. Pfipominame, ze chybéjici zdvorky znamenaji
uzavorkovani napravo.

Lemma 4.27 [12] Necht je t term a a adresa v kostre termu t. Bud (o, ..., ap) levd
hrana adresy a. Pak plati

cut(t, ) = sub(t,ap) - -- - sub(t, ap) - sub(t, a) (4.16)

cut(t,aq) - -+ - cut(t, ay) - cut(, a). (4.17)

LD

cut(t, o)

Nasledujici tvrzeni vyjadiuje rozdil mezi sousednimi fezy:

Tvrzeni 4.28 [12] Necht je t term a o nekoncovd adresa obrysu termu t. Oznacme o™
bezprostredniho ndslednika adresy a v obrysu termu « a x proménnou, ktera se objevuje
vt na adrese a’. Pfedpoklddejme cut(t, o) =t -+ --t,. Pak plati cut(¢t,at) =ty --t,-x.

Nyni se studium fez v pripadé identity LD hodné 1i§i od studia fezti v pripadé LDI,
jednoduse proto, ze C;p, je ¢astecné usporadani. To je diivod, pro¢ uz nebudeme uvazovat
pripad LD, ale pouze piipady LDI a LDLI. Od ted pouZivame symbol X pro jeden z téchto
dvou systémii. Definujeme pro kazdy term ¢ mnozinu Cuty(¢) a dokdzeme, Ze tato mnoZzina
sestava presné ze vSech Tezti termt X-ekvivalentnich s .

Definice: Pro term ¢, definujeme mnoziny Cut,y(t) a Cut.y, () jako nejmensi mnoziny
termd, které splnuji:

- kazdy tez termu t nalezi do Cuty(t);

- kazdy term s’ x-ekvivalentni termu s z Cut,(t) nélezi do Cuty(#);

- budte s,s’ dva termy z Cut,y(t); pokud existuje term ¢ v Cuty (), jehoZ je s Fez
v adrese a a s’ je fez v adrese o' a pokud plati @ > o/, pak term s- s’ nélezi do Cutyy(¢);
- budte s,s' dva termy z Cut,,,(t); pokud existuje term ¢’ v Cutyp,(t), jehoZ je s Fez
v nekoncové adrese a a s’ je fez v adrese o' a pokud plati a > o', pak term s - s’ nélezi

do Cutypy(t).
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Tvrzeni 4.29 Bud t' term X-ekvivalentni termu t. Pak kazdy tez termu t' ndleZi do
mnoziny Cuty(t).

DUKAZ: Tvrzeni dokdzeme indukci podle ¢&isla dy(¢,¢'). Pro t = t' je tvrzeni evidentni,
pfedpokladejme tedy dy(t,t') = k > 0. Existuje term ¢ splhujici dn(¢,t") = k — 1
a dy(t",t") = 1. Pfedpokladejme nejd¥ive, Ze je t' zdkladni expanzi termu " v adrese 7.
Je-li t' zékladni LD-expanze termu ¢, pak plati pro kazdé « v Out(t) podle lemmatu 4.27,

cut(t', ) = cut(t”, o) pro a L v,

cut(t, ) = cut(t",~08) pro a = 004,
cut(t', o) = cut(t”,v108) pro a = y013,
cut(t', a) = cut(t”,710) - cut (t",4083) pro a = y108,
cut(t', o) =2 cut(t”, a) pro a = y118.

Je-li ¢’ zdkladni I-expanze termu t”, pak plati pro kazdé a v Out(#)

cut(t', ) = cut(t”, a) pro a L v,
cut(t', ) = cut(t”, a) pro a = 7,
cut(t', ) = cut(t”,v8) pro a = 708,
cut(t', o) = cut(t”, ) - cut(t”,vA3) pro a = 1.

cut(t', a) = cut(t', a) pro a L v,

cut(t', ) = cut(t", a) pro a = 15,

cut(t', ) = cut(t",7083) pro a = 7008,
(t', @) = cut(#'

', 70) - cut(t”,v083) pro a = ~014.

Piedpoklddejme nyni, 7e term t" je zdkladni expanzi termu # v adrese . je-li #' zdkladni
LD-expanze termu t", pak plati pro kazdé a v Out(¢)

cut(t', ) 25 cut(t”, a) pro a L 7,
cut(#', ) = cut(t",~008) pro a = ~0p,
cut(t', a) = cut(t"’,v01p) pro a = v1083,
cut(t', ) 25 cut(t”, a) pro a = y118.

Je-li t' zdkladni I-expanzi termu t", pak plati pro kazdé a v Out(t),

cut(t', ) - cut(t”, a) pro a L 7,
cut(t', o) = cut(t”,~083) pro a = vp.
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Je-li ¢’ zdkladni LI-expanzi termu ¢, pak plati pro kazdé a v Out(#)

cut(t', o) = cut(t”, o) pro a L v,
cut(t', o) = cut(t”, o) pro a = v153,
cut(#', ) = cut(t",~v0083) pro a = ~00.

Uvéazili jsme v8echny moznosti. Podle indukéniho predpokladu vSechny fezy termu ¢
nalez{ do Cuty(t"). Uvazované fezy cut(t', a) spliuji pravidla definice mnoziny Cut(¢"),
a tak patii také do Cuty(¢"). ]

Tvrzeni 4.29 divd nutnou podminku pro to, aby byl term #' ekvivalentni termu ¢,
priklad predvedeme pro term z - y:

Dusledek 4.30 Definujme véhu w(t) termu t z T, , ndsledovné:
w(z) =1, w(y) = —1, w(ty - t2) = (w(t1) + w(t2))/2 (4.18)

Pak kazdy term t' LDI-ekvivalentni termu z - y spliiuje nerovnost w(cut(t',a)) > 0 pro
kazdé o v Skel(t').

DUkAzZ: Podle tvrzeni 4.29 sta¢i dokazat, 7e plati w(s) > 0 pro kazdé s z Cut,y(z - y).
Ovéfme definice mnoZiny Cutyy(z-y): kazdy fez s z x -y splije w(s) > 0; je snadné vidét,
ze dva LDI-ekvivalentni termy maji stejnou vdhu; a pro kazdy soudin s - s’ z nerovnosti
w(s) = 0aw(s') > 0plynew(s-s') > 0. Takze kazdy term s z Cut,p (z-y) spliuje w(s) > 0
a tim je vysledek dokazan. [

Priklad 4.31 Necht jet =z-yat = (x-z-y) - (y-z) y. At vezmeme jakoukoliv vdhu w'
dostaneme w' (t) = w'(t'):
w'(t") = pPwy +p* (1 = p)wy, + p(1 = p)*w;, + p*(1 = p)w), + p(1 = p)*w;, + (1 - p)*w),

= p’w), + p(1 — p)w, + p(1 — p)w, + (1 — p)*w, = pw), + (1 — p)w, = w'(t).

Y

Pfesto, fez termu ¢’ v 100 je term (z -z -y) -y a madme w((z -z - y) - y) = —1/4. Takze
podle dusledku 4.30, term ¢’ neni LDI-ekvivalentni termu ¢.

Dusledek 4.32 Bud't' x-expanze termu t. Bud o adresa z kostry termu t. Pak existuje
adresa o' v Skel(t") takovd, Ze cut(t',a') je M-expanzi termu cut(t, a).

DUKAZ: Stadi se podivat na druhou ptlku diikazu tvrzeni 4.29. Dokazuje se tam, ze pokud
je term t" zédkladni X-expanzi termu ¢', pak je cut(t’, @) X-expanzi termu cut(¢',a’) pro
adresu o'. Zbytek plyne indukci. [ |

Dokézali jsme, 7e kazdy fez termu t', ktery je X-ekvivalentni termu ¢ nalezi do Cut ().
Nyni dokdZeme opaény smér, tj. 7e kazdy term Cuty(t) je fezem néjakého termu X-
ekvivalentniho termu ¢.
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Lemma 4.33 Bud s v Cuty(t). Pak existuje term t' -ekvivalentni termu t, jehoZ je s
rezem.

DUKAZ: Lemma dokdZeme indukci podle délky rozkladu termu s jako soucinu fezi z t.
Je-li s fez termu # H-ekvivalentni termu ¢, pak vysledek plati. Pfedpokladejme s = s1 - 52
pro si a so dva trezy termu sz, které spliuji indukéni predpoklad. Podle tohoto predpokladu
existuje term ¢ -ekvivalentni termu ¢, jehoi je s3 fezem. Mame tedy s3 T 51 Ty s3 Ty
" = t. Podle lemmatu 4.25 existuje term s, LD-expanze termu sq, takovy, Ze term so je
levym podtermem termu s). Podle lemmatu 4.25 existuje term sj, LD-expanze termu sg,
takovy, Ze term s} je levym podtermem termu sj. Podle lemmatu 4.25 existuje term ',
LD-expanze termu ¢, takovy, Ze term sj je levym podtermem termu #"’. Nyni plati so C
s, C sh C t" = t. Ozna¢me o adresu podtermu s} v #" a af adresu podtermu sy v "
Bud nyni ¢’ term, ktery se dostane zdkladni I-expanzi v adrese a. Plati

cut(t', alf) = cut(t", a) - cut(t", af) = s - 59 = 51 - 55 = 5.

Ted mame evidentné ¢t = ¢, a tak je vysledek dokézan pro x=LDI. Uvazujme x=LDLI.
Podle definice mnoZiny Cut;p;(¢) a podle lemmatu 4.25 méme sy C ¢'". Pak plati a = 0P
pro néjaké p > 0 a vime, ze zakladni I-expanze v adrese 0P je totéz jako Ll-expanze
v adrese 0P~'. A tak je term #' LI-ekvivalentni termu ¢ a to konéi diikaz. [

Tvrzeni 4.34 Nasledujici podminky jsou ekvivalentni pro dva termy s a t:
(1) plati s Cy t;

(ii) existuje term t' st =t', a a, adresa ez Skel(t') splijici cut(t', a) = s;
(7i1) plati s € Cut(t);

(iv) plati Cut(s) C Cut(t).

DUKAZ: (i) = (ii) Existuji termy s’ at" s s = s', t = " a s' C t'. Term, ktery se dostane
z termu ¢’ nahrazenim podtermu s’ termem s je X-ekvivalentni termu ¢. (i) = (i) plyne
z lemmatu 4.25. (ii) = (i7i) plyne z lemmatu 4.29. (i4i) = (iv) plyne z lemmatu 4.29
a z definice mnoziny Cut(t). (iv) = (i) je evidentni. |

Piiklad 4.35 Méme t = ((z-y)-y) -z at' = (x-y) - ((y - z) - x). Larue [38] dokazal,
Ze tyto dva termy nejsou LDI-ekvivalentni. Plati ¢ = cut(¢’,100) - cut(¢',00) a tak podle
tvrzeni 4.34 plati t C,,, t'. Neni mame t = (((z - y) - (z - y)) - y) - = (viz obrazek 4.4)
a dle definice term (((z - y) - (z - y)) - y) - ((z - y) - ¥) ndlezi do mnoziny Cut(t). Ted
méme (((z-y) - (z-9))-y) -z = ((z-y) - (@-9)-y) ((z-y) - (x-y)-y)) -z (viz
obrézek 4.4) a dle definice term ((((z-y)-(z-y))-v)-((x-y)-x)) - ((z-y) -z) ndlezi do Cut(¢).
Ponévadyz je ten posledni term LDI-expanzi termu ¢’ (viz obrazek 4.5), plati t' Ty ¢, podle
véty 4.34. Takze vidime, 7e nemiizeme dokézat t # ¢’ srovnanim mnozin Cut(t) a Cut(t').

Uvazujme termy t a t', které se domnivame, 7e jsou X-ekvivalentni. Pokud dokazeme
studiem mnoziny Cut(t), Ze neplati t' T, ¢, jako v pfipadé 4.31, vime, Ze tyto dva termy
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Obrazek 4.4: Expanze termu ((z - y) - y) -
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Obrazek 4.5: Expanze termu (z - y) - ((y - ©) - x)

nejsou X-ekvivalentni. Pokud naopak dokdzeme t' C, t jako v piikladé 4.35, miizeme
pripadné problém vyfesit vyjddienim ¢-0;-normalni formy, kterd je popsana v nasledujici
sekci.

4.4 O-normalni forma

V této sekci doddme popis fezi termu dxt pro term £. Vyvodime z toho definici to-
Ox-normalni formy termu ¢, pokud term t je, modulo X, iterovanym levym podtermem
termu to. Jak jméno vypovidd, dva termy ¢ a t' spliujici ¢ Ty to a ¢ Cy #y jsou X-
ekvivalentni tehdy a jen tehdy, pokud maji stejnou tq-0;-normélni formu. UZ zde neuva-
zujeme identitu LD a zajimame se v této sekci pouze o systémy LDI a LDLI. Na zac¢atku
sekce predvedeme jisté pripravné vysledky. Zacneme tvarem rezl stejnomérné distribuce.

Lemma 4.36 [12] Necht jsou t a to dva termy. Obrys termu to * t sestava z:

- vSech adres alag s ag € Out(ty) a a € Out(t).

- vech adres al s a € Out(t).

Predpokladejme ag € Out(tg), a € Out(t) a cut(t,a) = s1----- Sp-x s x proménnou. Pak
plati

cut(to x t,a0a0) = (to * s1) - -+ - - (to * sp) - cut(to, ),
cut(to * t,al) = to * cut(t, o).
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Definice [12]: Necht jsou a a 3 dvé adresy s a > 3. Rekneme, 7e a pokryjvd 3 pokud
existuje adresa v a kladné cislo ¢ splhujici @ = 19 a v0 C B. Jinak fekneme, 7e a
odkrijvd B a piseme a > .

Napriklad 1011 pokryva 1001 a 1010 odkryva 00. Pokryti a odkryti jsou castecna
usporadani. Navic plati 8 > «, pokud adresa a pokryva 8 a odkryva ~.

Definice: Bud ¢ term a budte a; > as dvé adresy z Out(t). Definujeme vf(aq, az)
jako pocet adres v z Out(t) pokrytych adresou a; a ostife vétdich nez a,. Definujeme
vi'(ar, as) jako pocet adres 7y z Out(t) spliwjicich ay > v > as. Definujeme vy (a1, as)
jako pocet adres v z Out(t) ostie mezi a; a ap. PFi této piilezitosti zavedeme dvé virtualni
adresy «, — spliujici + <« v <« — pro kazdé v z Out(t).

Vidime, 7e plati vi(aq,as) = vf(ar,as) + v (aq, az) pro kazdou dvojici @ > ao.
Vidime také, Ze v{(aq, <) je pocet adres v Out(t) pokrytych adresou ay, 7e vj' (g, <) je
pocet adres v Out(t) odkrytych adresou «y, Ze vj'(—, as) je pocet adres v Out(t) ostie
vétsich nez ay a 7e v (—, as) je rovno 0.

Nagim prvnim cilem je popsat fezy termu Oyt pro kazdy term t. Zatneme systémem
LDI a dokazeme, Ze kazdy fez termu 0,,,t odpovida posloupnosti, ktera se nazyva kaskada.

Definice: Bud't term. Kaskdda v t je posloupnost @ dvojic ((a1,a1), ..., (ap,ap)) takova,
7e ay,...,qp je ostie klesajici posloupnost adres z Out(t), a aq,...,a, jsou koeficienty 0
nebo 1, pro které z a; = 0 plyne ¢ = p nebo «o; > a;y1. Findlni kaskdda termu ¢ je
kaskada ((1*,0)). Piseme Casc(t) pro mnozinu v8ech kaskad v t.

Definujeme lexikografické usporadani <., pro dvé kaskddy & = ((a1,a1),...,(ap,ap))

a; < B aa; =B aa; =b;, pro néjaké i a vSechna j < i,

<P
ad<.f&qa, =0 aa >b aa; =0 aa; =b;, pron&akéi < p a vSechna j <1,
p<qgaa;=pfjaa; =bj, pro vSechna j < p,

(4.19)

Priklad 4.37 Bud ¢ term (z - y) - z. VSechny kaskddy termu ¢, usporddané relaci <,,,
jsou tyto: ((00,1)), ((00,0)), ((01,1)), ((01,1),(00,1)), ((01,1),(00,0)), ((01,0)),
(L), ((1L,1),(00,1)),  ((1,1),(00,0)), ((1,1),(01,1)),  ((1,1),(01,1),(00,1)).
((1,1),(01,1),(00,0)), ((1,1),(01,0)) a ((1,0)). Posloupnost ((01,0), (00, 1)) neni kaskéa-
dou, protoze 01 pokryva 00.

Nyni definujeme zobrazeni 7; z Casc(t) do A. DokaZeme niZe, 7e m; popisuje bijektivni
korespondenci mezi kaskddami termu ¢ a obrysem termu Oypt.
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Definice: Bud ¢ term a & = ((a1,a1),. .., (ap, ap)) kaskdda termu t.
(1) Definujeme pro kazdé 1 < i < p,

pi(t, @) =2 (v (s, dig1) + aivi (@5, diq1)) + Giga. (4.20)
Rozsifime definici také pro ¢ = 0 a pro ¢ = p polozenim ag = =, apy1 =+ aag = apy1 =

0.
(#4) Definujeme pro @ nekoncovou

(@) = Opo(tﬁ)fl(10p1(tﬁ))(1opz(tﬁ)) e (10pp71(t,&))01\ap\1+1*ap7 (4.21)
7 (@) = po(B@) =1 (101 (A (10r2(BA)) L (1021 (1)) (10P (B (4.22)

a pro @ koncovou definujeme (@) = 1111+,

V&imnéme si, ze 7;(d@) pro @ koncovou je vlastné také definovano vzorcem (4.21): plati

ﬂ-t(&) — 1‘(11‘+1 _ 07101‘(11‘14—170 _ Opq(t,a)flol‘ﬂlh—klfal.

Muzeme konecné popsat tvar fezll termu Oppt.

Tvrzeni 4.38 (i) Pro kazdy term t je zobrazeni m; monotdénni bijekce z mnoziny Casc(t)
usporadané relaci >, na mnozinu Out(0,t) usporadanou relaci >,;. Pro & nekoncovou
kaskadu je bezprostiedni naslednik adresy mi (&) v obryse termu 8,,,t adresa 7} ().

(i7) Necht je & = ((a1,a1), ..., (ap,ap)) kaskdda termu t. Pak plati:

cut(Oimt, m (&) = Oy, cut(t,aq) - -« - - Oa, cut(t, a,) (4.23)
a pro d nekoncovou plati
cut(Oypt, 7 (@) = oy cut(t,oq) - -+ - 9y, cut(t, ap) - w (4.24)

kde 0y znamena Oy, 01 znamend Oy, a x je proménna.

DUKAZ: Nejdfive zavedeme oznaceni: pro & = ((a1,a1), ..., (ap, ap) kaskddu a v adresu
piseme @ pro ((yai,a1),...,(vap,ap)). Bud 8 = ((B1,b1),...,(Bq,bq)) jind kaskida.
Oznac¢ime @ f spojenou posloupnost ((a1,a1),...,(ap,ap), (B1,b1),...(Bq, b)) Je evi-

dentni, Ze je y@ kaskada a 7e &Agje kaskada tehdy a jen tehdy, pokud plati budto a, =1
a ap > i, anebo ap, =0 a a, > fi.

Tvrzeni dokazeme indukci podle t. KdyzZ je ¢t proménnd, mame jen dvé kaskady v ¢, a to
((2),(1)) a ((#),(0)). Zobrazeni 7; je posild na 0 a 1 postupné, coZ jsou obé vnéjsi adresy
termu O, t. Takze tvrzeni plati. Pfredpokladejme ¢ = t; - t5. Dle definice jsou kaskady
termu ¢ tfech typt:

- IVAOE, s E kaskddou termu #; a 4 nekoncovou kaskidou termu #s;
- 19, s 4 kaskddou termu t,;
- 05, s 5 kaskddou termu ;.
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Necht je nejdiiv E nekoncova kaskada termu ¢; a 4 nekoncova kaskdda termu t¢y. Pro
kazdé as v Out(ts) a aq v Out(t:) plati

v (lag, 0an) = v (aa, <) + v (=, )

3

vi(lay, 0ar) = v, (a2, ) = vi (g, <) + v, (=, a1)

coz bude platit i pro s = — nebo a; = «. Pouzitim definice zobrazeni m; dostaneme

-

m(17708) = 15 (9)0m, (8), 77 (19708) = m;;, ()03 (8),
kde druha rovnost plati pouze pro E nekoncovou. S podobnym oznatenim dostaneme

7 (15) = 7, ()1, i (19) = 7, (7)0%™,
7 (08) = 0*™27y, (B), m (05) = 0™ (5),

kde m, znadi vy, (¢, —).

Bud nyni ((17), (0)) koncové kaskdda termu ¢;. Pak pro kazdou ¥, nekoncovou kaskadu

termu £, dostaneme

T (U019, (0) = TH (DL, ((019), (0))) = 02721,
7 ((017),(0)) = 02m2 1041 = (2™, (((19), (0)).

Nakonec bud ((19), (0)) koncové kaskada termu t,. Pak je ((1971), (0)) koncov4 kaskada
termu £ a plati

m (171, (0)) = 1772 = m, (((1%), (0))1.

Vyvodime z toho, 7e obraz zobrazeni m; sestdva ze viech posloupnosti m" ()0, (5)

pro 5 kaskddu termu ¢; a 4 nekoncovou kaskddu termu 5, doplnénou vSemi posloup-

nostmi ;" (7)1 s 7 nekoncovou kaskadou termu ¢, a viemi posloupnostmi 02m2m,(B) s B

kaskadou termu t;. Indukéni predpoklad #ika, 7e mnozina v8ech posloupnosti tvaru wf;
s 4 nekoncovou kaskadou je obrys termu 3, ts bez adresy 0*, a Ze mnozina posloupnosti
ve tvaru 7y, (E) S 5 kaskadou termu ¢, tvoii obrys termu d,,t; . TakZe podle lemmatu 4.36
je obraz m; obrysu termu Oipty * Opita, €0z je Oipit. Podobny argument dokézZe, Ze obraz

zobrazeni 7} je obrys termu Oyt bez adresy 0*.

Podle definice plati m (&) < m

(&) pro kazdou nekoncovou adresu termu t. Navic
7(@) a 7 (&) maji tvar ¥01* a y10* postupné. TakZe 74dna adresa 8 nemtize spliiovat
(@) < B < w7 (d). To dokazuje, ze m (&) je bezprostiedni naslednik adresy (@)

v obryse termu Oppt.

Nakonec plati nasledujici vztahy podle indukce:
- ﬂt(OE) < m(19) < wt(lroﬁ) pro E kaskddu termu t; a 4 kaskddu termu to;
- wt(liﬁog) < ﬂt(li’AOB") pro 3,3’ kaskady termu t; a § <., 7' kaskddy termu t;
- wt(l'?”\OB_') < wt(lﬁ”\og’) pro § <. B’ kaskady termu #; a ¥ kaskddu termu ts.
Zobrazeni m; je tedy rostouci, ponévadz dle indukéniho predpokladu jsou zobrazeni my,
a m, rostouci. To ukon¢uje dikaz bodu (7).
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(#4) Necht jsou nyni E kaskdda termu t; a 4 kaskdda termu ty, ozna¢me kaskady

- -,

B = ((B1y---,8q),(b1,...,by)) a7 = ((71,---57), (c1,...,¢)). Pak m(15708), coz je

-,

7 ()0, (B), ndlezi do obrysu termu 0,yt. Lemma 4.36 davé

-, -,

cut (a]‘mt, ﬂt(l’?/-\oﬁ)) = CUt(ar.mtl * Ouoita, 7Tt+2 (’7)07”1 ( ))
- (altmtl * 31) et (altmtl * Sm) : CUt(aLmtl , Tt (g))7

kde cut(dypita, 7; (7)) ma byt roven sy -- - --8,, -2 pro néjakou proménnou z. Dle indukéniho
predpokladu plati m = r a s = 0., cut(ta,v) pro k < r. PouZijeme cut(¢, 1y;) =
t1 - cut(ta, Vi) a O, cut(t, 1) = Oimts * O, cut(ta, i) a nalezneme

-,

cut(Oumt, 7 (17708)) = Oc, cut(t, 1y1)--- -0, cut(t, 1,)-0p, cut(t,081)-- -0, cut(t,08,)

coi je vzorec (4.23). P¥ipad kaskady 05 samotné je podobny.
UvaZzujme nyni piipad 19, kde ¥ = ((y1,.-.,7), (¢1, .- -,¢r)) je kaskdda termu ¢5. Pak

3

plati m(17) = (7)1 a podle lemmatu 4.36,

cut(Brmt, ¢ (19)) = cut(Symts * Omta, mph (F)1) = Oumits * cut(Dypta, wr (7).

Podle indukéniho predpokladu plati cut(ypt2, 1 (7)) = Oe, cut(ta, 1) - -0, cut(ta, v,),
a tak dostaneme

cut(Oimt, 7 (1)) = Oumtr * (¢, cut(to,y1) -« O, cut(ta, v,))
= (Oumit1 * Op, cut(ta, y1)) - -+ - (Orpity * 0., cut(ta, vr))
= (Ocy (t1 - cut(t2,71))) - - - (O, (t1 - cut(tz,vr)))
= O, cut(t,1y1)) - -+ - O, cut(t, 1,)),

coz dava znovu vzorec (4.23).

—

Jelikoz je w?‘(a) naslednik adresy m; (&) v obryse termu O, t, vzorec (4.24) dostaneme
pouzitim tvrzeni 4.28. "]

Tento vysledek o fezech termu J;pt nAm umozinuje okamzité formulovat podobny vy-
sledek pro O,p.t.

je mensi kaskdda termu ¢, pokud plati @ <., ((1*,1)). MnoZina v8ech mensich kaskdd
termu ¢ se znaci casc(t).

Tvrzeni 4.39 (i) Pro kazdy term t je zobrazeni m; monoténni bijekci z mnoZiny casc(t)
usporadané relaci >, na mnozinu OQut(0,p,t) usporadanou relaci >y.
(i7) Necht je @ = ((a1,a1), ..., (ap,ap)) mensi kaskdda termu t. Pak plati:

cut(Ouput, ¢ (@) = O, cut(t,ay) - -+ - O, cut(t, a,),

kde 8y znaci Oip; a 01 znaci Opy;.
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DUKAZ: Plati 8;t = Oipiit - Oroiit, podle lemmatu 4.6. TakZe, pokud vezmeme adresu a
7 Out(Oipit), adresa Oa nalezi do Out(dimt) a plati cut(Ouput, o) = cut(Gimt, Oa). Pro

kaskddu & termu ¢ adresa (&) zacind ¢islem 0 tehdy a jen tehdy, je-li @ mensi. Zbytek
plyne z tvrzeni 4.38. ]

Priklad 4.40 Necht je t = = - (y - z). Term Ot je nakreslen na obrdzku 4.6. Uva-
7ujme napiiklad kaskddu & = ((01,0), (0, 1)). Plati m(@) = 0100 a fez cut(Oint, m¢(d))

-

je O (- y) - Owpu(z). Uvazujme nyni kaskddu § = ((1,1),(01,0)). Mame 7:(5) = 1011

=

a Tez Cllt(awlt, Tt (6)) ]9 6LDLIt - 6LDI('T . U)

Obrazek 4.6: Term Oypx - (y - 2).

Lemma 4.41 Pro kazdy term t a kazdé k plati 0% t T 0 ¢

LDLT LDI”*

DUKAZ: Dikaz provedeme indukci podle k. Vysledek je trividlni pro & = 0. Piedpo-

klddejme k£ > 0. Podle indukéniho pfedpokladu existuje I takové, ze plati 9F 1t =

LDLT
sub(9k1t,0"). Takze méme 0% 't = cut(9f1¢,0'1%). Plati m,.-1,((0'1%,1)) = 0" 1* pro
LDI
né&jaké I'. Takze dostaneme cut(8% ¢, 01 1) = 8,y cut(8%,1¢,01*) = 8% ¢ a term 8% ¢ je
iterovanym levym podtermem termu 0¥ ¢. [

Nyni, kdyZ umime vyjadfit fezy termu Ot v zavislosti na fezech termu t, miZeme
definovat ty-0;-normélni formu:

Definice: Bud ¢y term. Pro k > 0 fekneme, Ze term t je tg-Oy-normdlni term stupné k,
pokud je t fezem termu 0%ty v adrese a a zadny fez termu 0%t, v adrese 8 <., o nenf -
ekvivalentni termu ¢. Navic, pro & > 0, vyzadujeme, aby 7zadny fez termu aé’]t nebyl
-ekvivalentni termu £.

Priklad 4.42 Bud ¢y = z-(y-z). Termy to-Oyp-normélni stupné 0 jsou z, -y a z- (y - 2).
Termy tp-0p-normdlni stupné 1 jsou ((z - ) - y) - &, Owputo - T, Oputo - (T - ) -y a Oiputo
(z-2)-p) 7.

Okamzité dostaneme jednoznac¢nost d-normalni formy:

Tvrzeni 4.43 Bud' ty term. Pak kazdy term t st Ty tg je X-ekvivalentni jedinému tg-
Ox-normalnimu termu.
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DUkAz: Podle tvrzeni 4.34 existuje term t;, X-ekvivalentni termu iy, takovy, Ze t je
fezem termu t{. Podle tvrzeni 4.12 existuje k takové, 7e term 9%ty je expanzi termu t{).
Pak, podle dtsledku 4.32 existuje ez termu aﬁtg, ktery je d-ekvivalentni termu ¢t. Takze
to-Ox-normélni term, ktery je X-ekvivalentni termu ¢y, existuje a jeho jednoznacnost je
evidentni. [

V pripadé nejsou LD Zadné dva z fezi termu 0, ,t pro néjaké ¢ LD-ekvivalentni, coz neni
pravdou v pifpadé LDI: Mé&jme @ = ((a1,a1), ..., (ap,ap)) a & = ((ai,a}),...,(ap, a;))
kaskady termu to; tyto kaskady se ligi pouze koeficienty. Rez termu O,ptg v 7r( 7) je LDI-
ekvivalentni fezu v adrese 7(&'). TakZe podminka na minimalitu adresy ¥ezu v definici
to-Ox-normélniho termu je nutni. BohuZel muzeme také dostat LDI-ekvivalentni fezy
7z kaskad, jejichz posloupnosti adres nejsou rovny: bud ¢, = (a: <y) - x a budte & =
((01,1), (00,1)) a § = ((1,1)). Pak plati cut(dpto, 7(@)) = ((x - x) - y) - = a tento Fez
je LDLI-ekvivalentni termu tg, a tak také fezu cut(Oipto, 7( _')) NemiiZzeme tedy Fici, ze
m-ekvivalentni fezy maji stejny pivod. Nicméné je presto mozné, ze X-ekvivalentni fezy
termu 9%ty maji néco spole¢ného:

Domnénka 4.44 Bud t, term a k pfirozené Cislo. Pak je kazdy fez t termu 0%ty x-
expanzi ty-Og-normalniho termu, ktery je X-ekvivalentni termu t.

Tvrzeni 4.43 {ika, ze kazdy term t spliujici ¢t Cy tg je ekvivalentni #y-dz-normalnimu
termu. Ale toto tvrzeni neni efektivni v tom smyslu, Ze nefikd, jak nalézt hledany ¢q-0-
normalni term. Jisty zptsob presto existuje, plati-li domnénka 4.44:

Tvrzeni 4.45 Budte t a ty dva termy spliiujici t Ty tg. Je-li domnénka 4.44 spravna,
pak existuje algoritmus, ktery nalezne to-Oy-normalni term X-ekvivalentni termu t.

DUKAZ: Podle toho, co jsme fekli v ditkaze tvrzeni 4.43, existuje k takové, 7e fez 0kty je
H-expanzi termu #. Umime rozhodnout, zda je term #' H-expanzi termu . TakZe projdeme
viechna k a vSechny fezy termii 0%tq az do chvile, nez nalezneme k a fez ¢ termu 9ft,
ktery je X-expanzi termu ¢. Nyni je term #' kandidat na #g-Og-normalitu.

Bud # fez mocniny 0%t v adrese a, ktery je kandidatem na to-Og-normalitu. Podle
domnénky 4.44 stali provéfit, 7e viechny fezy termu 0%ty v adresdch B s a >, 3 stejné
jako vechny fezy termi OLto s I < k nemohou byt X-expandoviny do termu #'. Pokud
je tomu tak, pak term #' je to-0y-normalni. Pokud nalezneme term ¢’ s ¢ = ¢/, pak je
term t"” novym kandidatem na tg-Oy-normalitu. JelikoZ je t¥eba provéfit pouze konecéné
mnozstvi fezi, algoritmus musi najit tg-Og-normalni term, ktery je X-ekvivalentni termu ¢.

]
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Pokud dva termy ¢ a t’' splhuji t Cy tg a t’' Cy tg, pro néjaky term tg, pak maji stejnou
normalni formu. Pokud je domnénka 4.44 pravdiva, pak mizeme tyto normalni formy najit
algoritmem. Diilezité je tedy umét nalézt takovy prvek ty a umét dokézat t' Cy to. Prvni
otazka neni tak slozita mizeme vzit naptiklad ty = ¢t a okamzité dostaneme t T, tq. Na to,
abychom dokézali druhou otazku, mtze pomoci tvrzeni 4.34, tak jako v piikladé 4.35, ale
obecny algoritmus neni dosud znam.
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Kapitola 5

Geometrické monoidy

V této sekci studujeme geometrické monoidy, pfistup, ktery umoznil vytesit problém
slov v pfipadé LD (viz [12]). Identitdm levé distributivity a idempotence jsou zde pfi-
druzeny operatory, které urcuji, ktera z identit se aplikuje a na kterém podtermu. Tyto
operatory se mohou pfirozené sklddat a dostane se monoid zvany geometricky monoid.
Studujeme zde geometrické monoidy pro LDI a pro LDLI a popiSeme jisté relace, které
plati v téchto monoidech. Poté definujeme syntaktické monoidy jako monoidy, které spl-
nuji zékladni relace geometrickych monoid. Dokdzeme, 7e tyto monoidy splhuji vSechny
vlastnosti geometrickych monoidt a navic, ze syntakticky monoid LDLI je s levym krace-
nim a ze jeho usporadani levou délitelnosti tvori svaz.

V sekci 1 definujeme LDI-operatory a predvedeme jisté zakladni vysledky, tykajici se
téchto operatort. V sekci 2 odvodime seznam relaci platnych v geometrickych monoidech
LDI a LDLI. Tyto vysledky se pouziji v sekci 3 pro definovani syntaktickych monoidia
a ditkaz jejich vlastnosti. V sekci 4 studujeme syntakticky monoid LDLI.

5.1 LDI-operatory

V této sekci zavedeme operatory, které odpovidaji postupnym aplikacim identit LD aT.
Poté prineseme pripravné vysledky tykajici se monoidi generovanych témito operatory.
Sledujeme metodu pouzitou v [12] pro LD-operétory.

Pripomindme, Ze Tx vyznacuje mnozinu v8ech termi s proménnymi v X. Definujeme
nejdrive operatory odpovidajici zdkladnim expanzim.

Definice: Pro kazdou mnozinu X a kazdou adresu «a, definujeme D, x (respektive I, x)
jako ¢astecnou funkci z Tx do T'x, ktera posila kazdy term ¢ na jeho zakladni LD-expanzi
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(jeho zakladni I-expanzi) v adrese a, pokud ona existuje.

Operétor 1,, x mé akci na termu ¢ tehdy a jen tehdy, pokud «a ndlezi do kostry termu ¢;
v tom pfipadé se term ¢ » I, x dostane z ¢ nahrazenim podtermu sub(t,a) termem
sub(t, @) - sub(t, ). Operdtor D, x ma akci na termu ¢ tehdy a jen tehdy, pokud je
podterm sub(t, &) definovan a je ve tvaru ty - (t2 - t3). V tom piipadé se term ¢ « Dy x
dostane z t nahrazenim podtermu sub(¢, @) termem (tq - t2) - (¢ - t3). Pokud je mnozina X
podmnozinou mnoziny X', pak je kazdy operdtor D, x restrikci operdtoru Dy, xs na mno-
zinu T'x. Vidime tedy, ze pro term ¢ jeho obraz operdtorem D, x nezdlezi na mnoziné X
a to je divod, pro¢ nebudeme psat index X tam, kde nehraje zadnou roli.

Priklad 5.1 Uvazujme t = x1 - @2 - 3 - ¢4 (viz obrazek 5.1). Tento term néalezi do defi-
ni¢niho oboru operétorﬁ Dy, D1, Iy, Ig, I, T1g, T11, T110 @ T111.

I

Ea
Dyq =

I3 T4 Lo T3 X2 T4

T
17 : ! =

xr3 T4
I3 T4 I3 T4

Obréazek 5.1: Operatory Dy a Iy a jejich akce na termu x1 - x5 - T3 - 24.

Nedefinovali jsme zde, co to je Ll-operdtor. Ve skutecnosti jej neni tfeba, pokud si
vSimneme, ze zakladni LI-expanze v adrese a je zdkladni I-expanzi v adrese a0.

Definice: Budte A, a A, dvé disjunktni kopie mnoziny adres A. Oznac¢ime A,,; mnozinu
A L,UA, a, pro kazdé a v Ay, definujeme D1, budto jako D4, pokud a nélezi do Ay, anebo
jako 1,, pokud «a nalezi do A;. Oznac¢ime téz A, podmnozinu mnoziny A, definovanou
jako {a € A;; 3y : a =70} a oznadime A,y mnoZzinu A, U Ay,

Nésledujici lemma plyne okam?ité z definice operatori:
Lemma 5.2 Pro kazdou adresu « z Ay, je operator DI, ¢astecné prosté zobrazeni do T'x;
jeho inverzem je operdtor DI, ! definovany jako DI, se zaménénymi rolemi termi t1 (ts -t3)

a (t1 . tg) . (tl . t3), respektive tl a tl . tl.

Pouzivdme znovu symbol X pro oznaceni systémi identit LD, LDI nebo LDLI.
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Definice: Pro X neprazdnou mnozinu je geometricky monoid X prislusny mnoziné X
definovan jako monoid G, y generovany operatory Dlilx s a v Ay a jejich skladadnim.
Analogicky definujeme kladny geometricky monoid jako monoid G , generovany opera-
tory DIn,x s a vV Ap.

. ; . , -1 , v . c 1
Monoid Gy x neni grupou, protoze zobrazeni DI, x © DIy, x neni obecné identickym
zobrazenim na Tx, je pouze identitou na defini¢énim oboru operdtoru D1y x.

Bijekce mezi X a X' generuje izomorfismus mezi monoidy G, x a Gy x/, a tak mo-
noid Gy x odvisi pouze od mohutnosti mnoziny X. Lze dokazat, ze G, x neodvisi ani od
mohutnosti mnoZiny X, ale to zde nebudeme délat, nebot dikaz tohoto je Giplné stejny
jako obdobny dikaz pro geometricky monoid LD v [12]. S védomim tohoto uz nebudeme
pouzivat indexy X v pI,, G, a G}.

Dle definice jsou prvky monoidu G} konefné soudiny operdtorti DIy, takZe jsou ve
tvaru
Dlgy, © -+ 0 Dly, © DIy, .

Takovéto prvky se daji vyjadrit jako konecné posloupnosti adres z Ay, tj. pomoci slov
na A,. Ozna¢ime A} mnozinu téchto slov. Soucin dvou slov u a v je konkatenace téchto
slov, znacena uv nebo u - v. Ponévadz budeme pracovat se slovy nad mnozinou adres, je
nutné psat tecku, abychom se vyhnuli nejednoznacnosti: posloupnost 0 - 10 - & je slovo
délky 3 na A*. PiSeme symbol ¢ pro prazdné slovo.

Predpokladame, Ze operatory DI, maji akci napravo, tj. ze se operatory skladaji zleva
napravo. Takze, abychom nezaménovali sklddani napravo se skladanim o, jehoz smér je
zprava nalevo, pouzivime symbol .

Definice: Pro a; - ----«a, z A*, je operator DI, definovan jako DI,, ¢ --- ¢ DI, , tj.
P n» J€ OP J 1 pr U
jako DIy, 0+ 0 DIy, . Operator DI, je definovan jako identita.

Uvazujme nyni monoid G,. Jeho prvky jsou ve tvaru

el es e
DIO” . DIa2 L DIOf;J

sa; v Ay ae; = £1, pro i mezi 1 a p. Abychom zapsali takovyto soudin, je pfirozené
zavést formdln{ inverz a~! adresy a z A,. Oznafime A_' mnoZinu formdlnich inverzi
adres z Ay, a AX! mnozinu A, U A

. € . 7 7 . v
Definice: Prow =aj'----- ap” v (ATH* ) je operator DI, definovén jako soucin DIGL -

- DI .

Prvky monoidu A’ se nazyvaji kladnd slova a prvky monoidu (AE!)* se nazyvaji
prosté slova.

Definice: Pro term t a slovo w z (A}!)*, je term ¢ « w definovan jako obraz termu ¢ pfi
zobrazeni DI,,, pokud existuje.
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Priklad 5.3 Uvazujme DI, = T1g « Dy o 10—11. Je snadné nahlédnout, ze term z -y - z nélezi
do defini¢niho oboru operédtoru DI, a Ze obraz termu x -y - z p¥i DI, je term (x -y) -z - 2,
jak vidime na obrazku 5.2.

/>\ 110 Dﬂ I01

xya:z

Obrazek 5.2: Akce operatoru I1g s Dy o 1511 na termu x -y - 2.

Dle definice mame vztah t « w = t pro kazdé slovo w z (AF')*, pokud t nalez
do defini¢nfho oboru termu DI,,. Plati té7 vztah ¢ » u = ¢ pro kazdé kladné slovo u
z A}, pokud t nélezi do defini¢niho oboru termu DI,. Obé tyto implikace jsou vlastné
ekvivalencemi:

Tvrzeni 5.4 Budtet at' dva termy z Tx.

(i) Termy t at' jsou a-ekvivalentni tehdy a jen tehdy, pokud néjaky operdtor z G posila t
nat', tzn. pokud plati t' =t « w pro néjaké slovo w na AT!.

(ii) Term t je X-expanzi termu t tehdy a jen tehdy, pokud néjaky operdtor z GI posild t
na t', tzn. pokud plati t' = t » u pro néjaké slovo u na A,,.

DUKAZ: Dle definice zakladni odpovidaji x-expanze akci operdtorii DI, s a v A . Provést
k-m-expanzi znamend provést k po sobé jsoucich zdkladnich I-expanzi a tyto odpovidaji
sloviim délky k na A . Stejné tak jsou dva termy ¢ a t' X-ekvivalentni tehdy a jen tehdy,

pokud existuje posloupnost t = tg,...,tx = t' termi takovd, 7e dva sousedni termy jsou
zdkladni H-expanze jeden druhého. Tato posloupnost odpovida slovu w délky k na At
a operator DI, posila t na t'. [

’ . . =g . ’ . .
Podle tvrzeni 5.4 je studium relace = na T'x ekvivalentni studiu monoidu G, x a stu-
. I . . ’ . . , . s ~7
dium relace — na T'x je ekvivalentni studiu monoidu G . Vyhoda monoidového pfistupu
je, ze umoznuje presnéjsi analyzu.

V dalsim textu popiSseme defini¢ni obor operatori. Tyto vysledky se pouziji v druhé
sekci pro ditkaz relaci v geometrickych monoidech. Nedodame piesné ditkazy téchto vy-
sledk, nebot jsou stejné jako dikazy analogickych tvrzeni v [12].

Definice: Rekneme, 7e term ¢ z Tto1o,...0a} J€ kanonicky, pOk}ld proménné termu ¢,
usporadané podle jejich prvniho vyskytu vlevo, jsou 1, zs,.... Rekneme, Ze term ¢ je
linedrni, pokud se zAdna proménna neobjevuje dvakrat v t. Rekneme, Ze je substituce
linedrni, pokud je pro kazdou proménnou z term h(z) linedrni a navic proménné, které se
objevi v h(z) jsou disjunktni s t&mi, které se objevi v h(y) pro y # z.

Vidime, 7e pro kazdy term %, existuje pravé jeden linearni kanonicky term, ktery méa
stejnou kostru jako t.
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Definice: Bud (s,s’) dvojice termt z Tx. Pro kazdou substituci h fekneme, Ze dvo-
jice (s, s'™) je instanci dvojice (s, s').

Lemma 5.5 Pro kazdou adresu a z Ay, existuje dvojice (t%, t#) kanonickych termii z Tx
takovych, Ze operdtor D1, posild t na t' tehdy a jen tehdy, kdy# je dvojice (t,t') instanci
dvojice (tL t8). Navic je term t% linedrn.

Piedchozi vysledek implikuje, 7e term ¢ nalezi do defini¢niho oboru termu DI, tehdy
a jen tehdy, pokud je kostra termu ¢ dost velika:

Lemma 5.6 (i) Term t nélezi do definiéniho oboru operdtoru D, tehdy a jen tehdy,
pokud adresa «10 nélezi do kostry termu t.

(¢4) Term t ndlezi do defini¢niho oboru operdtoru 1, tehdy a jen tehdy, pokud adresa o
nalezi do kostry termu t.

(iii) Term t naleZi do definiéniho oboru operdtoru b tehdy a jen tehdy, pokud adresy a10
a 00 ndlezi do kostry termu t a plati sub(t, @«00) = sub(¢, «10).

(iv) Term t ndle#i do definiéniho oboru operdtoru1,' tehdy a jen tehdy, pokud adresa al
nédlezi do kostry termu t a plati sub(t, @0) = sub(¢,al).

Tvrzeni 5.7 (i) Pro kazdé slovow na At} je budto operator D1, prazdny, anebo existuje
jednoznac¢na dvojice (t£ tF) kanonickych termii z Tx takovych, Ze operdtor DI, posild
term t na term t' tehdy a jen tehdy, pokud je dvojice (t,t') instanci dvojice (tL t2).

(#4) Pro kazdé slovo u na Ay, je operdtor DI, neprazdny a term t{; je linearni; v tomto
pripadé term t nalezi do definiéniho oboru operatoru DI, tehdy a jen tehdy, pokud je

kostra termu t podmnozinou kostry termu t£.

Priklad 5.8 Existuji LDI-operatory, jejichz defini¢ni obor je prazdny. Uvazujme napii-
klad operator 1y « Iy o 1;1. Operator 1.1 posila kazdy term t na term ¢ -t -¢. Podle
lemmatu 5.6 term ¢ - ¢ -t nendleZi do defini¢niho oboru operatoru 1;17 protoze se jeho levy
podterm lisi od jeho pravého podtermu. TakZe operdtor 1,.1.,-1 je prazdny.

P#iklad 5.9 Dvojice (t£,¢f) pro b1, = ny « Ia] « Dy je predstavena na obrazku 5.3.
Popis, jak najit tyto termy je dén v [12].

I L1
T1
o I3 xr1 9 IT1 I3

Obréazek 5.3: Dvojice (t%,t%) pro pi, = Dy« 15" « D;.

wI w

Predchozi vysledek mtize byt zobecnén pro ptipad vice operatori.
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Tvrzeni 5.10 Budte wq,..., w,, slova na ALl. Pak je priinik defini¢nich oborti operéa-

torti Dly,,..., DI, budto prdzdny, anebo se jednd o mnozinu vSech substituenti jed-
noznacného kanonického termu t517...,wm' Jsou-li wy,...,w,, kladna slova, pak nastane

druhy pripad a term tﬁ)] . w, J€ linedrni.

5.2 Relace v geometrickych monoidech

V této sekci studujeme relace v geometrickych monoidech LDI a LDLI a nalezneme tii
druhy relaci. Diky témto relacim odvodime vztah mezi LDI-ekvivalenci a LDLI-ekvivalenci.
Dtikaz se hodné podoba tomu pro LD, ale je tfeba jej zde udélat, protoze nevime a priori,
zda operdtory T splhuji stejné vlastnosti jako operdtory D.

Definice: Pro w slovo na A%! a v adresu z A, zna¢ime sh.,(w), nebo jednoduse vyw,

v-posun slova w definovany jako slovo, které se dostane z w nahrazenim kazdé adresy a®!
adresou ya*!.

Lemma 5.11 Pro kazdé a, DI, = DI, implikuje Dig, = Dlgy -

DUKAZ: Jednoduché indukce podle lg(w) ukéze, 7e t nalezi do definiéniho oboru opera-
toru DIy, tehdy a jen tehdy, pokud sub(t, a) ndlezi do definiéniho oboru operatoru DI,,.
V tom piipadé se term t » DIy, dostane z ¢ nahrazenim podtermu sub(¢, ) jeho obrazem
pii DIy,. [ ]

Prvni druh relaci v G, vyjadiuje, Ze operatory pridruzené ke kolmym adresam maji
nezavislé akce.

Tvrzeni 5.12 Budte a a 8 dvé kolmé adresy v A.,,. Pak operdtory DI, a Dig komutuji.

DukAz: Podle lemmatu 5.6 term ¢ nalezi do defini¢niho oboru termu D1, » DIz tehdy a jen
tehdy, pokud je kostra termu sub(¢, ) dost velkd a pokud je kostra termu sub(¢, 8) dost
velkd. Tyto dva podtermy jsou disjunktni, a tak vidime, ze obraz termu ¢ pfi DI, « DIg
stejné jako pii DIg « DI, znamend nahradit podterm sub(f,a) termem sub(t,a) - &
a podterm sub(t, §) termem sub(t, 3) « &. [

Dusledek 5.13 Budte wi a ws dvé slova na Al takovd, Ze vSechny adresy z w1 jsou

LDI

kolmé na adresy z wa. Pak DI, a DI, komutuji.

Nyni pro kazdé kladné slovo u definujeme dédice mnoziny adres B. Dédicové jsou
adresy, které se dostanou jako obrazy mnoziny B pfi operdtoru DI,.

Definice: Bud B mnoZina adres z A, a bud u slovo na A;p;. Mnozina Heir(B, u) vSech
dédici adres z B pii operatoru DI, je definovana induktivné:
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(i) Heir(B, u) existuje tehdy a jen tehdy, pokud Heir({$}, u) existuje pro kazdou adresu
v B, a vtom pfipadé méame Heir(B, u) = U,BeB Heir({8},u);

(i1) Pro kazdé B méame Heir(B,e) = B;

(i31) Pro kazdou adresu o v Ay, je Heir({8}, @) definovana jako:

{6} pro 8 L a nebo § = ally,
00 10 = al
Heir({},a) = { (200107} pro §= a0y, pro o € Au,
{a01v} pro 8 = al0x,
neni definovana pro § C al,
{6} pro 8 L «a,
Heir({8},a) = < {a0vy,aly} pro 8 = a, proa € A,

neni definovdna pro 8 C a.

(iv) Pro u = a - up méame Heir(B, u) = Heir(Heir(B, ), up), pokud existuje.

Ctenaf mize okam7ité ovétit nasledujici lemmas:

Lemma 5.14 Bud' u slovo na A, a bud 3 adresa.

(i) Mnozina Heir({3},u) existuje tehdy a jen tehdy, pokud je néjakd vnéj§i adresa termu t-
predponou adresy [3.

(i1) Pokud je Heir({8},u) definovdna, pak je Heir({8~v},u) také definovdna pro kazdou
adresu y a plati Heir({8v},u) = {#'y; p' € Heir({8},u)}.

(i11) Prvky kazdé mnoziny Heir({8},u) jsou navzdjem kolmé.

(iv) Predpoklddejme t' = t » u a 8 v Skel(t). Pokud je Heir({8},u) definovdna, pak
plati sub(t', 8') = sub(t, ) pro kazdou ' v Heir({8},u).

Bod (iv) implikuje pro kaZdou vnéjsi adresu « termu ¢, Ze mnoZina Heir({a},u) jsou
externi adresy termu ¢'. Specidlné, je-li ¢ linearni, pak je mnozina Heir({a},u) mnozinou
v8ech vnégjsich adres o' termu ¢’ spliwjicich sub(¢', a’) = sub(t, a).

Priklad 5.15 Ptedpoklddejme DI, = Dy « I1g. Je evidentni, Ze term ¢~ je z; - 25 - 23. Pak
nejsou pro adresy & a 1 mnoziny dédica definoviny. Pro ostatni adresy plati Heir({0},u) =
{00,100, 101}, Heir({10},u) = {01} a Heir({11},u) = {11}.

MizZeme ted piedstavit druhy druh relaci, a to relace vazané na dédi¢nost.

Tvrzeni 5.16 Necht je u slovo na Ay, necht je § adresa z A a necht je Heir({5}, u)
definovana. Pak plati

Dg * DI, = DI, * H Dgr, (5.1)
B'€Heir({B},u)
I3 * DI, = DI, » H Igr . (5.2)

B'€Heir({B},u)
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DUKAZ: Tvrzeni dokdzeme indukci podle lg(u). Pro u = € je tvrzeni evidentni. Necht
je nyni DI, = 1,. Mnozina Heir({8},u) existuje, a tak je a budto kolmé na S, anebo
je predponou 3. Kolmy ptipad je feSen tvrzenim 5.12. Necht je tedy ay = 3. Chceme
dokazat Dg * 1o = I * Daoy * Dai~y- Bud ¢ term. Term ¢ nalezi do defini¢niho oboru opera-
toru Dg » I, tehdy a jen tehdy, pokud adresa 510 nélezi do kostry termu ¢. Term ¢ nélezi
do definiéntho oboru operatoru 1o * Dygy * Da1 tehdy a jen tehdy, pokud adresy a0vy10
a alv10 nalezi do definiéniho oboru operatoru ¢ « «, coz plati pravé tehdy, kdyZz adresa ary
néalezi do kostry termu t. Takze operdtory Dg s 1o a Ty * Dagy * Da1y maji stejny definiéni
obor a jednoduchy vypocet ukize, ze si jsou rovny. Argument je podobny pro operator Dg
aproa € A

Predpokladejme ted lg(u) > 2, feknéme u = a-uyg. Dle definice, predpoklad 7e Heir({3},
existuje implikuje existenci mnozin Heir({$}, a) a Heir(Heir({5}, a),uo) a Ze ta druhi je
rovna Heir({8}, u). Dle indukéniho piedpokladu plati

DIg » DI, = Dly * H Digr « Dly, -
B’'€Heir({B},a)

Opét dle indukéniho predpokladu plati pro kazdou g’ z Heir({8}, )

Digr « Dly, = Dy, * H Digr,
3" €Heir({3'},u)

DIg * DI, = DIy, » H H Digr .

B'€Heir({B},a) B"" €Heir({B'},u)

a dostaneme

Nyni jsou podle lemmatu 5.14 (ii) adresy ' po dvou kolmé, pfislu§né operatory komutuji
a dvojity soucin ve formuli je roven vyrazu Hﬁ,eHeir({ﬁ} ) Dl [ |

Predstavime nyni druh rovnosti, které nejsou relacemi monoidu G;p;, protoze operatory
maji razné defini¢ni obory. Nicméné, tyto obory se li§i pouze malicko: kazdy term, jehoz
je adresa « externi adresou, nalezi do definiéniho oboru 1, a nendlezi do defini¢niho
oboru Ty * Dy.

Tvrzeni 5.17 Bud' t term a « adresa. Pokud adresa al naleZi do kostry termu t, pak
plati
telgr oDy =tsT,. (5.3)

DUKAZ: Adresa al nélezi do kostry termu ¢, takze podterm sub(t, a) je ve tvaru ty - 9.
Nyni operétor Iy » Dy posild tento podterm na (¢ - t2) - (1 - t2), stejné jako operator 1.
|

Pro to, abychom predstavili tfeti druh relaci, potifebujeme nejdiiv zavést operator,
ktery odpovida stejnomérné distribuci.
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Definice [12]: Pro ¢ term definujeme slovo d; na A, jako:

0 =

{8 kdyz je t proménné, (5.4)

g - ].(S,g2 . O(Stl pro t= tl . t2.

Tvrzeni 5.18 [12] Budte tq,t,t' termy. Pak term to - t' ndlezi do defini¢niho oboru ope-
rdtoru Dg, tehdy a jen tehdy, pokud kostra termu t' obsahuje kostru termu t. Operator Dg,
posila ty -t na tg x t.

Ptiklad 5.19 V [12] je dokdzéno, Ze slovo d; je sou¢inem vSech vnit¥nich adres termu ¢,
uspofddanych relaci >. Mé&jme ¢t = z; - (z2 - T3 - T4) - ¥5. Existuji ¢ty¥i vnitini adresy v ¢
a slovo é&; je rovno & - 1-10 - 101.

Treti druh relaci se vaZze na slovo d; :

Tvrzeni 5.20 Bud u slovo na A, takové, Ze DI, posild term t na term t'. Pokud t neni
proménna, pak plati:

Dg, * DI, = DIy * Ds,, - (5.5)

t

DUKAZ: Myslenka dikazu je nasledujici: kdy? mé operator Dis, akci na termu tg - t,
distribuuje se term ty do v8ech listd termu ¢. Akci operdtoru D1, dostaneme term #q * t'.
A to je totéz jako pouzit nejdiiv DIy, na ty -t a poté stejnomérnou distribuci.

Dokézeme tvrzeni indukci podle u. Tvrzeni je uz dokdzano v [12] pro u z A},, pred-
pokladdejme tedy u mimo A;p. Tvrzeni je evidentni pro v = ¢, pfedpokladejme lg(u) = 1.
Ponévadz u nepatii do A, mame u = «a pro adresu a z A,. Pouzijeme indukci podle
délky adresy « jakozto slova na {0,1}. Pfedpokladejme nejdiive o = &. Mame ovéfit
rovnost Ds, * Ty = Iy * DIs,, , kde T4 posila ¢ na t'. Dle indukéniho piedpokladu neni term ¢
proménnd, a tak plati

Ds, * Iy = Iy * Dos, * D1g, = I1 * Dy ¢ D14, * Dos, = I1 * D5, -

Piedpoklddejme ted @« = e s e = 0 nebo e = 1. PiSeme t = 1 - to a t' =t} - t}.
Pfedpoklddejme nejdiiv e = 1. Relace t' = ¢ » a implikuje ¢} = t; a t) = t2 « 3. Oba
operatory maji akci na termech, jejichz kostra obsahuje adresu 11, takze term ¢, neni
proménnd. Podle indukéniho predpokladu plati Ds,, 15 = Tig D, » & dostaneme podle
lemmatu 5.11

Dg ¢ Dig,, *Tig = Dg * Ti1g * Dwt,g .

KdyZ se obé strany vynasobi ¢lenem Dy, , ktery komutuje s 1115 diky kolmosti, pomoci
faktu, ze Dy a 1113 komutuji dle tvrzeni 5.16, dostaneme

Dg, * T1g = Dg * D14, * Dos,, * T1p = l11p * Dy * Dwté * Dog,, = T1g * Dy, -
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Argument je podobny pro a = 0.

Piedpoklddejme nyni lg(u) > 2, feknéme u = « - ug, s @ v A,p. Necht DI, posild ¢
na t" a podle indukéniho predpokladu plati

Ds, * Dl * DIy, = Dl1qn * Dﬁtu ® Dy, = Dl1g ® Dliy, D(it; = Dly * Dﬁt/ -

t

Nyni dokézeme, 7e dva termy jsou LDLI-ekvivalentni pravé tehdy, kdyz jsou LDI-
ekvivalentni a maji stejnou pravou vysku.

Definice: Pro t term definujeme pravou délku jako:

rht(t) =0 kdyZ je t proménné,

5.6
I‘ht(t) = rht(tg) +1 pro t= t] . t2. ( )

Vidime, ze prava vyska termu t je délka nejpravéjsi vétve termu .
Nejdriv predstavime tfi pomocné vysledky:

Lemma 5.21 Pro kazdé w na Ai} takové, Ze defini¢ni obor operatoru DI, neni prazdny,
plati
DI, * Iy = Iy ¢ Dy, * Dljy (5.7)

DUKAZ: Term t nélezi do defini¢niho oboru operatoru 15 « DIy, * DIj, tehdy a jen
tehdy, pokud néalezi do defini¢niho oboru operatoru DI,,. Poté dva operatory posilaji ¢
na (t«w) - (t+w). ]

Lemma 5.22 Pro kazdé slovo w na AL} takové, Ze definiéni obor operatoru D1, nenf

LDT

préazdny, existuje slovo w' na ALl a ¢isla p a ¢ takova, Ze plati
DI, = 15 « DI o 1,7 (5.8)

Specialné je ¢islo p mensi nez pocet adres ve w, které jsou ve tvaru 1¥ € A, a ¢islo ¢ je
mensi ne# podet adres ve w, které jsou ve tvaru (1¥)~1 € A1,

DUKAz: Podle tvrzeni 5.17 a podle induktivniho argumentu plati

Toie = I -D;] .]‘);11 . 'D;11L

Ozna¢me wyq slovo, které se dostane ze slova w nahrazenim kazdé adresy 1¥ z A, s k > 1
ekvivalentnim slovem. Slovo wyq je slovo na (A p,U{@;})*". Nyni dokadZeme lemma indukci
podle poétu adres g*! € Ali] ve slové wy. Pokud neni 74dnd takova adresa, vysledek
plati. Predpokladejme nyni, Ze mame alesponn jednu. Necht je nejdfive DI,, = DI,
Iy » DIy, kde w; je slovo na ALl Podle lemmatu 5.21 plati DI, * Iy = Iy * Digy, *

LDLI*®

KAPITOLA 5 GEOMETRICKE MONOIDY 203



SEKCE 2 RELACE V GEOMETRICKYCH MONOIDECH 205

DIy, a slovo Owp - 1wy - wo obsahuje méné adres g*l e Alﬂ ne7 slovo wg. Argument
_ 1 . 41 , , Y
pro DIy, = DI, * I « DI, kde wy je slovo na A7 je podobny. Posledni mo7ny piipad

LDLT

je DIy, = DIy, * T '« DIy, * Iy * DIy, kde wg je slovo na AEL. Plati

LDLI®

—1

—1
T, ® DIy, * Ty = Dliyg * Dlgyg * T ¢ Ty = Dlyg, * Doy,

a slovo ws - lwg - Owg - wy obsahuje ménd adres g*! € AF! nez slovo wy. n

Piiklad 5.23 Pedpokladejme DI,, = 1;' « Dy » Dy * Iy« Dy * Ipg * Iy ' » I11. Snadno se
oveii, ze term z - ((y - 2) - (- 2)) - (y-2)) - (((y - 2) - (y-2)) - (y - z)) nédlezi do definiéniho
oboru operatoru DI,,. Nyni mame

—1 —1
DIy =1; 7 « Dy * Do * Iy ¢« Di1 ¢ Ip1 * I~ * T1q
_ —1 -1 -1 1 —1
=Dgyel, *DyeDyelyeDigelgeDy 1y *Ily*Dy D
—1 —1 -1 -1 -1
= Dg * Dy ¢ Dgo-Dio * 1y *lg Iy *Do11 * D111 * oo * l1o * Doy * Dyg ¢ Igg * Lo
—1 —1
*Dy Dy =1Iyge*Dge*Dyg*Dgg*Dip* Do1 *Di1* Dgoo * Digo * Doio

—1 -1 -1 -1 1 1
* D110 * Do11 * D111 * loo ®* 110 * Dgg * Dig * lgg * lig * Dy * Dy

Lemma 5.24 Budte t,t' dva termy spliujici t ' ¢/, Pak plati t Copy, t' nebo t' Copn t.

DUKAZ: Bud w slovo spliwjici ¢ « w = t'. Podle lemmatu 5.22 plati ¢ « & « DI «
1,7 = t'. Oznaéme t; term ¢t « 15 a ) term ¢’ « 1%. Plati # "Z' ¢ a tak termy t; a t|
maji spole¢nou LDLI-expanzi, feknéme t,. Term ¢ je iterovany levy podterm termu ¢,
a tak podle disledku 4.32 existuje adresa « v obrysu termu ¢y takova, ze fez termu t,
v adrese « je LDLI-expanzi termu ¢. Stejné tak existuje adresa ' obrysu termu t5 takova,
7e fez termu ty v adrese ' je LDLI-expanzi termu ¢'. Nyni plati @ < o' nebo o' < a.
Pokud plati a < o', pak je term cut(ts, @) fezem termu cut(te,a’) a podle tvrzeni 4.34
plati t Ty, t'. Stejné tak v piipadé o' < a plati ¢/ Ty, t. [

Nyni dokdzeme, 7e dva termy jsou LDLI-ekvivalentni tehdy a jen tehdy, pokud jsou
LDI-ekvivalentni a maji stejnou pravou vysku. Pro tento diikaz potfebujeme domnénku 4.44.

Tvrzeni 5.25 Je-li domnénka 4.44 pravdivé, pak dva termy t at' jsou LDLI-ekvivalentni
tehdy a jen tehdy, jsou-li LDI-ekvivalentni a maji stejnou pravou vysku.

DUKAz: JelikoZ identity LD a LI zachovavaji pravou vysku, ten netrividlni smér je ‘<.
Budte t a #' dva LDI-ekvivalentni termy se stejnou pravou vySkou. Podle lemmatu 5.24
plati t T, t' nebo t' Ty, t. Pfedpokladejme bez ijmy na obecnosti t' T, t. Oznacme tg
t-Oyp-normalni term, ktery je LDI-ekvivalentni termu ¢, t; ¢-0,,,-normalni term, ktery je
LDLI-ekvivalentn{ termu t a t5 t-0,p;;-normélni term, ktery je LDLI-ekvivalentni termu #'.
Podle lemmatu 4.41 je term t, fezem termu OF ¢ pro né&jaké k. Termy #; a to jsou
LDI-ekvivalentni termu tg, a tak, podle domnénky 4.44, jsou LDI-expanzemi termu tg.
Oznafme tg » uy = t1 atg » us = ta2 s u a v slovy na A,p,. Podle lemmatu 5.22 plati D1y, =

1 « DI, proi = 1,2, kde w; je slovona A%l . Take plati t; « DI,;! « 1,7 « 157 « DI, = t5.
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Slova wy a wy neméni pravou vysku termt a plati rht(¢;) = rht(¢s), takze mame p; = po.
A tak plati ¢y » DI;]] * DIy, = ty. Ponévadz je term ¢ LDLI-ekvivalentni termu ¢; a term ¢
je LDLI-ekvivalentni termu ¢, tyto dva termy jsou LDLI-ekvivalentni. [ |

5.3 Syntaktické relace

V této sekci studujeme monoidy definované zakladnimi relacemi platnymi v geometric-
kych monoidech. Z téchto relaci odvodime vSechny ostatni typy relaci, které byly dokdzany
pro geometrické monoidy a specialné i konfluenci.

Definice: Mnozina A, je definovana jako mnozina symbolt di, s a z A,y. LDI-relace
je jedna z dvojic slov na A;p; mezi nasledujicimi relacemi:

(dyoa - dy15 5 dy1 - dyon) typ L
(1y0a - dy18 5, dy18- 1y0a) typ L
(dyoa 1418 5 1418 - dyoa) typ L
(1100 - iy18 5 1118 1y00) typ L
(dyoa - dy , dy - dyooa - dyi0a) typ DO
(dyi0a - dy , dy - dyo1a) typ D10
(dyi1a - ds , dy - dyira) typ D11
(dy1-dy - dysdyg, dy-dyy - ds) typ D1
(Lya iy, 1y - lyoa - iyia) typ I
(dya iy, 1y dyoe - dyia) typ DI
(1500 - dy 5 dy is000 - iy100) typ IDO
(100 - dy 5 dy - Ly01a) typ ID10
(iy10-dy - dyo , dy-iq0) typ ID10+
(iy11a - dy , dy-iy11a) typ ID11
(i1 dy - dyy - doo , dy-is) typ ID1
(diyo iy - ds, dige-is) typ C
(dy -iy11-dy1, dy-ig) typ C
(iy1-dy - diyia s 1y - diyig) lg(a) > 1 typ C
(iy1-dy-dy, iy-dy) typ C
(iy1-dy-dy1, iy -dya) typ C

Mnozina A, je definovdna jako mnozina symbold di, s a v A,,,. LDLI-relace je TLDI-
relace (u,v) takovd, 7e u a v nalezi do A,p,. Pro X systém LDI, LDLI je relace =
definovana jako kongruence monoidu A}, generovani X-relacemi, a relace =, je defino-
vana jako kongruence monoidu (AX!')* generovand d-relacemi a relacemi (di. - di 'e)
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a (diy'-diy,e).

Tvrzeni 5.26 Prou,v v A? relace di, = di, implikuje DI, = DI,,.

LDT

DUKAzZ: Vysledek sta¢i dokdzat pro dvojice LDI-relaci. Tvrzeni 5.12 dava vysledek pro
typy L, Tvrzeni 5.16 pro typy DO, D10, D11, I, DI, IDO, ID10 a ID11. Tvrzeni 5.20
poloZenim ¢t = x -y -z a DI, = Dy dava vysledek pro typ D1, polozenim ¢t = z-y a DI, = I4
pro typ ID1 a polozenim ¢ = = -y a DI, = Ip, pro typ ID10+. Nakonec tvrzeni 5.17 dava
vysledek pro typ C. [

Jestlipak je obrdcené tvrzeni k 5.26 pravdivé, tzn. jestlipak D1, = DI, implikuje di, =}
di,? Odpovéd je zdporn4 pro ekvivalenci = . Plati

. . s 4+ - . . . 4+ . . . 4+ . . 4+ .
10 100 * Lo = 10 "0 * Looo * 010 =y 10 " o1 ° do - 1000 - Lo10 =im o " lo1 - o0 - do =iy oo do

ale v sekci 4 dokazeme, 7e plati iy -1go-10 27, i0-10-do. Naproti tomu odpovéd pro

ekvivalenci = zfistdvd neznama.

Dokéazeme nejdrive, ze I-relace davaji stejné druhy relaci jako jsou ty, které jsme nalezli
v geometrickych monoidech. Je tfeba udélat cely vypocet formalné, nebot nevime, jestli
se vSechny relace platné v geometrickych monoidech pfenéseji do syntaktickych relaci.

Tvrzeni 5.27 Pro u,u’ dvé slovana A, a a v A relace di, =} di, implikuje dia., =7
digy . Pro w,w’ slova na Ani] relace di,, =y di, implikuje digy =n digw: -

DuUkaAz: Staéi to dokdzat pro (di,,di,) =-relaci. Pokud je (di,,di,) H-relace, pak je
dvojice (digu, dia,) také x-relace. [

Lemma 5.28 Budte u; a us dvé slova na A, takovd, 7e vSechny adresy v u; jsou kolmé
na vSechny adresy v us. Pak plati

diy, - dig, =7 di, - diw (5.9)

diy, - diu, iy =1, iy - digw, - dlow, - ditw, dit, (5.10)

digy, - digy, - dg E;r dgy - dipgow, - dioous - Ai1ow, Aitowu, (5.11)

dirou, - dirou, - dg = dg - digru, dioru, (5.12)

dijgy, - ditie, - dg E'I'j' dy - digge, ditiu, (5.13)

DUKAZ: Pouzitim indukce podle 1g(u1) + lg(us). |
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Tvrzeni 5.29 Necht je u slovo na A, necht je § adresa z A a necht je Heir({5},u)
definovana. Pak plati

dg-di, =f di,- [[ 48,
BeHeir({B},u)
ig-di, =fdi,- [ 8.
BeHeir({B},u)

DUKAZ: Dikaz je podobny tomu od tvrzeni 5.16. Pro u délky 1 tvrzeni plati diky jedné
z relaci typu L, DO, D10, D11, I, DI, IDO, ID10 nebo ID11. Pro u vétsi délky staci znat
lemma 5.28 a zbytek se podoba dikazu tvrzeni 5.16. ]

Tvrzeni 5.30 Necht je u slovo na Ay, necht t neni proménnéd a necht DI, posild t na t'.
Pak plati
ds, - di, = diyy - ds,, . (5.14)

DUKAzZ: Dikaz pro u v A¥, je proveden v [12] pfedpokladejme tedy u ¢ A’ . Vysledek
dokézeme indukci podle 1g(u). Pro u = e vysledek plati, pro u = a provedeme indukci
podle délky a. Ozna¢me t = t; - t5. Pro di, = iy plati

ds, - diy = dg - dis,, - dos,, “ig

=/ dg -ig - dors,, - di1s,, - doos,, - dios,, (DI)
=f, 11-dy - di-do - dous,, - diis,, - doos,, - dioa,, (ID1)
=/t dg - dug, - dos, = divy - ds, - (L)

Nyni predpoklddejme di, = ip. Pro t; proménnou plati

ds, - diy = dg - dis,, - 1o
Ej.;)m dg 1o+ dl{;tz (J-)
110 -dy - d15¢2 -dg = diiy - d(;t, . (ID10+)

—+
—LDLI
Pro t; = t3 - t4 plati

ds, - diy = dg - dis,, - dos,, ~ 1o
.+ :
=ou Ao 10 - doo - do1 - dooos,, - dot0s,, - doots,, - do11s,, “d1s, (DI

t10-dg - dig,, - do - do1s,, - doos,, = diru-ds,, - (ID10+)

=+
~—LDLI

Méjme nyni o = 08 s § neprazdnou v A, respektive v A;. PiSeme t' =t} - t} a vime,
ze DIg posild t1 na t}. Dle indukéniho predpokladu plati ds,, -ip = lig- ds,, - Podle
‘1
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lemmatu 5.27 plati dos,, - ios =015 dos,, a nalezneme
1

ds, - diy = dg - dis,, - dos,, -log =, dg - dos,, -i0s - dis,, (L)
=F dg -l doat,] ~disg,, (pfedp.)
=} ditos - ds - i, - dos,, = dire-ds, - (ID10)
Argument pro a = 18 je podobny a indukce podle lg(u) je snadné. ]

Lemma 5.31 Pro vsechny t;,ts plati
déf,]*tg EI.+DI.I d(StQ : H (doz : don(Sf,l )
a€Out(ta)

DUKAZ: Tento soucin je korektné definovan, protoZe viechny adresy obrysu termu £ jsou
po dvou kolmé. Dokézeme lemma indukei podle #5. Kdyz je t2 proménnd, plati ds,

wtg

d(jt] = dy - dggh . Predpokladejme tedy to = t3 - t4. Plati
d6t1*t2 = dd(tl wtg) (t1 %) dﬂ ’ dlat]*t4 ’ d06t1*t3 (def)
E:BLI dg - dléu : H (dia - dlaoéh ) - d06t3 : H (dog - doﬁo(s,,1 ) (pfedp.)
a€eOut(ts) BeOut(t3)
Ej;)m d5t2 ’ H (da ’ dOéU(Sf,l ) (l)
a€Out(t2)
Coz je hledany tvar. [

Lemma 5.32 Pro kazdy term t a kazdé slovo u na A, plati
digy-ds, =5 ds, - J]  diaou- (5.15)
aceOut(t)

DUKAZ: Necht je to term v definiénim oboru operdtoru DI, a oznacme t{, term tg » DI,.
Pak operator Dlg, - D5, posild tq - t na t{ x t. TakZe lemma vyplyva z tvrzeni 5.29. ]

V kapitole 4 jsme dokéazali, ze expanze jsou konfluentni. Tento vysledek, ptrelozen
do fe¢i monoidt, 1ké, ze kazda dvojice prvk ma spoleény nasobek. Abychom to mohli
dokazat, zavedeme prvky, které odpovidaji expanzim Ot.

Definice: Pro t term definujeme prvky A}” a AP induktivné:

AL iy kdyz je t proménna, (5.16)
! sh(A) - dgs, AP prot =ty - to,

ALPU € kdyz je t proménna, (5.17)
! sho(A})) - ds,, ALY prot =ty 1o,

kde shq(di,) znadi dig,,.
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Lemma 5.33 Necht mame t = t; - ty. Pak plati

(i) AF =7 shi(AF) - sho(AF) - ds,,., - (5.18)

(i) Af=fds, - [ sheo(APR)- AR, (5.19)
a€Out(tsa)

(iii) AP =F 4 shg(APY) - shy (AP, (5.20)

DUKAzZ: (i) KdyZ je t2 proménnd, vysledek plati pro AP, Pro A} plati
AP =sho(AF)) - ip =, sho(AF)) -1 - dg = sho(AY)) -shi (AY) - ds,,, ()
=1 shi (AF)) - sho(AF)) - ds,,, - (1)

Kdy? t2 neni proménné, pouzijeme tvrzeni 5.30 a dostaneme A¥ =7 shq(Ay, ) - shy(Ag,) -
dsy,, -

(#4) Plyne z lemmatu 5.32.
(#47) PouZijeme indukci podle t. Vysledek plati i kdy7 je ¢ proménnd. Pro t = t; - to

dostaneme

AP =, g (AR - dy,, -y -sho (A2 - shy (AY) (
= sho(A) -t sho(ds,,) sy (dy,,) - sho(AR) - shy (AR) (L)

i shoo () - shio (AY)) - sho ds,, - shs,, -sho(AR2") - shi (AR (

(

o L sho (A1) - shy (ALY)

—trDI

-+
—roI

coz kon¢éi dukaz. [ ]

Evidentné ocekdvame, ze obraz termu ¢ pfi A} bude term 0Ot. Pro kazdy term ¢
oznac¢ime t » di, term ¢« DI,,.

Tvrzeni 5.34 Pro kazdé t plati t « A} = Out.

DUKAZ: PouZijeme indukci podle t. Kdyz je t proménnd, tvrzeni plati. Mé&jme nyni ¢t =
t1 - to. Plati A% =t Shg(Atl) . Sh1 (Atz) . d(;aut2 LA pla‘r.i

t —n

te AY = (1 - t2) » (sho(Ay,) ~shi(Ay,) - ds, ., ) = (Outs - 1) « (shi(AY)) - ds,_,, ) =
= (6;17‘51 . 6;&‘52) . d(;ath = 6151 * 6t2

a to je to, co jsme chtéli dokazat. [ |

Nasledujici vysledek je prekladem vysledku, ze 9t je spole¢nou expanzi vSech zaklad-
nich expanzi termu t.

Lemma 5.35 Necht term t nalezi do definiéniho oboru operatoru DI, s a v A,. Pak
existuje slovo u na A, spliujici di, - di, = A%,
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DUKAZ: KdyZ je t proménnd, pak vysledek plati podle definice. Pfedpokladejme ¢ =
t1 - to. Pouzijeme indukci podle a. Pro di, = dg, vysledek plyne z lemmatu 5.33 (ii).
Pro di, = iy nebo di, = 1o, pouzijeme lemma 5.33 (iii). M&jme nyni a = 08 s § v Ay
neprazdnou. Dle definice slovo A} zac¢ind slovem shg A}, . Podle indukéniho pfedpokladu
je slovo AF ekvivalentni slovu dig-di, pro néjaké slovo u'. Takze dostaneme A} =}

di, - digw - ds,, -AF,. Argument je podobny pro a = 13 diky lemmatu 5.33 (7). ]

Nasledujici lemma ik, ze slova AF rostou s expanzemi.

Lemma 5.36 Pokud adresa a 7 Ay posild t na t', pak existuje slovo u na A takové, Ze
plati di, -A% =F A% - di,.

t' —n

DUKAZ: Vysledek dokdzeme indukci podle a. Pro di, = iy plati

. LDI — LDI LDI —+ LDI =
diy AV =" iy -shg (AY") - shy (AY) - ds,, AP iy - ds, -

—LDI

Pro dlm = i() at= t1 . t2 plati

dig AP =5 do - sho (AP, ) - shy (APY) - ds,, (L 5.33)
fxm o - shoo (A - shor (A}Y) - dosa, sy (ARY) - ds, ., (L 5.33)
= sho(AL) - shi (AR") 1o - doss,,., * dbs,, e, (1, DI)
=ou Sho(AR) - shi (ARY) - ds,, ., TLacout(armmts) (50 - dgoss,., ) (L 5.32)
=0 AP Tgeout(ooutz) (80 - dgoss,,., )- (L 5.33)
Piedpoklddejme di, = dgy at =t - (2 - t3). plati
do A = A’(jtrh)'(tl'ta)
E: dg -sho(A),,) - shi(AF. ts) d58,,(t1 ts) (L 5.33)
=} dg - shoo(A}) - shor (A - dos,,,, ~shio(A}) - shyg (AP")
L ST E P (L 5.33)
= sho(AY) - dg - shor (A) - shyy (AF) - dosy,,., - diss,
by o0 (L, L0, ILO)
=1 sho(A") - shi(AR) - dg - shii (AF) - dos,,, ., - diss,,
s, c0urs (L10, IL10)
=1 sho(A®) - shyg(ARY) - shyq (AY,) - dy - dos,,,, - diss,,
sy iy nis (L11, IL11)
=1 sho(A®") - shig(APY) - shyp (AL) - dsy oo,
“dg,., T(da - daoss,., ) (L 5.31)
= sho(A®") - shig (ARY) - shyi (AF,) - dus,,,
“ sy, ipe0,es (da - daoss,,., ) (L 5.30)
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= shy(A}) -shy (APY) - ds

to-tg

Buoui(to t3) H(da ) daO(Sf)mtl) (L 533)
=5 ALt?L.I(tQ.tg) 1(da - daoss,,,,, )- (L 5.33)

Nyni pfedpoklddejme a = 05 a t = t; - t. Ponévadz ig posila ¢; na néjaky term,
feknéme t, plati iz -A% =F A¥ - di, pro n&jaké slovo u'. Takze plati
1
oA = i0s A%, = fos -sho(A) - ds,, A,
E: ShO(AE?I) . di[)u/ . Sh1 (Ai) . d(;ath (pf?dp)
=7 sho(A})) - shi(AF) - ds,,, “T(digow) (L 5.32)

E: A? . H(diﬁ(]ur).

Nakonec pfedpoklddejme o = 13 a t' = t; - t. Dle predpokladu plati ig-A} =}
2
A%, - di,. Nalezneme

i -AY =5 115 -shi(A%) - sho(A})) - ds

5 L Bath
= shi(AF) - diry-sho(AR) - ds, , (predp.)
E: Sh1 (A?Q) . ShO(AE?I) . d(;ath . diu/ E: A? . diur (L 530)

kde rovnost diy, - ds, |, =1 ds, +, - dw plyne z lemmatu 5.30, jelikoz plati ¢, (ig -Af,z) =
ath . t
8nt’2 =1tg . (Ai . diu/), a tak plati 8nt12 = 6Ht2 o d, . ]

Lemma 5.37 Necht je u slovo na A, a necht DI, posild t na t'. Pak existuje kladné
slovo u' spliujici
di, A% =5 A¥ - diy . (5.21)

t' —n

DuUkAzZ: Pouzijeme indukei podle lg(u). Pro u = € je vysledek trividlni. Pro lg(u) = 1
je vysledek znénim lemmatu 5.36. Predpokladejme nyni u = wuy - us, kde ani u; ani us
nejsou prazdné. Bud ¢; = ¢ - p1,. Dle indukéniho pfedpokladu existuji u} a wf spliu-
jicl di,, A}, =F A} - dig a di, A} =r A} - di,,. Z toho odvodime di, -Aj =F

diy, -AF - diy, =f AY - diy, - diy. n

—n

V kapitole 4 jsme dokazali, ze kazdd H-k-expanze termu t ma 0%t jako m-expanzi.
Vyjadfime nyni tento vysledek pomoci operatori di.

Definice: Pro kazdy term ¢ polozime A% = ¢ a FAF = AX- A% ... AR
=

Lemma 5.38 Bud u slovo na A délky nanejvys k a bud t term z definiéniho oboru

operdtoru D1,. Pak existuje slovo v’ na A, spliwjici di, - di, =7 AS
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DUKAZ: PouZijeme indukci podle k. Pro k = 0, je vysledek trividlni. Jinak piSeme v = ug-a

s @ v Ay. Dle indukéniho pfedpokladu existuje kladné slovo vy spliwjici di,, - di,y =1
k1A% Bud # obraz termu ¢ pii DI, . Dle pfedpokladu nélezi term #' do defini¢nfho oboru
termu DI,, a tak podle lemmatu 5.36 existuje kladné slovo v, které splije di, -di, =f
A¥. Pouzijeme lemma 5.37 na termy t' a X't a vidime, Ze existuje kladné slovo v

které splhuje di,, -A =1 A} - di,y. Vyvodime z toho

X =
oF 1y Tm

di, - diy - diyy = diy, - dig - di, - digy =5 diy, A% - diy =

0o —n
—+ qz : —+ k—1Anx x| _ kan
=g diy, - diy A = AY - = "AJ.

)=
k=1t —m k="t

Takze vysledek dostaneme polozenim v’ = v - vf). ]

Tvrzeni 5.39 Budte u,v dvé slova na A, délky nanejvys k. Pak existuji slova u',v'
na A, spliujici
di, - diy =} di, - die =F *an . (5.22)

—nu th |

DUKAZ: Podle tvrzeni 5.10 prinik defini¢nich obort operatort DI, a DI, sestdva se sub-
stituenti termi ¢/ . Pouziti lemmatu 5.38 na ¢, d4 dvé kladnd slova v’ a v’ takova,

ze di, - di, a di, - di, jsou =] -ekvivalentni termu kAf”L . [ |

Yu, v

Dokézali jsme, 7e relace = popisuji dostatecné dobfe geometrické monoidy v tom

smyslu, 7e vysledky dokdzané pro geometrické monoidy také plati pomoci relaci =F. To
nam umozni pracovat spise s relacemi = nez s geometrickymi monoidy a pouzivat metody
zalozené na prezentacich, jako tfeba metodu prevraceni slov v pristi sekci. Zakonéime tuto

sekci dvéma vysledky o ekvivalenci =,. Prvni z nich je analogii vysledku 4.12.

Tvrzeni 5.40 Jestlize je w slovo na AL!, které obsahuje k kladnych adres, a jestliZe
term t nalezi do definicniho oboru operatoru DI,,, pak existuje slovo u na A spliu-
jici diy, - di, =, *AR.

DUKAZ: Argument je podobny tomu pouZitému v dikaze lemmatu 5.38. Provedeme in-
dukci podle k. Pro k = 0 obsahuje slovo w pouze zaporné adresy a kdyZ definujeme u =
w™!, dostaneme di,, - di, =y €. Pfedpokladejme ted k > 0. PiSeme w = wq -a-val, kde a
je kladna adresa a vy kladné slovo. Dle indukéniho predpokladu existuje kladné slovo ug,
které splituje wg - ug =, * 'A%, Bud #' obraz termu ¢ pii DI,,. Existuje kladné slovo o',

které splije di, - di, =7 diy, -A‘;k,lf. Vysledek dostaneme poloZzenim u = v -v' - uj. m
ko1

Nakonec predstavime vysledek, ktery fika, ze dva x-ekvivalentni prvky maji spole¢nou
expanzi.
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Tvrzeni 5.41 Je-li w slovo na Aff] takové, Ze defini¢ni obor operatoru DI, neni prazdny,
pak existuji slova u,v na A, splhujici di,, =, di, - di,-1.

DUKAzZ: Okamzity disledek tvrzeni 5.40. ]

5.4 Syntakticky monoid

V této sekci studujeme monoid generovany LDLI-relacemi pomoci metody prezentace
s dopliiky, pfedstavené v [16]. Tato metoda ndm da algoritmus pro rozhodnuti problému
slov tohoto monoidu a umoziuje Fict, Ze tento monoid je s levym kracenim a ze usporadani
levou délitelnosti tvori svaz. Nezabyvame se LDI-relacemi, protoze jich je prili§ a prislusny
monoid stézi da stejné vysledky jako monoid LDLI.

Definice [12]: Bud A abeceda. Rekneme, 7e f je dopinék na A, jestlize je f ¢astecné
zobrazeni z A x A do A* splhujici f(z,z) = ¢, pro kazdé = z A, a ze f(z,y) existuje pravé
tehdy, kdyz f(y, z) existuje. Ozna¢ime =7 relaci generovanou relacemi (zf(z,y), yf(y, z))
s (z,y) v defini¢nim oboru zobrazeni f. Monoid pfislusejici f napravo je monoid A* fakto-
rizovany Ej{. Oznacime =y relaci generovanou relacemi (zf(z,y),yf(y,z)) s (z,y) v defi-

1

ni¢nim oboru zobrazeni f doplnénymi relacemi (zz~"', ) a (x~ 'z, ¢). Grupa prislusejici f

napravo je monoid (AU A~")* faktorizovany =;.

Definujme syntakticky monoid LDLI M,,,, jako monoid (AX!)* faktorizovany LDLI-

relacemi. Vidime, ze monoid My, prislusi jistému dopliku f napravo: mame

/

€ pro di, = dig,
dig pro 8 L anebo all C § nebo (fC a aa# 51),
ig pro dig =iz a (a = nebo a = 1),
. dia10y - diaooy pro 8 = a0y,
f(da, dig) = diam: ' pro B = al0y a 8 # alo,
100 pro B = «a10,,
dg-dg pro B8 = al,
ds - da - dgo pro a = 31,
(e pro di, = dig,
Fli, dig) = dig pro 8 L anebo (B C aa (a# 10 nebo 8 € Ay)),
dinoy - diaiy pro f = aya di, # dig,
Ldg - dgo proa=p£10a g € A.

LDI-relace nedévaji doplnék, protoZe mame napiiklad relaci iy iy =, iy 10 - 11-
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Prezentace s doplitky umoziuji pouzivat kombinatorickou metodu zvanou prevraceni
slov. P¥evraceni sestavd z postupného nahrazovani podslov ! - y podslovy f(x,y) -

fly, )~

Definice [16]: Budte w,w’ dvé slova. Rekneme, 7e w se prevraci (napravo) do w',
oznaceni w ~ w', pokud existuje posloupnost slov w = wy,...,w, = w' splhujici pro
kazdé i < k,

w; = w; - ’I‘;] i wy a wiv1 = wi - f(wi, i) - [y, .77,;)71 cw)

kde x; a y; jsou slova.

Vidime, ze w ~ w' implikuje w = w'. TakZze eventuelné dostaneme pievracenim slovo,
které je ekvivalentni slovu w a které je souCinem slova kladného a slova zaporného. Ale
prevraceni neni a priori deterministicky proces, v kazdé etapé se miize prevratit libovolna
dvojice slov 27 1y. Piesto je tento proces konfluentni a pokud dorazime ke slovu vu™1!,
pak je takové slovo jednoznacné.

Tvrzeni 5.42 [12] Kazdé slovo w se prevraci do nanejvys jednoho slova ve tvaru v -u~*

s u a v kladnymi slovy.

Definice [12]: Budte u a v dvé kladna slova. Definujeme u\v jako jediné slovo v’ takové,
7e v lu se prevraci do v'u'~! s v’ a v’ kladnymi, pokud takové slovo existuje.

Vidime specialng, 7e plati z\y = f(z,y) pro kazdé z,y v A. Pokud mame u\v = v\u =
€, pak plati u E]T v. Chtéli bychom, aby tato implikace byla ekvivalenci, tj. chtéli bychom
mit u EJT v pravé tehdy, kdyz plati u='v ~ .

Definice [16]: Rekneme, ze komplement je zprava homogenni, pokud existuje zobrazeni A
spliujici
Alzv) > Mw), Awz) > A(v) a Au) = A(v) (5.23)

proz v A au =7 v kladn4 slova.

Tvrzeni 5.43 [16] Bud M monoid prisluSejici napravo zprava homogennimu dopliiku f :
Ax A — A*. Pakrelaceu™'v ~ € implikuje u E]T v tehdy a jen tehdy, pokud je nasledujici
podminka splnéna pro vSechna x,y,z v A:

((@\g) \ (#\2)) \ ((9\2) \ (y\2)) = & (5.24)

Chceme dokézat, Ze monoid My, spliuje podminky tvrzeni 5.43. Za¢neme homoge-
nitou doplnku f.

Lemma 5.44 Doplnék f monoidu M,y je zprava homogenni.
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DUKAZ: Definujeme pro kazdé kladné slovo u

A(diy) = lg(th) — 1g(th)

Ponévadz di, =1, di, implikuje DI, = DI, plati t£ =L a tf =8 4 tak také A\(di,) =
A(di,). Dle definice plati ¥ = tL « a « u, a tak existuje substituce h spliujici t£  «

a-u
a=(thHhrath = (" 7 toho odvodime

) — lg(

W) =gt s o) +1g(th, - a) —lg(t.,)
(") —1g((t ) ) +lg(th, « o) —1g(th,)
") —1g((t)") = 1g(tl) = 1g(th) = A(dia).

Podobny argument ukdze A(u - @) > A(u), a tak je f zprava homogenni. ]

Tvrzeni 5.45 Doplnék f monoidu My, spliuje podminku 5.24.

DUKAZ: Budeme nejdiiv psat di, =" di, pro dvé kladn4 slova u a v, pokud se slovo v
dostane z u nékolika nahrazenimi podslova a; - as slovem as-aq s a L as. Mame lg(u) =
lg(v) a dokézeme indukei podle lg(u), Ze plati di,'-di, ~ . Pro u = ¢ je vysledek
trividlni. Predpokladejme u = « - ug. slovo v je ve tvaru vg - a - vy, kde kazda adresa z vg
je kolma na «. Ted mame

.1 . .1 .
di, - di, ~ di,; - diy, - di, Lodi, - diy, ~ di,, Lodiy, - di, ~e

dle indukéniho predpokladu, protoze plati di,, =1 diy, - diy, .

Nyni uz dokdzeme tvrzeni. Budeme uvazovat vSechny trojice di,, dig, di, z Aipu.
Jelikoz jsou LDLI-relace uzaviené na posun, mizeme predpokladat, 7e nejvétsi spolecnd
pfedpona adres a, # a v je adresa &.

Pripad 1. Dva prvky si jsou rovny. Piedpokladdejme di, = dig. Plati

(diq \ dig)\(diq \ diy) = €\(dis \ diy) = dis \ di,,
(dig\ dia)\(dig\ diy) = e\(dig \ di,) = dig\ diy;
(dig\ diy)\(dig\ di) = (dig\ diy)\e = ¢,

(diy \ dig)\(diy \ dia) = (di, \ dia)\(diy \ dia) =&

a to staci, nebot a a § hraji symetrickou roli.

Pripad 2. Jedna adresa je kolma na nejvétsi spole¢nou predponu obou ostatnich adres.
Necht je v kolmé na nejvétsi spolecnou predponu adres o a 3. V tom piipadé je v také
kolméa na obé ze slov di, \ dig a dig\ di,. Plati

di, \ di,
dlg \ d17

= (diy \ dig)\ di, = di,,

(dig\ dia)\ di, = diy;
7\<dw\dm> (dis \ din),
i) \(dip \ dia) = (dip\ dia);

)
)
i)
dig\ diy)
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a to znovu staci, protoze a a 3 hraji symetrické role.

Pripad 3. Jeden z prvkii je iy. Predpokladejme di, = iy. Mfizeme pfedpokladat, ze
ostatni adresy jsou odli$né od iy, jinak jsme v pripadé 1. Plati

(dia \ dis)\(dia \ diy) = (dia \ dis)\ s = is,

(dig\ dia)\(dig\ di,) = (dig\ dia)\ iy = ig;
(dig\ diy)\(dig \ dia) =iy \(dig\ dia) =" (digs \ diga) - (dirg\ dira),
(diy \ dig)\(diy \ dia) = (dios - diig)\(dioa - dira) = (diog \ dioa) - (diig \ dita);

Piipad 4. Jedna adresa je vlastni predponou nejvétsi spole¢né predpony obou ostatnich
adres. Piedpokladejme, 7e v je pfedponou nejvétsi spoleéné piedpony 7' adres a a 3.
Miizeme piedpoklddat di, = dg, jinak jsme v piipadé 3.

Pripad 4.1. Adresa 0 je predponou adres a a 3. Piseme a = Oag a § = 08y. Plati

(dia \ dig)\(dia \ diy) = shg(diq, \ dig,)\ do = do,
(dig \ dia)\(dig\ di,) = sho(dia, \ dig,)\ dg = dg;
(dig\ diy)\(dig\ dia) = dg \ sho(dig, \ dia,)
=1 shyg(dig, \ dia,) - shoo(dig, \ diag),
(di, \ dig)\(di, \ dia) = (diiog, - dioos,)\(di10a, - diooas)
= shyo(dig, \ dia,) - shoo(dig, \ diag);

a to znovu staci, protoze a a 3 hraji symetrické role.
Piipad 4.2. Adresa 1 je vlastni spolec¢nou predponou adres a a 3.

Pi"ipad 4.2.1. Jeden z prvkﬁ je i]o. Pfedpoklédéme dlB = 'i.]() a d"La = dilOag 7é 'i.]().

(dia \ diB)\(dia \ diw) =t \ dy = dg - do,
(diB \ dia)\(diﬁ \ diw) = (dilooao : dil()lozo)\(dﬂ ~do)

= dy -((dio10a - dio11a,)\ do) = dy - do;
(dig\ di,y)\(dig \ dia) = (dy - do)\(di100a, - diio1a,)

= do \(dio10ae - dio11ay) = diootae - dlot1ags
(dify \ dig)\(di,Y \ din) =10\ dio1as = dioo1ag - Alo11a0;
(diy \ dia)\(di, \ dig) = dio1a, \ 1o = o,
(di \ div)\(dia \ diﬁ) =dg \im =1ip.

Piipad 4.2.2. Zidny z prvki nenf ij9. Piseme o = leag a B = leffg s e = 0
nebo e = 1. Plati

(dla \ dlB)\(dla \ dlw) = hle(diao \ diﬁo)\ dg = dg,

(dig\ dia)\(dig\ di,) = shi.(dig, \ dia,)\ dg = dg;

(dig\ diy)\(dig \ dia) = dg \ shic(dig, \ dia,) = shei (dig, \ dia,),
(diy \ dig)\(diy \ dia) = dic1g, \ dicia, = shei(dig, \ dia,);
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a to staci z duvodu symetrickych roli adres a a 3.
Piiklad 4.3. Adresa 1 je nejvétsi spolecnou predponou adres a a 3.
Piipad 4.3.1. Adresy a a (8 jsou kolmé.
Priklad 4.3.1.1 Jeden z prvkii je i1o. Pfedpokladdme dig = 119 a @ = 11ay. Plati

(dia \ dig)\(dia \ diy) =110\ dg = dg - do,

(dig\ dia)\(dig \ di,) = dit1a, \(dg - do) = dg - do;
(dig\ diy)\(dig\ dis) = (dg - do)\ dit1a, = dit1ae:
(diy \ dig)\(diy \ dia) =10\ dit1a, = dii1ae;

(diy \ dia)\(diy \ dig) = dit1a, \ 1o = o,

(dia \ diy)\(dia \ dig) = dg \ 110 =io.

Pripad 4.3.1.2 Zidny z prvkii neni io. Pfedpokladdme 8 = 108y a a = 11ag.

(dia \ dig)\(dis \ di,) = diiog, \ dg = dg,

(dig\ dia)\(dig\ di,) = dit1a, \ dg = dg;

(dig\ di,)\(dig \ dia) = dg \ dit1a, = dit1ae,
(di, \ dig)\(diy \ dia) = ditog, \ dli1ae = dli1ae;
(di, \ dig)\(diy \ dig) = dii1q, \ ditog, = diios,.
(diq \ diy)\(dia \ dig) = dy \ diiog, = diiog, -

Piipad 4.3.2. Adresy a a [ jsou porovnatelné. Muzeme piedpokladat, 7e 8 je vlastni
piedponou adresy «, takze dig = d;.

Priipad 4.3.2.1 Adresa 10 je predpona adresy a.
Pripad 4.3.2.1.1. Prvek di, je iio. Plati

(dia \ dig)\(din \ di,) = di \(dg - do) = dy - di - do-((d1 - dy)\ do)
=dg-dy-dg-(dg\do) =dg-di-do-dig-doo,
(dig\ dia)\(dig \ di,) = (100 -1110)\(dg - d1 - do)
= dy -((i010 - 1110)\(d1 - do)) = dg - dy - dyo - do - doo;

(dig\ diy)\(dig\ dia) = (dg - di - do)\ (1100 - t110) = (d1 - do)\ (1010 - t110) = 100 110,
(di, \ dig)\(di, \ dia) = (di -dg)\ 1o = dg \ 1o = 110 - Loo;

(di, \ dia)\(di, \ dig) = ip\(di - dy) = di - dg,

(dia \ diy)\(dia \ dig) = (dg - do)\ di = do \(d1-dy) =di-dy.

Pripad 4.3.2.1.2. Prvek di, neni i;9. Piseme a = 10aq. Plati

(dia \ dig)\(dia \ di,) = di \ dy = dy - di - do,
(dig \ dia)\(dig \ di,) = (dii10a - di100ae)\(d1 \ dy = dy - dy - do)
=d;\dyg =dy-d;-do;
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(dig\ diy)\(dig\ dia) = (dg d1 - do)\(dit10a, - dit00ag)

= (d; - do)\(di110a0 * dio10ae) = dit01a, - Alootags
(dify \ dig)\(dify \ din) = (d; - dg)\ dioia, = dg \ dio1a, = ditota - dilootag;
(div \ dia)\(diw \ diﬁ) dio1a, \(dl dﬂ) =d; - dg,

(dig \ diy)\(dia \ dig) = dg \ di = d; - dy;

Priipad 4.3.2.2 Adresa 11 je vlastni pfedpona adresy .
Piipad 4.3.2.2.1. Prvek di, je i119- Plati

(dia \ dig)\(dia \ di,) = (d1 - dio)\ dg = dio \(dg - d1 - do)

= dy +(do1 \(d1 - do)) = dy - dy - do - doz - doo,
(dig\ dia)\(dig\ di,) =110 \(dg - d1 - do)

=dg-do-(io\(di -dg)) = dg - do-d1 - doo - do;

(dig\ di,)\(dig \ dia) = (dg - d1 - do)\ 110 = 1o,

(diy \ dig)\(diy \ dia) = (di - dg)\ 1110 = dg \ 110 = io;

(diy \ dia)\(diy \ dig) = 1110 \(di1 - dg) = di - dig -(l10 \ dg) = di - dio - dg - do,
(dia \ diy)\(dia \ dig) = dg \(di - dig) = di - dg -((dg - di - do)\ dio)

=d;-dy-((di-do)\ do1) = di-dy - dor - do;

a nalezneme

dy'-d,'-dyg-dy'-di-dy-dor-dovdy ! -dy - dyg - dy - dor - do

~dyt-d,'dydyy cdor-do ~dgt - do e

Pripad 4.3.2.1.2. Prvek di, neni i;;¢. PiSeme a = 11eqag. Plati

(dia \ dig)\(dia \ diy) = d1 \ dy = dy - di - do,

(dig\ dia)\(dig\ di,) = dite1a, \(dg - d1 - do = dg - di - do;

(dig \ diy)\(dig\ dia) = (dg - di1 - do)\ ditera, = (d1 - do)\ dici1ae = dici1ac:
(di, \ dig)\(diy \ dia) = (d1 - dy)\ dit1eas = dg \ diteia, = dici1ao;

(dia \ di,)\(dia \ dig) = dit1ea, \(d1-dy) = di-dg,

(dia \ diw)\(dia \ dlﬁ) =dy \ di=d;-dy.

Piipad 4.3.2.3 Adresa a je 11. VSechny tii adresy nélezi do A, a to uz je doka-
zano v [12].

Piipad 4.4. Adresa & je nejvétsi spolecna predpona adres a a 3. Mtzeme piedpokla-
dat a | f, jinak jsme v ptipadé 1. PiSeme a = Ocqy.

Piipad 4.4.1. Adresa 1 je vilastni predpona adresy 3.
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Pi¥ipad 4.4.1.1. Prvek dig je i1¢. Plati

(dia \ dig)\(dia \ di,) =110\ dg = dyg - do,
(dig \ dia)\(dig \ di,) = diga, \(dy - do) = dy - do;
(dig \ diy)\(dig \ dia) = (dy - do)\ diva, = do \(di10a, - diooas)
= diiga, - dio10ag - dloo0ag
(dig\ dify)\(di,g \ din) =10 \(di10a, - Alooas) = diooa, - Aloooag - Alo10ag;
(din \ diy)\(dia \ dig) = (diioa, - divoa,)\ to = 1o,
(dig \ div)\(dia \ diB) =dg \ilo =1p.

Pt¥ipad 4.4.1.2. Prvek dig neni i;¢. PiSeme 3 = 1ef a plati

di, \ dig
dig \ dia
dig \ di,
dig \ di,
di, \ di,
diy \ di,

di, \ di,
dig\ di,
dig \ di,
dig \ di,
di \ dig
diy \ dis

= dileﬂo \ dg = dg,
= diga, \ dg = dy;

= dﬂ \ diOag = dilOag ' d-‘LOOam

)
)

= die18, \(di10a, - dlooa,) = ditoa, - Alooao;
= (di10a, - dlooa, )\ die1g, = die1s,,
= dy\ dires, = dires, -

(
(
(
(
(
(

—_— — — ~— ~— ~—

\(
\(
A\
A\
A\
A\

Piipad 4.4.2. Adresa (8 je rovna 1. Nalezneme

(dia \ diﬁ)\(dia \ diw) =d \ dy =dgy-d. dg,

(dig \ dia)\(dig \ di,) = diga, \(dg - d. do) = dg - d. do;

(dig \ di,)\(dig\ dia) = (dg - di - do)\ dioa, = (d1 - do)\(dir0a, - diooag)
= dii10a, * dl100a, * dlo10as * dloooao,

(dig \ di,)\(dig \ dia) = (d1 - dy)\(dl10a, - dicoa)
= di110a, - dio10a - Al100a0 - dloo0ay;

(dig \ diy)\(dia \ dig) = (dii0a, - diooa,)\(di - dg) = di - dg,

(dia \ diw)\(dia \ diB) =dg \ dy =d;-dgy.

Piipad 5. Nejvétsi spolec¢na predpona dvou adres je predponou adresy treti. Piedpo-

kladejme, 7e nejvétsi spoleénd predpona ' adres « a 8 je pfedponou adresy 7. Pokud

plati 3 = 7' nebo v = ', pak jsme v p¥ipadé 4. Pokud jsou a a 8 kolmé pak jsme nutné

v pripadé 1. Takze jsme uvazili v8echny pripady a diikaz je hotov. [
Z tvrzeni 5.43 odvodime:

Tvrzeni 5.46 Vztah di, =, di, je ekvivalentni vztahu di, " - di, ~ e.

Kazdy monoid, ktery splhuje podminky tvrzeni 5.43 ma dobré vlastnosti:
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Tvrzeni 5.47 Monoid M,,,, je s levym kracenim a usporadani levou délitelnosti na M,
tvori svaz.

DUkAz: V [12] je dokdzano, 7e kazdy monoid, ktery splituje podminky tvrzeni 5.43 je
s levym kracenim, dva prvky maji jediného nejvétsiho spoleéného levého délitele a dva
prvky, které maji spoleé¢ny pravy nasobek, maji uz jediny nejmensi spole¢ny pravy naso-
bek. Podle tvrzeni 5.40 ma kazda dvojice prvka z My, spoleény pravy nasobek, a tak
usporadani levou délitelnosti na M, tvori svaz. [ |

Poznamka 5.48 NemiZe platit i - igo - 1o =, 1o - 1o - do, protoZe plati Tyg » Tg # Tg * Dg :
operdtor Tpg * To posild (z-y) -z na (((z-z)-y)-((z-z)-y)) -z a operdtor Ty « Dy posild (z-y)-z
na (((x-y)-z) ((z-y)-y))- 2 Plesto jsme v minulé sekci dokazali vztah 1y « Ipg « Ip =
Iy * Ig = Dp. TakZe kanonickd projekce z My, na Gt neni izomorfismus.

Nyni uz vidime, pro¢ jsme definovali LDLI-relace tak, jak jsme je definovali. Mo-
noid M., je v&tsi neZ monoid G = a piesto si zachoval viechny dobré vlastnosti mono-

LDLT

idu Gt . A navic je s levym kracenim a je dost pravdépodobné, Ze jeho podilovd grupa

nebude ,ptili§ daleko“ od monoidu G;py;. Coz neni pravda v pripadé LDI, protoze se da
snadno dokazat, ze plati dy =;p io:

I T [ O L U LR B,
dg = ‘i - dy =Yy ol =l ly flgtlyg = lp cly clg 11t lgp =ip o -

Takze relace =, ma daleko k tomu, aby mohla dobfe popsat monoid G,,.

V [12] bylo jedno z feSeni, jak rozhodnout, jestli jsou dva termy LD-ekvivalentni, odvo-
zeno pouzitim syntaktického monoidu LD. Toto feSeni sestavalo z nalezeni prostého zob-
razeni z mnoziny tiid LD-ekvivalence do podilové grupy syntaktického monoidu. Mozna,
7e podobné tfeseni existuje také pro LDLI a to by umoznilo rozhodnout problém slov pro
LDLI, ale také pro LDI, podle tvrzeni 5.25.
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Kapitola 6

Konstrukce LDLI grupoidu

V této kapitole studujeme levodistributivni levoidempotentni grupoidy. Dokdzeme, 7e
kazdy LDLI grupoid ma kanonickou kongruenci, jejiz faktor je idempotentni grupoid.
Tato kongruence umoznuje konstrukci LDLI grupoidid pomoci LDI grupoidi a grupoidi
pravych konstant. Poté pouzijeme tuto metodu pro konstrukei volnych LDLI grupoidt
a pro charakterizaci variety LDLI grupoidi.

V sekci 1 predstavime kongruenci na kazdém LDLI grupoidu, jejiz faktor je LDI
grupoid. V sekci 2 nalezneme konstrukei zalozenou na této kongruenci. Pak dodame apli-
kaci této konstrukce. V sekci 3 sestrojime kandidaty na volné LDLI grupoidy a doké-
zeme, 7e je jejich volnost je ekvivalentni tvrzeni, ze LDLI-ekvivalence je prinikem LDI-
ekvivalence a ekvivalence pravych konstant.

6.1 Idempotentni kongruence na LDLI grupoidech

V této sekci definujeme kongruenci ipg a dokdzeme, ze jeji faktor je LDI grupoid.
Pokud neuvedeme jinak, bude kazdy uvazovany grupoid v této kapitole s binarni operaci -.
Zacneme dvéma lemmaty o LI grupoidech. PiSeme abc pro a- (b-c) a a* pro a-a*~'.

Lemma 6.1 Bud G LI grupoid a bud a v G. Pak plati pro vSechna a,b v G,
a*b = ab a (a®)l = gk+t=T, (6.1)

DUKAZ: DokaZeme nejdiive a¥b = ab pro véechna a, b v G. Vysledek je evidentni pro k = 1.
Pro k > 1 plati
a*'b=(a-a* b= ("1 -aF b =0a""1b=ab

Dokézeme nyni ten druhy vysledek, a to indukci podle I. Ponévadz plati pro | = 1,
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predpokladame | > 1. Plati
(ak)l — (ak) . (ak)lfl =a- ak+172 — ak+lfl=

a to je to, co jsme chtéli dokazat. [ |

Definice: Bud G grupoid. Definujeme ips jako nejmensi ekvivalenci na G, ktera spl-
fuje (a,a?) € ipg.

Lemma 6.2 Bud G LI grupoid. Pak jsou nédsledujici podminky ekvivalentni pro dva
prvky a,b v G :

(i) plati (a,b) € ipg;

(ii) existuji kladna ¢isla k, 1 spliujici a® = b'.

DUKAZ: (i) = (i1): Vztah (a,b) € ipg implikuje existenci posloupnosti a = ag, - .., a, =
b, takové, 7e plati a; = a?_ | nebo a? = a; 1 pro kazdé i mezi 1 a n. DokdZeme indukci
podle n, ze existuji kladna é&isla k, I spliujici a* = b'. Vysledek je evidentni pro n = 0.
Piedpokladejme n > 1. Indukéni predpoklad ¥ka, ze existuji ¢isla &',1' spliwjici a* =
I' . Méame ted dvé moznosti:

anil. ’ 7 ’ ’
-pro b? = a, 1 plati ¥ 1 = (B! =al, | =d";
-prob=ap_y plati b = (a_1)" = (a},_1)* = (a¥)? =a" *\.
(i1) = (i): Evidentni. |

Stejné jako v pripadé svazi definujeme kongruenci a jednoduchy grupoid.

Definice: Bud (G,-) grupoid. Ekvivalence 6 na G se nazyva kongruence, pokud spliiuje
nasledujici podminky:

7 (a,b) € 8 a (c,d) € 0 vyplyva (a-¢c,b-d) € 6. (6.2)
Grupoid G je jednoduchy, pokud mé pouze dvé kongruence, a to idg a G x G.

Priklad 6.3 Relace ipg neni obecné kongruenci, napriklad

je LI grupoid, ktery je jednoduchy: pokud mame (0,1) € 4, pak plati (2-0,2-1) € 6
a pokud mame (2,a) € § s a v {0,1}, pak plati (a-2,a-a) € 6. Pfesto je ekvivalence ipg
netrivialni.

Naproti tomu, pokud je G LDLI grupoid, pak je relace ips kongruenci.
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Tvrzeni 6.4 Pro kazdy LDLI grupoid G je relace ipg kongruence a pro vSechna a,b,c
v G s (a,b) € ipg plati ac = be.

DUKAZ: Uvazujme (a,b) € ipg. Existuji k, [ spliujici a* = b'. Nyni pro kazdé c v G plati
a-c=d" -c=b-c=b-c

(c-a) =c-a* =c-b = (c-b).

To implikuje, Ze ipe je kongruence. Vysledek, Ze (a,b) € ips ddva ac = be pro kazdé ¢
v (G, je ted evidentni. m

Je snadné nahlédnout, %e pro LDLI grupoid G je faktor G/ipg LDI grupoid a ze
vSechny tfidy ekvivalence splhuji identitu pravych konstant

T-z=y-2. (RC)
Navic prvky téchto t¥id splhuji a* = b'.
Piiklad 6.5 Méjme nasledujici LDLI grupoid:

W N = O

N W= =IO
N W = ==
— N W WD
W = NN W

Kongruence ipg méa tii tfidy ekvivalence: {0,1}, {2} a {3}. Faktor je izomorfni jediné
levodistributivni kvazigrupé o tfech prvcich.

Poznamka 6.6 Kepka a Némec [37] dokdzali tvrzeni 6.4 pro G LDLI grupoid s levym
kracenim. Dokazali také, v pripadé LD grupoidti s levym kracenim, ze je identita LI
ekvivalentni identité

T - T = TT. (6.3)

Tento vysledek neplati obecné pro LD grupoidy, které nejsou s levym kracenim, vidime
nasledujici protipfiklad, ktery je LD, spliuje zminénou identitu, ale neni LI, protoze
plati (1-1)-0#1-0:
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6.2 Rozklad LDLI grupoidii

V této sekci predstavime konstrukci, kterd umoznuje rekonstruovat LDLI grupoidy
z LDI grupoidit a RC grupoidi. Pak klasifikujeme v8echny jednoduché neidempotentni
LDLI grupoidy. Vysledek z tvrzeni 6.4 vede k nésledujici definici:

Definice: MnoZina A se nazyva monoundrni algebra, pokud mé jednu unarni operaci a.
Monounérni algebra (A, a) je souvisld, pokud pro vSechna a,b v A existuji k,l splhu-
jici a®(a) = ol (b).

Ptiklad 6.7 Kazdd monounarni algebra (A, a) se d& zachytit orientovanym grafem T,
jehoZ vrcholy jsou A a hrany vyjadfuji operaci a (viz obrazek 6.1): pro kazdy vrchol a
z A, existuje jedina hrana, ktera za¢ina v a, a to hrana z a do a(a). Monoundrni algebra
je souvisla, pravé tehdy, kdy7 je jeji graf souvisly.

Obrazek 6.1: Monounarni algebra vyjadiend svym grafem

Kazdy RC grupoid G m4 pfirozenou unirni operaci og : a — a2, kterd tiplné urcuje
nasobeni na G. Z druhé strany, na kazdé monounéarni algebie mtizeme vybudovat strukturu
RC grupoidu. Rekneme tedy, ze RC grupoid je souvisly, pokud je pfislusnd monounarni
algebra souvisla. Je-1i G LDLI grupoid, pak jsou vSechny tiidy ekvivalence ipg souvislé
RC grupoidy podle tvrzeni 6.4. To nam umozni nalézt rozklad grupoidu G.

Tvrzeni 6.8 (i) Bud H LDI grupoid a bud A,, s a € H, systém po dvou disjunktnich
mnozin. Predpoklddejme, 7e existuji zobrazeni f,, » Ay do Ag. pro vsechna a,b v H.
Definujme grupoid B(H, f) jako mnozinu | J,c; Aa s operaci * definovanou jako x * y =
fap(y) prox v A, ay v Ay. Pak je grupoid B(H, f) LI. Navic, pokud zobrazeni f,
splnuji identitu

f{z,bc ° fb,c = f{zb,rzc ° f{z,c (64)

pro vSechna a, b a ¢ v H, pak je grupoid B(H, f) LD.
(1) Bud G LDLI grupoid. Pak je G izomorfni grupoidu B(G /ipg, f), kde mdme f, 5 = ac
a a znaci tridu ekvivalence ipg, ktera obsahuje a.
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DUKAZ: (i) Uvazujme libovolnd a,b,cv H,axz v Ay, y v Ay az v Ac. Prvek zsx = f, o ()
nélezi také do A,, protoze H je idempotentni. Takze plati (z xz) xy = fop(y) = z * y.
Pro levou distributivitu mame

T * (U * Z) =T * fb,(f(z) = fa,bc(fb,c(z)) = fab,ac(fa,c(z))
('7: * 'U) * (T * Z) = fa,b(y) * fa,c(z) = fab,ac(fa,c(z))
a tak je B(H, f) LDLI grupoid.

(1) V&imneme si nejdifv, 7e definice zobrazeni f;j nezédlezi ani na volbé a, podle
tvrzeni 6.4, ani na volbé b. Nyn{ ovéfime podminku (6.4) pro a,b,c v G ad v é:

fﬁ%(féf(d)) =. ﬁ,%(bd) = a(bd) = (ab)(ad) = f%,ﬁ(ad) = Eﬁ(fr’zf(d))

Takze tato konstrukce dava LDLI grupoid a dokdZeme, 7e tento grupoid je izomorfni
grupoidu (G, -). Zvolme a,b v G, ¢ v a a d v b. Plati

cxd= f3(d)=a-d=c-d,

a to kondi dikaz. [ |

Ve zbytku textu se kazdy prvek grupoidu B(H, f) znali dvojici (a,z) s a v H a z
v A,.

Zminme se, Ze pro kazdé a v G plati rovnost f; ; = o¢ na tiidé ekvivalence a. Kdyz
uvazujeme rizné a,b v G, zobrazeni f; j musi byt homomorfismus: rovnost

faploa(d)) = fop(fo5(d) = frp5(fap(d) = oG (fa5(d))
plati pro libovolné d v b.

Piiklad 6.9 Bud H LDI grupoid a bud A souvisly RC grupoid. Mé&jme pro kazdé a
v H disjunktni kopii A znacenou A,. Definujme zobrazeni f,; jako d — op,(d) pro
kazdé d v A,. Pak plati (a,c¢) % (b,d) = (ab, fos(d)) = (ab,0m,(d)) = (ab, cd) a vidime, Ze
grupoid B(H, f) je izomorfni sou¢inu H x A.

Piiklad 6.10 Bud G RC grupoid. Pak je G také LDLI grupoid a plati ab = bb pro
véechna a a b v G a , kdy? oznadime a a b t¥idy ipg, které obsahuji a respektive b,
plati f,; = f;; = og. Ponévadz existuje jediny idempotentni RC grupoid pro kazdou
mohutnost, kazdy RC grupoid G je urcéen tiidami kongruence ipg.

Poznamka 6.11 Podobny rozklad je popsan v [35] pro levodistributivni levosymetrické
grupoidy, tzn. pro grupoidy, které spliuji kromé identity LD také identitu

z-(z-y)=y. (LS)

Je tam téz dokazano, ze kazdy LSLD grupoid spliiuje identitu LI, a tak je nas rozklad
zobecnénim toho pro LSLD grupoidy.
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Existence kongruence ipg umoznuje klasifikovat v8echny neidempotentni jednoduché
LDLI grupoidy. Tato klasifikace sice plyne z vysledka o jednoduchych LD grupoidech
predstavenych v [37], ale provedeme ji zde, protoZe pouziva jiny pfistup.

Definice: Grupoid Cyc,(n) s n > 1 je mnozina {0,1,...,n — 1} s operacii-j = j — 1,
proj>0a:i-0=n—1.

Grupoid Path,(n) s n > 1 je mnozina {0,1,...,n — 1} s operacii-j=j—1, pro j >0
ai-0=0 (viz obrazek 6.2).

I

Obrazek 6.2: Monounarni algebry, které odpovidaji grupoidiim Cyc,.(6) (na-
levo) a Path,(6) (napravo).

Tvrzeni 6.12 (Stanovsky [45]) Jediné jednoduché RC grupoidy jsou, aZ na izomorfis-
mus, idempotentni RC grupoid o dvou prvcich, Path,.(2) a Cyc,(p) pro p prvodislo.

Tvrzeni 6.13 Jediné neidempotentni jednoduché LDLI grupoidy jsou, aZ na izomorfis-
mus, Path,.(2) a Cyc,(p) pro p prvodislo.

DUKAZ: Kongruence ipg na LDLI grupoidu G neni trividlni, jediné pokud je G idempo-
tentni, anebo pokud je G souvisly RC grupoid. Jediné neidempotentni jednoduché RC
grupoidy jsou podle tvrzeni 6.12, grupoidy Path,.(2) a Cyc,.(p).

]

6.3 Volné LDLI grupoidy

V této sekci se pokusime sestrojit volné LDLI grupoidy pomoci konstrukce z tvr-
zeni 6.8. Nebudeme umét dokézat, ze jsou tyto grupoidy volné, ale jejich volnost budeme
charakterizovat pomoci ekvivalentnich podminek. Za¢neme jednogenerovanymi LDLI grupo-
idy. Je zfejmé, 7e kazdy jednogenerovany LDLI grupoid je souvisly RC grupoid. Existuje,
az na izomorfismus, pravé jeden nekonecny jednogenerovany RC grupoid: mnozina N s
operaci a » b= b+ 1 (viz obrazek 6.3). Takze odvodime:

Lemma 6.14 Grupoid (N, ") je izomorfni volnému jednogenerovanému LDLI a také vol-
nému jednogenerovanému RC grupoidu.
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Obrazek 6.3: Jednogenerovany nekoneény LDLI grupoid

Zacneme ted sestrojovat LDLI grupoidy o vice generatorech, které budou asi volné.
V kapitole 5 jsme v tvrzeni 5.25 dokazali (aZz na jednu domnénku), Ze dva termy jsou

LDLI-ekvivalentni tehdy a jen tehdy, pokud jsou LDI-ekvivalentni a maji stejnou pravou
vysku. Nyni dokazeme stejnou vétu pro druhé mocniny.

Lemma 6.15 Budtet at' dva LDI-ekvivalentni termy, které maji stejnou pravou vysku.
Pak jsou termy t -t at' -t' LDLI-ekvivalentni.

DUKAz: Termy ¢ -t a t' - t' jsou LDI-ekvivalentni a maji stejnou pravou vysku. Podle
lemmatu 5.22 existuje slovo w na Ay, a ¢islo k spliwjici ¢ - ¢ » I’; e DI, * I;,’“ =t -t
Dokéazeme vysledek indukei podle k. Pro k£ = 0 je vysledek trivialni.

Predpokladejme k£ > 0. Plati ¢ « I’;H « Dy * I;kfl = t'. Nyni nechdme zmizet viechny
vyskyty operatoru Dy z w. Pohledem na LDI-relace si vSimneme, 7e mtzeme presunout
vSechny Dy na levy kraj slova w a vSechny D;] na pravy kraj slova w. Nyni plati

Ig e Ty oDy =1y oIy *Igg * lig

ponévad? oba operatory posilaji kazdy term ¢ na term ((¢-¢)-¢)- ((¢-t) - t). Takze existuje
slovo wy na A;p a slovo we na A p; spliujici

k41 k1 _
te 15T e Digyy, » Dlyg, « 1,571 =1

Nyni slovo w; stejné jako slovo ws posilaji term ¢ « 15 na term ¢ « 1¥. Tak7e také plati
k+1 —k—1 !
te 15T e Digyy » Diyy, « 1,57 =1

Ale plati

—k—-1

1 1
* Dlgys ® DIy, © Ig

k+

k
1y .

k —k— k -
=15 * Dly, * Iy * 1 =15 * DIy, * 1
Takze operator 157" « DI, « 1;¥*" posil term ¢ -# na term #'-#' a zbytek plyne z indukee.
|

Sestrojime potencidlné volné LDLI grupoidy z volnych LDI grupoidi a z grupo-
idu (N, M). T¥ida LDLI-ekvivalence termu ¢ bude kédovdna dvojici  jednim prvkem
volného LDI grupoidu, a to tfidou LDI-ekvivalence prvku ¢ a cislem z N, které bude
vyjadrovat rozdil mezi pravou vyskou termu ¢ a nejmensi pravou vyskou ve tiidé LDI-
ekvivalence.

Oznacime FLDIx volny LDI grupoid generovany mnozinou X, tj. mnozinu T'x faktori-
LDI vz v/ . LDT s s . /v
zovanou =, a oznacime [t] t¥idu ekvivalence = obsahujici prvek ¢. Definujeme pravou vysku
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kazdého prvku [t] z FLDIx jako nejmensi pravou vysku termu t', ktery je LDI-ekvivalentni
prvku ¢. UvaZzujme nyni, pro kazdé [t] v FLDIx, disjunktni kopii grupoidu (N, "), znace-
nou Ny;. Pro viechna [t],[s] v FLDIy, definujeme fiy 5(a) = a + rht([s]) — rht([t - s]) + 1.
Plati fr,15(a) > a pro kazdé a v N, a tak je B(FLDIx, f) LI grupoid.

Lemma 6.16 Grupoid B(FLDIx, f) definovany vyse je LDLI grupoid.

DUKAZ: Je tfeba dokazat, ze se jedna o LD grupoid, tzn., ze zobrazeni f, ; spliuji pod-
minku (6.4). Pro termy t1,ts,t3 a kazdé a v N, plati:

Jita)[ta-ta] © Siea) 221 (@) = fiaa],[t2-t2) (@ + Tht([t3]) — vht([t2 - £3]) + 1)
= a + rht([ts]) — rht([¢1 - 2 - fr;]) +2
= a + rht([t3]) — tht([(t; - t2) - t1 - £3]) + 2,
= fits tal 11 £a] (@ + the([t3]) — rht([ “t3]) +1)
= ftl-tz 1.[t1-ta] © ftl],[tg](a)

a tak je grupoid B(FLDIx, f) LDLIL ]

Neumime dokézat, Ze je tento grupoid volny, ale umime tuto vlastnost vyjadrit jinak:

Tvrzeni 6.17 Bud X mnoZina proménnych. Pak jsou nédsledujici tvrzeni ekvivalentni:
(i) Dva termyt at' jsou LDLI-ekvivalentni tehdy a jen tehdy, pokud jsou LDI-ekvivalentni
a maji stejnou pravou vysku.

(#4) Grupoid B(FLDIx, f) je izomorfni volnému grupoidu generovanému X .

(#47) Necht je G volny grupoid generovany X, pak je kazda tiida ekvivalence ipg s levym
kracenim.

(iv) Dva termy t a t' z Tx jsou LDLI-ekvivalentni, pokud jsou termy t -t a t' - ¢ LDLI-
ekvivalentni.

(v) Relace =" na Tx je priisekem relaci = a =.

DUKAZ: Mnozina Tx faktorizovana ekvivalenci '=' je volny LDLI grupoid na X. Ozna-
¢ime t t¥idu LDLI-ekvivalence, kterd obsahuje t. Definujeme zobrazeni h jako t — ([t], tht(#)—
rht([t])+1). Toto zobrazeni je evidentné surjektivni a podle (i) je injektivni. Staci dokazat,
7e se jedna o homomorfismus. Plati

h(t]) * h(tz) = ([t1],rht(t1) — rht([t1]) + 1) * ([tz],l"ht(tg) — rht([tg]) + 1) =
= ([t] . t2]7rht(t2) — rht([t1 . tg]) + 2) = h(t] . tg). (65)

Zobrazeni h je tedy izomorfismus mezi volnym LDLI grupoidem generovanym X a grupo-
idem B(FLDIy, f).
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(#4) = (i) T¥idy ipq jsou kopiemi N, a tak jsou s levym kracenim. (iii) = (iv) Termy ¢
LDLT

a t' jsou LDI-ekvivalentni, a tak plati ¢ -t '= ¢ -t'. Z levého kraceni dostaneme t = t'.
(iv) = (i) Termy ¢ a t' jsou LDI-ekvivalentni a podle lemmatu 6.15 plati ¢ - ¢ = ¢’ - .
Zbytek plyne z tvrzeni (iv). (i) <= (v) Je snadné nahlédnout indukci, Ze dva termy jsou
RC-ekvivalentni tehdy a jen tehdy, pokud maji stejnou pravou vysku a stejnou nejpravéjsi

proménnou. [ |

Prozatim neumime dokazat zadny z vysledkti z tvrzeni 6.17. Ty se ale, pokud jsou
pravdivé, daji chapat tak, ze tfida LDLI grupoidt je nejmensi t¥idou, kterd obsahuje
jak LDI grupoidy, tak i RC grupoidy. Dokonce jsme dokézali, ze kazdy LDLI grupoid se
dostane jako expanze LDI grupoidu RC grupoidy. RC grupoidy maji dost jednoduchou
strukturu, takze studium LDLI grupoidt by mohlo byt prakticky studiem LDI grupoidi;
mnoho problémi mize byt ekvivalentnich pro LDI a pro LDLI, naptiklad problém slov
volnych grupoidi. Dokonce uz nyni, diky vété 6.15, vime, ze feSeni problému slov LDLI
by dalo feSeni problému slov pro LDI: uvaZujme dva termy ¢, ¢ s rht(¢) < rht(¢') a
oznacme k = rht(t') — rht(t); pak jsou termy t » 157! a ¢’ « 1, LDI-ekvivalentn{ tehdy a
jen tehdy, jsou-li LDI-ekvivalentni, dle tvrzeni 6.15.

Relace '=' je teoreticky komplikovan&jsi nez relace =, ale vyhoda identit LDLI je,
7e existuji pridruzené struktury, které jsou vyhodnéjsi pro nékteré pristupy nez obdobné
struktury pro LDI. Studovali jsme naptiklad v kapitole 5 syntaktické monoidy a dokazali
jsme, ze syntakticky monoid pro LDLI méa dobré vlastnosti, které nelze nalézt v podobném
monoidu pridruzeném identitam LDI.
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